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Tons  droits  de  traduclion.  de  reproductinn  et  d'adaptalioii  reserves 
pour  lous  pays. 


AVERTISSEMENT. 


La  Societe  suisse  de  Physique  a  pris  Finitiativo  de  publier 
les  ceuvres  de  Walther  Ritz,  le  jeune  physicien  inort  le 
7  juillet  1909,  a  Viv^e  de  ']i  ans. 

Elle  ne  s'esl  pas  propose  seulemenl,  en  contribiiant  ä  faire 
connaitre  des  travaiix  scientitiques  d'une  rare  beaute,  d'at- 
tirer  encore  une  fois  rattention  des  mathematiciens  et  des 
physiciens  siir  rd'uvre  d'iin  esprit  d'elite.  Mais  eile  est 
convaincue  qu'eii  facilitant  la  diflusion  d'idees  nouvelles  et 
hardies  eile  favorise  les  progres  de  la  Science.  Beaucoup 
d'entre  elles,  inenie  Celles  qui  ont  des  ä  present  proiive  leur 
fecondite,  ouvrent  des  voies  nouvelles  et  reclament  des  conti- 
nuateurs.  Nous  souhaitons  qiie  cette  publication  (')contribue 
ä  les  susciter. 

]y|ine  Haphacl  Kitz  a  voulii  consacrer  ä  la  memoire  de  son 
tils  les  sommes  qui  lui  avaient  ete  allouees  pour  favoriser  ou 
recompenser  ses  travaux  scientifiques  et  pour  lui  permettre 
de  prendre  soin  d'une  sante  particulierement  precieuse  et 
Gimtinuellement  menacee. 

(')  Nous  publiuns  cliaciin  des  ineinuires  dans  la  langue  uü  il  u  ele  ecrit. 


AVKRTISSEMIiNT. 


il  convient  de  citer  pariiii  cfux  (jui  ont  ainsi  pris  part  a 
cette  publication  : 

Ln  groupe  d'amis  anonymes  de  Ga^ttinoue. 
LInstitut,  de  France.  \ 

L'l^vcole  polytechnique  federale. 
La  Societe  suisse  de  Physique. 


PKEFACIL 


^^  alliier  Ritz  naquit  le  22   fevricr  1878  ä  Sion  (Yalais). 

Son  pere  etait  Hapliaöl  Kitz,  le  peintre  bien  connu  par  ses 
pavsages  valaisans,  ses  intcrieurs  et  ses  scenes  de  la  vie 
populaiie.  I^leve  de  TJ^^cole  de  Dusseldorf,  conteinporain  et 
camarade  d'etudes  de  \  aulhier,  de  Rolleret  de  l^oecklin,  il 
retOLinia  eii  i8()j  vivre  en  Valais,  son  pays  nalal.  I^n  187,5, 
il  epoiisa  la  lille  de  ringt-iiieur  iNoerdlinger,  de  Tuhingue. 
^^  .  Kitz  dut  ä  son  pere  le  sens  de  la  beaiite  de  la  nature, 
la  coniiaissaiice  des  populalions  du  Valais,  de  leurs  usages, 
de  leurs  Iraditions,  de  leurs  legendes.  Toute  sa  vie  il  con- 
serva  uu  tres  prot'ond  attachement  pour  son  pays  et  aimait 
dans  des  couversalions  pleines  de  cliarine  ä  le  faire  connailre 
ä  ses  auns. 

Brillauinieut  doue,  Kilz  fit  saus  eflort  de  bonues  etudes  au 
l^ycee  counniinal  de  Sion.  U  eul,  Ires  jeune,  avec  la  sürete 
de  jugeineiit  (pii  presida  plus  tard  au  choix  des  sujets  de  ses 
travaux,  Tintuition  ([u'il  pourrait  faire  des  decouveites 
scientifiques  et  s'eu  ou\ri(  ä  sa  mere  qui  le  comprit. 

En  1897,  ''  <^'it'"'^  ^  TEcole  polylechnique  de  Zürich  pour 
s'y  preparer.k  la  carriere  d'ingenieur.  Mais  il  ne  trouva 
dans  les  etudes  tecliuiques  qu'une  demi-satisfaction.  Son 
esprit  epris  d'absolu  s'accommodait  mal  des  demonstrations 
souimaires  ä  Tusage  des  ingenieurs,  des  compromis  entre  les 


Solutions  theoriques  et  les  exi^ences  de  la  vie  reelle.  Aussi, 
quand,  en  1900,  une  pleuresie  mal  guerie  reiidit  impossible 
poiir  lui  le  clirnat  humide  de  Zürich,  alla-t-ilchercher  daus  le 
milieu  scientifique  de  Goettingue  uii  regime  intellectuel  plus 
conforme  a  ses  gouts. 

Son  sejour  ä  (T(pUingue  fut  la  partie  la  plus  heuieuse  de 
sa  vie.  Sa  sante  n'etait  pas  encore  assez  compromise  pour 
Tetupecher  de  suivre  avec  toute  l'ardeur  de  sa  nature  Ten- 
seignement  des  maitres  ([u'il  avait  choisis.  Hilbert  et  Voigt 
surtout  euieul  une  intluence  durahle  sur  la  forniation  de  son 
esprit.  CVst  Voigt  qui  recut  sa  these  sur  la  Theorie  des 
specttes  en  seiie,  le  19  decemhre  190-2.  II  trouvaä  (ioetlingue 
parmi  ses  eompagnons  d'etude  des  amisdevoues  avec  lesquels 
il  entrelint  jusqu'ä  sa  nioit  un  coninierce  d'idees  (\m,  pen- 
dant  les  annees  deloignement,  le  maintint  en  contact  avec  le 
mouvenient  scientifique. 

Ilpassa  Tete  de  190'^  ä  Leyde,  attire  par  H.-A.  Loientz  et 
dejä  preoccupe  des  problemes  electrodynaniicjues,  puis  pen- 
dant  un  sejour  relativement  court  ä  Bonn,  il  eut  la  satisfac- 
tion  de  decouvrir  lui-meme  une  raie  du  spectre  du  potassium 
que  les  formules  de  sa  these  lui  avaient  fail  prevoir.  Plus 
tard,  dans  les  mesures  t'aites  par  d'auties,  il  devait  ne  plus 
conipter  les  succes  de  cette  espece. 

En  novembre  1903.  il  se  rendit  ä  Paris,  011  il  trouva  un 
accueil  amical  aupres  de  A.  (Molton  qui  lui  ouvrit  son  labora- 
toire  ä  TEcole  Normale  et  qui.  dans  la  suite,  ne  cessa  de  s'in- 
teresser  vivement  a  lui.  INlais  le  Iravail  de  laboratoire  avan- 
ciiil  liMitement  ä  son  gre  el  ioisque,  faligue  par  une  journee 
de  lutte  contre  les  diflicultes  materielles  de  revprricnce, 
il  ne  tenait  aucuu  resultat  positif,  il  cherchait  ä  dissiper 
l'impression  de  temps  perdu  en  suivant  sans  mesure  son 
penchant  pour  les  speculations  abstraites. 


A  partir  do  l'hiver  loo'i,  le  soin  de  sa  sanfr  liont  nne 
grande  place  dans  sa  vic.  Apres  un  sejour  au  sanaloriuin 
de  St.  Blasien,  dans  la  Foret  Noirc,  il  piiL  pendant  quelques 
semaines  passees  ä  Zu  rieh  niener  a  bonne  fin  la  preparation 
des  placpies  photograpliiques  sensibles  ä  linfra-ronj^e  ä  la- 
(|uelle  il  avait  tiavaille  ä  l\iris.  Puis  ce  furenl  des  sejours 
k  liapallo,  au\  Mayens  de  Sioii.  II  passa  Thiver  i9o5-i9o(")  ä 
Sion  Oll,  grace  ä  la  sollicilude  nialei'nelle  et  ä  Texcellence 
du  climat  valaisan,  il  reunit  les  conditions  de  vie  les  plus 
favorables  a  son  letablissement.  Malgre  tout,  cet  biver  fut 
une  dureepieuNc  poiir  lui.  II  \  avail  (pieUpie  cbose  de  dou- 
löureusenient  trajj;ique  dans  son  cas  :  Tardeur  au  li'avail 
(jui  le  devorait  etait  a  la  fois  sa  meilleure  raison  de  vivre 
et,  de  Tavis  du  niedeein,  le  pi'incipal  olistacle  a  sa  guerison. 
On  lui  interdit  de  travailler  plus  d'un  quart  d'heure  par 
jour,  prescription  cpiil  s'elVoi'ca  vainenienl  de  suivre, 
jxiisque  c'est  de  cette  epoque  que  datent  ses  idees  nouvelles 
sur  relectrodynamique.  Dejä  commencait  nne  lutte  dans 
lacjuelle  il  besilasouvent  entredeux  voies  ä  suivre  :  ou  vouloir 
nuerir  en  sacrifiant  son  travail,  ou  depenser  sans  conipler  ce 
(jui  lui  lestait  de  forces  pour  conserver  plus  sürenient  ä  la 
science  les  idees  (pn  banlaienl  son  eei'veau.  Ce  fut  la 
deuxieme  nianieie  qui  l'empoita.  Au  cours  de  rhiversuivant 
(ju'il  passa  ä  Nice,  il  «'crivait :  «  Vous  m'accoiderez  que  je  ne 
puis  dans  la  ineme  mesure  «pje  d'autres  me  reposer  sur 
Favenir  conime  devant  coinpcnser  le  present.  Jl  ne  nie  resle 
peut-etre  que  peu  de  temps,  et  je  suis  fermement  resolu  ä 
passer  ce  ternps  dans  des  inilieux  scientifiques  et  intellecluels 
qui  seuls  peuvent  nie  donner  le  contentement,  le  senliment 
de  vivre,  et  sontainsi  peut-etre  une  condition  de  sante?  Clier 
anii,  je  ne  puis  espcrer  ni  les  joies  de  la  famille  ni  le  bien- 
etre  du  vieux  gaicon  qui  joiiit  de  sa  sante;  il  ne  me  reste  que 


la  Science  et  la  vie  iiitellectuelle;  el  vraiiiienl  je  ne  nie  scns 
pas  la  force,  pour  un  resultat  incertain,  de  continuer  ä  m'en- 
terrer  ainsi.  »  A  partir  de  ce  moment  il  n'interrompit  guere 
le  travail  que  pendanl  les  acces  de  fievre  et  les  journees 
d'epuisenient  de  plus  en  plus  frecpientes.  C'esL  a  Nice  qu'il 
eut  1  inluilion  geniale  du  niecanisme  electromagnetique  des 
laies  specLrales  par  lecjuei  il  penetra  plus  profondeinent 
que  personne  avant  "lui  dans  la  connaissance  de  ce  monde 
d'une  merveilleuse  beaute  et  d  une  ininiitable  precision 
qu'est  rinterieur  de  Tatonie.  Ayant  trouve  au  cours  de  l'ete 
un  peu  de  repos  ä  \A  aldkirch,  pres  du  lac  de  Constance,  il 
se  decida  ä  retourner  dans  les  centres  de  travail  intellectuel 
en  Allemagne,  pensant  y  retrouver  le  temps  heureux  de 
(icEttingue.  II  passa  Thiver  11)07-1908  ä  Tubingue,  oü  il 
trouva,  avec  laniitie  de  F.  Paschen,  l'occasion  d'un  echange 
de  vues  des  plus  teconds.  Lui  soumettant  ses  idees  tbeo- 
riques  sur  les  spcctres,  il  recevait  la  piinieur  de  mesures 
qui  apportaient  a  sa  tbeorie  de  nombreuses  et  eclatantes 
confirniations. 

En  1908,  il  emigra  vers  Goettingue  oü  Tattiraient  tant  de 
Souvenirs.  II  eut  la  joie  de  s'y  sentir  compris  par  ceux  qui 
avaient  ete  ses  nnaitres  et  de  prendre  nettement  conscience  de 
sacelebrite  naissante.  L'etat  precaire  de  sa  sante  lui  valut  de 
connaitre  plus  conipletement  les  amities  qu'il  avait  su  ins- 
pirer.  II  eut  aussi  la  satisfaction  d'achever  la  plupart  des  tra- 
vauxconrimences,  notamment  son  beau  travail  surle  probleme 
classique  des  plaques  vibrantes.  M.  Henri  Poincare,  lors  de 
son  passage  ä  Goettingue,  demanda  ä  le  voir  et  lui  annonga, 
en  le  felicilant,  1  inlenlion  qu'avait  TAcademie  des  Sciences 
de  lui  decerner  un  prix  en  reconipense  de  ses  travaux.  Le 
prix  Lecomte  lui  a  ete  attribue  apres  sa  mort.  Son  habi- 
litation  comme  privat-docent  k  FLniversite  fut  son  dernier 


succes.  II  elail  fier  cretre  adople  pliilol  (|iie  juge  par  uii  Jury 
coinprenant  Hubert,  le  regrette  Minkowski,  Voigt  et  Hiinge. 
Son  electrodynainique  est  restee  inachevee.  Au  cours  de  sa 
derniere  maladie,  l'idee  de  la  tachc  a  accomplir  subsiste  et  le 
soutient  juscjirä  la  lin.  Le  jour  meine  de  sa  niort,  il  dit  a 
la  sffiur  qui  le  veille  :  «  Soignez moi  bien,  nia  soeur,  il  est 
si  necessaire  que  je  vive  encore  quelques  annees  pour  la 
Science  ». 


Rilz  a  eu  le  scns  tres  net  de  riinpoilance  relative  des  pro- 
bleincs.  il  a  vii  (pie  Fextreme  precisioü  des  laies  spectrales 
l'ail  de  leur  ('lüde  ruii  des  nioyeus  crexploiation  les  plus 
puissants  des  proprietes  cachees  de  la  matiere.  Dans  sa  these 
il  aborde  cette  etude  par  la  seule  voie  oii  eile  pacaissait  alors 
accessible,  par  l'analogie  supposee  avec  les  vibrations  elas- 
tiques.  Cette  tentative,  malgre  toule  1  ingeniosite  niise  a  son 
Service,  n'a  (ju'un  succes  rclalif:  eile  couduit  ä  des  tonuules 
uieilleures  que  Celles  de  ses  predecesseurs,  a  nouibre  ('-gal 
de  coustantes.  Mais  il  sest  rendu  coinpte  cpTil  est  inipos- 
sible  de  croire  a  la  realite  pliysique  des  lois  de  Force  conipli- 
queesqu'il  avait  iinagineeset  de  la  necessite  de  les  remplacer 
par  aulre  cliose  :  le  j)r()bleine  etait  post'  (laus  son  esprit. 
II  avait  ete  viveinent  Trappe  suitoul  du  vice  capilal  de  toutes 
les  Solutions  faisant  appel  aux  vibrations  elastiques  qui  fönt 
intervenir  —  lord  Uayleigli  y  avait  deja  insiste  —  le  carre 
de  la  frequence  alors  que  les  lois  experimentales  s'exprinient 
au  nioyen  de  la  preiniere  puissance.  Ce  n'est  que  cinq 
ans  plus  lard,  ä  iNice,  (pi'il  entrevit  pour  la  premiere  fois 
Tune  des  parties  essentielles  de  la  Solution  :  la  frecjuence  du 
inouvenient  periodique  d'un  electron  lance  dans  un  cbainp 
magnetique  s'exprinie  par  la  premiere  puissance  du  cbamp. 


XII 


II  restait,  pour  achever  la  conslniclion  criin  mecanisine  doii- 
nant  les  raies  de  Thydrogene,  ä  obtenir  des  champs  iiiagne- 
tiques  eclielonnes  suivant  les  inverses  des  carres  des  noiribres 
entiers.  La  preniiere  Solution  qu'il  donna  alors  etait  loj^ique- 
liienl  admissible  mais  tres  improhable.  (Quelques  iiiois  apres 
il  la  remplacait  par  une  autre  d'une  seduisante  simplicile  :  le 
champ  est  obtenu  au  inoven  d'elemenls  rectilifj;nes,  juxla- 
poses  bout  ä  bout,  tous  de  la  meme  loiigueur,  et  dont  une 
partie  possede  des  pöles  mai^netiques  de  meine  grandeur, 
tandis  que  les  autres  sont  k  l'etat  neutre.  11  montia  plus 
tard  comment  son  modele  electromagnetique  peut,  au 
moyen  de  moditications  peu  iniportantes,  representer  les 
seiies  des  metaux  alcalins.  II  faut  ä  cet  eilet  faire  quelques 
bypotheses  accessoires  qui  reviennent  ä  ajouter  un  trait  nou- 
veau  ä  Timage  de  la  Constitution  intime  de  Tatome.  II  ne 
considerait  pas  cette  derniere  partie  de  son  travail  comme 
achevee.  Voici  ce  qu'il  dit  dans  une  lettre  : 

«  Tübingen,  i*"'  fevr.  [908. 

»  Je  viens  d'envoyer  aux  Annalen  mon  Memoire  sur  les 
spectres  et  les  cliamps  atomiques.  Ce  n'est  pas  que  je  sois 
satistait,  loin  delä;  mais  apres  divers  essais  pour  decouvrir  de 
nouvelles  relations  numeriques,  je  n'ai  pu  que  constater  que 
mon  ancienne  formule  est  toujours  ce  qu'il  v  a  de  mieux  ;  il 
faudra  des  hypotbeses  detaillees  sur  la  structure  des  atomes 
pour  aller  plus  loin,  et  le  coura:veet  les  forcesm'ont  trahi.  Le 
Probleme  peut  d'ailleurs  fort  bien  ne  pas  etre  mür  ä  Theure 
qu'il  est.  » 

Dans  le  Memoire  en  question  il  donne  aussi,  au  moyen 
du  meme  mecanisme,  une  nouvelle  tbeorie  du  pbenomene 


de  Zeeinan.  H.-A.  Lorentz  a  explique  le  premier  la  decoin- 
positioM  magnetique  eii  triplet  par  le  mouvement  d'un 
electroii  soumis  ä  des  forces  quasi-elastiqiies,  mais  on  sait  les 
difficulles  rencontrees  ä  etendre  ceLte  tlieorie  auv  raies  k 
decoiuposition  iniilliple.  La  theorie  electromagnetique  de 
Ritz  les  surmonte  sans  peine. 

«  Mon  iiivestigatioii  sur  le  plienoinene  de  Zeenian  se 
resuine  eil  ceci  :  toiil  moiiveiiieiiL  peri()di(|ue  de  la  molecule 
(exemples:  toiipie,  peiidiile,  etc.)  decoinpose  une  raie  nee 
d'tiii  champ  atomiquc  (le  theoreme  ne  s'applique  pas  ä  une 
force  elastique,  cornnie  la  veut  Loreiitzj  en  un  certain 
nombre  de  composaiiLes  ayaiiL  les  polarisalions  que  vous 
savez,  et  des  lapports  rationneb  entre  les  distances.  I^a  dis- 
taiice  inaxirmim  ohservee  poiir  im   triplet  conespond,  dans 

mon  Systeme,  a—  ^  valeiir  ratliodiiiue;  la  valeurcatliodiciue 

n'est  jamais  de|)assee.  Cliez  Lorentz  les  niemes  faits  s'enoneent 
en  disant  qu'il  y  a  des  triplets  iiiferieurs  et  siiperieui's  a  cette 
valeur,  mais  que  la  valeiir  liiiiilc  est  le  double  de   la  valeur 

cathodique  de  —  ,  (le  passage  du  simple  au  double  de  —  ,  dans 

l'interpretation  des  experiences  faites  juscjuici,  est  caiacte- 
ristique  de  Thypotbese  dun  cbamp  atomique  et  l'enonceque 

tire   des   experiences    iiia    tlieorie  (  ^  — catbod.  ]  nie  semble 

preferable  ä  celui  de  Lorentz  (  j:  2  —  catbod.  ) 

»  J'obtiens  avec  facilite  les  triplets  et  quadrupletsinverses, 
et  les  decompositions  en  i,j  iigiies,  recemment  observees, 
sollt  pour  moi  un  jeu.  .le  simplifie  la  loi  des  rapports 
rationnels,  la  forme  de  ma  tbeorie  n'intioduisanl  que  les 
entiers  o,  1,  2,  >,  paifois  4:  tandis  que  Runge  nionte 
jusqu'ä   21.    » 


II  reussit,  eiifin,  ä  donner  une  porLee  eiicore  plus  grande  k 
ses  idees  sur  Torigine  des  spectres  en  series  en  y  raltachant 
une  remarquable  loi  de  combinaison  entre  les  formules  des 
diverses  series  d'un  meine  corps,  dounant  des  series  nouvelles 
Sans  l'ernploi  d'aucune  constaute  nouvelle,  II  appliqua  cette 
melhode,  daus  le  Memoire  :  Leber  ein  neues  Gesetz  der 
Serienspektren,  ä  riiydrogeue,  aux  metaux  alcalins  et 
alcalino-terreux,  au  cuivre  et  ä  l'helium  et  trouva  dans  les 
spectres  de  ces  corps  une  riche  moisson  de  contitinations.  Les 
nouvelles  raies  non  seiiees  recemujent  decouvertes  par 
Lenard  dans  les  metaux  alcalins,  entre  aulres,  vinrent  se 
placer  dans  les  nouvelles  series  ainsi  calculees. 

D'apres  quelques  notes  trouvees  dans  ses  papieis,  nous 
avons  aussi  n'conslitue  une  cbauciie  de  theorie  des  spectres 
de  bandes,  fondec  sur  Temploi  d'un  mecanisme  ayant  uue 
proche  parente  avec  celui  des  spectres  en  series.  Nous  v 
avons  ajoute  une  discussion  sur  la  structure  des  bandes 
suggeree  par  quelques  notes  de  Ritz  et  des  souvenirs  de 
conversations. 

II  s'etait  propose,  des  rachevenient  de  sa  tbese,  de  faire 
lui-nieme  des  mesures  spectroscopiques.  G'est  ainsi  quil  a 
(ite  amene  ä  etudier  les  plaques  au  collodion  d  Abnev,  sen- 
sibles ä  Tinfra-rouge,  que  personne  navnil  su  leproduire. 
Apres  de  nombreux  tatonnements,  il  a  reussi  a  delerminer 
les  conditions  de  succes  de  cette  experience,  puis,  avec  des 
plaques  ä  la  i;<''latine,  ä  depasser  la  liinite  de  sensibilite 
atteinte  par  Abney.  La  Note  publice  par  Kitz  aux  Comptes 
Rendus  de  i' Acadeinie^  qui  ne  contient  que  des  indications 
sommaires  sur  ce  procede,  ne  permet  pas  de  le  realiser. 
Nous  avons  pu,  avec  Taide  de  M.  A.  Cotton,  extraire  de  ses 
cahiers  de  laboraloire  une  description  couqjlete  de  la  methode 
de  preparatiou  (jul  lui  a  donne  ce  resultal  remarquable. 
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A  la  these  de  doctorat  se  rattache  aussi  iin  deuxieme 
groupe  de  Iravaux  sur  les  methodes  de  calcul  des  problemes 
dependant  des  equations  aux  derivees  partielles.  M.  Henii 
Poincare  a  bien  voulu  nous  donner  Tappreciation  suivante 
de  la  portee  mathematique  de  cette  a3uvre  : 

«  Les  problemes  de  Physique  mathematique  seramenenl 
presque  tous  ä  uii  type  commun.  C'est  lemerite  deFredJiolni 
d'avoir  trouve  urie  methode  ^i^enerale  et  rigoureuse  qui  Leur 
est  applicable  ä  tous.  Elle  consiste  en  dernieve  analysc  ä 
traiter  les  equations  integrales  et  differentielles  liiieaires 
comme  un  Systeme  d'une  infinite  d' equations  du  premicr 
degre  ä  une  infinite  d'inconnues.  La  Solution  se  presente 
ainsi  comnie  le  quotient  de  deux  expressions  analogues  ä 
des  determinants . 

»  Ces  determinants  se  prcsentent  eux-menies  sous  la 
forme  de  series ;  le  premier  terme  de  ckacune  de  ces 
series  est  une  integrale  simple,  le  second  une  integrale 
double  et  ainsi  de  suite.  Bien  que  les  series  soient  extre- 
mement  convergentes,  bien  que  la  loi  de  formation  des 
termes  soit  elegante  et  simple^  il  en  resulte  pour  le  calcul 
numerique  des  difficultes  presque  insurmonlables .  Aussi  la 
methode  de  Fredholm,  excellente  pour  demontrer  rigou- 
reusement  la  possibiiite  du  probleme,  ce  qui  etait  consi- 
dere  naguere  encore  comme  extremem,ent  difjicile,  excel- 
lente peut-etre  aussi  pour  decouvrir  certaines  proprietes 
analytiques  de  la  Solution,  quoique  ä  cet  dgardelle  n'ait 
pas  encore fait  ses  preuves,  na  pas  encore  ete  employee 
pour  le  calcul  numerique  et  ne  parait  pas  devoir  Vetre 
sous  sa  forme  actuelle. 

R.  b 
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»  La  melliodc  de  Ritz  se  prele  mieux  au  caicul  numc- 
rique.  Elle  consiste  ä  represenler  la  Solution  comme  une 
somme  de  termes  d'urie  forme  donnee  affcctes  de  coeffi- 
cients  indetermines  et  ä  determiner  ces  cnejjicients  par  la 
methode  des  moindres  aar  res. 

»  C'est  une  nielhode  d' Ingenieur ;  seulenient  Ritz  est 
parvenu  dans  deux  cas^  celui  du  problenie  de  Dirichlet  et 
celui  de  l' elasticite ,  ä  montrer  d'une  faQon  tout  ä  fait 
rigoureuse  qu'en  prenant  un  nonihre  sußisaniment  grand 
de  termes,  on  peut  approcher  autant  qu'on  le  veut  de  la 
Solution  exacle.  II  a  montre  aussi  quelles  etaient  les  pro- 
prietes  analytiques  essentielles  de  cette  Solution,  telles 
qu^elles  etaient  de  ja  connues  par  la  methode  de  Fiedholm. 

»  Les  menies  procedes  de  demonstration  seraient-iLs 
applicables  ä  tous  les problemes  analogues  et,  par  exemple^ 
aux  problemes  de  Fourier  ?  Ritz  le  croyait,  je  le  crois 
aussi,  mais  le  temps  lui  a  manque  pour  le  i'crißer.   » 

Les  trois  Meinoires  contenant  celte  iiouvelle  methode  et 
les  resaltats  qu'elle  a  donnes  sont :  Tcxpose  general  paru  au 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  et  pre- 
sente  plus  tard  comme  these  d'habilitation,  le  Memoire 
lieber  eine  neue  Methode  zur  Lösun<j^  ^-ewisser  Randwert- 
aufgaben  presente  le  i6  mal  1908  ä  la  Societe  Royale  des 
Sciences  de  Goettinguc  et  le  Memoire,  ecrit  en  janvier 
1909,  sur  la  theorie  des  vibrations  d'une  plaque  carree  ä 
bords  libres,  publie  aux  Annalen  der  Physik.  II  ecrivait  au 
cours  de  Texecution  de  ce  dernier  travail : 

c(  Goettingue,  i5  decembre  1908. 

«  La  theorie  des  ligures  de  Chladni  va  etre  pour  ma  me- 
thode une  bonne  occasion  de  montrer  ses  qualites.  Je  trouve 


un  rcsultat  remarquableinent  simple:  soit  f/,„(x')  la  defor- 
mation  d'iine  verge  vibrante  a  extremites  librcs  (m'*'"'^  har- 
monique),  de  meme  longueur  qiie  le  cote  de  la  plaque  carree 
vibrante;  eh  bien !  toutes  ies  vibrations  de  celle-ci  sont,  a 
quelques  pour  cent  pres,  donnees  par  Ies  cxpressions  : 

(x,  y  paralleles  aux  cotcs  du  carre).  J'ai  calcule  pour 
m  =  o,  I,  2;  /i=i,  2 —  Ies  approximations  superieures  ä 
j^  pres,  cela  concorde  tres  bien  avec  Ies  experiences  Ies 
plus  precises  ;  et  je  donnerai  pour  la  premiere  fois,  la  scrie 
des  figures  exaetes  de  Chladni  jusqu'au  3o'''™^  harmonique  ! ! 
Cela  m'a  fatigue,  mais  il  n'y  a  aueun  rapport  entre  la  fatigue 
et  la  celebrite  de  ce  probleme  reste  insoluble  malgre  tant 
d'efTorts.  » 

Le  troisieme  groupe  des  travaux  de  Ritz  a  pour  objet  la 
plus  importante  question,  peut-etre,  de  la  Phvsique  actuelle  : 
Ies  lois  de  TElectrodynarnique  generale  et  de  l'Optique.  II 
s'etait  propose  d'ecrire  d'abord  une  etude  eritique  montrant 
Tinsuffisance  des  theories  anterieures  et  de  faire  ensuite  la 
Synthese  d'une  electrodynamique  nouvelle  comprenant  Fop- 
tique.  La  partie  eritique  seule  est  achevee.  C'est  eile  qui  fait 
l'objet  principal  de  rimportant  Memoire  public  en  fevrier 
1908  aux  yl finales  de  Chimie  et  de  Pliysique  qui  contienten 
outre,  ä  titre  d'acheminement  vers  la  synthese,  la  delimi- 
tation  de  l'ensemble  des  lois  elementaires  possibles  pour 
l'aetion  mutuelle  de  deux  electrons.  II  a  donne  un  expose  plus 
condense  de  sa  pensee  aux  Archives  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  et  dans  deux  articles  de  Philosophie  scienti- 
fique  :  Du  Röle  de  l'Ether  en  Physique  et  La  Gravitation 
publies  dans   la  revue  :  Scientia.   Dans  le  premier  de   ces 


articles  il  montre  l'impossibilite  de  conserver  le  concept 
ether  malgre  les  Services  qu'il  a  rendus.  Mais  la  voie  dans 
laquelle  il  s'est  engage  est  toute  differente  de  celle  qu'ont 
suivie  Lorentz  et  Einstein.  11  remarque  que  la  Mecanique 
classique  satisfait  au  principe  de  relalivile  et  que  la  theorie 
de  Temission  fondee  sur  eile  est,  en  consequence,  conforme  ä 
ce  principe.  Attribuant  les  phenomenes  eleclriques  et  lumi- 
neux  ä  une  energie  projetee  par  Telectron  avec  la  vitesse  de 
la  lumiere  il  peut  conserver  Tuniversalite  du  temps,  le 
Parallelogramme  des  vitesses,  le  solide  invariable  auxquels 
ont  renonce  les  electrodynamiques  rivales.  Dans  sa  theorie, 
l'action  elementaire  entre  deux  electrons,  par  un  retour 
imprevu  au  point  de  vue  newtonien  et  ä  celui  de  W.  Weber, 
ne  depend  que  de  la  distance,  des  vitesses  relatives  et  des 
accelerations.  Ritz  conserve  la  constance  de  la  masse,  ren- 
dant  les  Forces  infinies  pour  la  vitesse  limite.  Ce  sont  lä  de 
tres  grands  avantages.  Ils  sont  lies  au  postulat  de  la  commu- 
nication  de  Theure  par  le  transport  dliorloges  et  non  au 
moyen  de  signaux  electromagnetiques.  Cette  conception  des 
choses  est-elle  reellement  feconde?  II  n'a  pu  en  fournir  la 
preuve,  mais  il  avait  la  ferme  conviction  qu'il  y  reussirait. 
II  Texprimait  dans  les  lettres  dont  nous  donnons  ici  des 
extraits ;  elles  contiennent  aussi  des  indications  sur  la 
maniere  dont  il  entrevoyait  le  developpement  ulterieur  de  sa 
theorie  : 

«  Waldkirch,  19  aoüt  07. 

«  L'etude  attentive  de  l'optique  m'a  montre  que  mes  hypo- 
theses  etaient  insuflisantes  pour  cerlains  phenomenes  tels 
que  Tentrainement  des  ondes  (de  Fizeau) ;  au  lieu  de  laisser 
mon  «  emission  »  filer  tout  droit  ä  travers  les  corps,  modi- 
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fiant  leur  mouvement  s'ils  sont  electrises,  raais  n'etant  pas 
modifiee  elle-meme,  je  vois  qu'il  y  a  action  et  reaction ;  la 
partie  de  reiiiission  qui  frappe  un  electron  i-ediverge  en  nou- 
velle  onde  ä  partir  de  ce  centre.  J'ontrevois  encore  beaucoup 
d'autres  choses,  et  en  somnie  une  belle  theorie  physiqiie. 
Mais  mon  travail  eritique  ne  rentre  pas  dans  ce  cadre,  et 
d'ailleurs  je  ne  peux  le  laisser  dorniir  indefiniment.  Je  nie 
suis  dit  que  ce  sont  lä  deux  choses  ditTerentes  et  me  suis 
decide  ä  publier  ma  eritique  —  d'abord  toute  negative  —  de 
la  theorie  de  Lorentz,  d'introduire  Thypothese  de  l'emission 
seulement  dans  le  but  de  pouvoir  ajouter  la  partie  positive 
de  ma  eritique  (qui  est  Texpression  matheniatique  la  plus 
generale  pour  Taction  elementaire  de  deux  electrons,  ren- 
dant  compte  de  toutes  ies  experiences  electrodynamiques  y 
compris  celles  de  Hertz) ;  j'indique  seulement  Ies  lignes  gene- 
rales  de  la  theorie  physique  teile  que  je  la  congois  ;  et  me 
borne  ä  une  recherche  mathematique  eritique,  dont  lesresul- 
tats  sont  le  complement  indispensable  de  la  eritique  nega- 
tive, et  qui  sont  meme  assez  curieux,  eux  aussi.  » 

«  Waldkirch,  17  Sept.  1907. 

«...  Wenn  ich  kann,  sende  ich  Dir  die  Gorrecturbogen 
meiner  kritischen  Arbeit.  Doch  erwarte  ich  höchstens,  dass 
Du  zugeben  wirst  nach  Leetüre:  Die  Elektrodynamik  ist 
noch  ganz  im  Argen,  der  Aether  ist  aufzugeben  und  das 
Emissionsbild  wieder  aufzunehmen.  Du  wirst  sehen,  dass  ich 
demselben  noch  nicht  seine  definitive  Fassung  gegeben  habe ; 
so  wie  ich  es  im  Kopfe  habe  ist  es  viel  einfacher  und  befrie- 
digender, dank  der  Aufgabe  des  Superpositionspruicipes. 
Aber  dieses  habe  ich  in  meiner  kritischen  Arbeit  nicht  auf- 
geben wollen  und  es  war  mir  wichtig  zu  untersuchen,  wie  sich 
die  Dinge  mit  und  ohne  dieses  wichtige  Prinzip  ausnehmen.  » 
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«   Goettingue,  lundi  de  Pentecöte  1908. 

«  Je  vais  maintenant  revenir  ä  Foptique  des  corps  en  inou- 
vemenl,  mais  sans  enthousiasme,  par  acquit  de  conscience. 
Je  ne  saurais  douter,  en  effet,  qu'on  ne  viendra  ä  mes  idees, 
quelle  que  soit  la  perfection  que  je  leur  donne,  qu'extreme- 
ment  a  contre-cö?ur  :  une  conversation  avec  X  apres  beau- 
coup  d'aulres  conversations,  m'en  a  persuade.  Personne  ne 
parvient  ä  me  faire  une  objection  valable,  etj'ai  fait  laire  X 
lui-meme.  Ca  n'y  fait  rien,  on  Irouvo  mes  idees  «  scheuss- 
lich  ».  Pourtant,  j'ai  trouve  en  dehors  du  crilerium  relatif  ä 
rinfluence  d'un  ainiant  ferme  sur  un  rayon  ß  (')  que  vous 
connaissez,  un  autre  criterium  realisable  au  nioyen  des  puis- 
santes  installations  de  la  telegraphie  sans  fils.  C'est  laction 
d'une  antenne  verticale,  rectiligne,  sur  du  fer  ou  sur  un  tube 
de  Braun.  Si  le  resultat  est  negatif,  conime  cela  est  possible, 
c'est  l'enterrement  de  la  theorie  de  Max^vell.  Si  non,  il 
faudra  voir  le  detail  :  les  choses  pourraient  se  passer  comme 
le  veut  Lorentz,  sans  que,  au  reste,  ses  equations  soient 
justes.  En  tous  cas  le  resultat  serait  interessant.  » 

((   Göttingen  17.  XII.  08. 

«  Die  «  Scheusal-Tlieorie  »  in  den  Annales  de  Chimie  et 
de  Physique  ist  nicht  ^Yahre  Theorie,  sondern  nur  Gegen- 
beispiel. An  der  wahren  Theorie,  die  unter  grössten  Schwie- 
ri2:keiten  lans^sam  wächst,  wirst  Du  kaum  etwas  auszusetzen 
haben,  gesetzt  ich  erlebe  ihre  Vollendung.   » 


C'j   Deviation  ou  absence  de  Heviation  des  layons  3  par  un  aimant  ferme 
ou  un  solenoide  ferme,  dans  les  diverses  positions  relatives. 
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Nous  avons  ajoute  aux  travaux  sur  rElectrodynamique  le 
discours  d'habilitation  qu'il  a  prononce  le  5  inars  1909 
dans  sa  legon  inaugurale.  II  n'a  pu  niettre  la  derniere  main  ä 
cet  expose  qu'il  avait  Tintention  de  publier  et  nous  avons  du 
le  reconstituer  d'apres  des  brouillons.  II  n'a  sans  doute  pas  la 
perfection  de  forme  qu'il  aurait  su  lui  donner,  et  tout  ce 
qu'il  contient  d'essentiel  est  dejä  enonce  dans  ses  autres  tra- 
vaux. Mais  nous  avons  cru  devoir  le  conserver,  ne  serait-ce 
que  comme  resume  en  langue  allemande  d'une  partie  de  son 
a3uvre  ecrite  entierement  en  frangais. 


11  avait,  sur  d\»uti'es  questions  cncore  que  Celles  qui  sont 
traitees  dans  ses  ecrits,  des  idees  neuves  et  sans  doute 
fecondes  dont  il  avait  parle  ä  ses  amis.  11  etait  convaincu 
entre  autres  que  les  problemes  de  la  Mecanique  statistique 
ne  sont  si  difliciles  que  parce  que  les  veritables  inelhodes  de 
caicul  restent  encore  ä  trouver,  et  il  senible,  d'apres  une  de 
ses  lettres,  que  pendant  Thiver  passe  ä  St.  Blasien  il  se  soit 
occupe  de  ces  queslions  avec  un  commencement  de  succcs  : 

«   einen  \veiti;ehenden  Ansatz   gefunden,  ganz  neuer 

Art  (eine  noch  nicht  dagewesene  Methode  in  der  kinetischen 
Theorie  der  Materie),  durch  die  ich  den  Satz  beweisen  werde, 
dass  die  irreversiblen  Erscheinungen  wie  Wärnieleitung, 
Reibung  etc.,  auf  einem  gewissen  Grundgesetz  beruhen,  und 
dass  dieses  aus  der  Elektronentheorie,  combinirt  mit  der 
gewöhnlichen  kinetischen  Theorie  sich  beweisen  lässt,  ganz 
streng...   » 

Les  idees  auxquellesil  fait  allusiondans  cette  lettre  etaient- 
elles  encore  les  siennes  quelques  annees  plus  tard?  II  est 
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difficile  de  s'en  rendre  coinpte  et  les  recherches  attentives 
faites  dans  ses  papiers  n'ont  rien  donne  ä  cetegard.  II  nous  a 
paru  cependant  que  cette  indication  meritait  d'etre  conservee, 
comme  aussi  les  extraits  de  lettres  que  nous  donnons  plus 
loin  et  dans  lesquelles  il  exprime  son  intention  de  reviser  la 
theorie  de  la  polarisation  rotatoiie  et  de  l'absorption.  Jusqu'ä 
ses  derniers  jours  il  n'avait  pas  renonce  k  mettre  ce  projet  ä 
execution. 


C'est  donner  une  image  bien  incomplete  de  la  richesse  de 
sa  nature  que  de  ne  parier  que  de  ses  travaux  scientifiques. 
II  avait  un  sentiment  artistique  tres  affine,  une  vive  compre- 
hension  de  la  peinlure,  il  aimait  la  musique  dont  les  chefs- 
d'oeuvre  avaient  dans  son  ame  sensible  une  repercussion  pro- 
fonde.  II  faudrait  dire  aussi  raffection  qu'il  avait  pour  ses 
amis  et  pour  sa  famille  ä  qui  son  jugement  si  sür  en  toute 
circonstance  etait  devenu  indispensable.  II  faudrait apprecier 
sa  parfaite  independance  d'esprit,  enneniie  des  idees  regues, 
Tattrait  de  sa  conversation  pleine  d'apergus  pittoresques  et  ä 
laquelle  le  souci  de  Fexpression  juste  donnait  parfois  comme 
une  nuance  d'hesitation  qui  etait  un  cliarme  de  plus. 

Mais  sachant  qu'il  eüt  prefere  le  silence  ä  toute  manifes- 
tation  un  peu  excessive,  nous  eviterons  d'ecrire  ce  qui 
n'aurait  pas  manque  d'eveiller  son  ironique  et  malicieux 
sourire. 

Pierre  Weiss. 
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I. 

ZUR 

THEORIE  DEU  SERIENSPEKTllEN. 


Inaugural-Disserlation  zui"  I'>lanf;iinj;  der  Doktorwürde,  vorgelegt 
der  Holten  F'liilosophisclien  Fakiillät  der  Georg-Augusls-Uni- 
versität  zu  G(itlin£en. 


EINLEITUNG. 


Die  merkwürdigen  Gesetze,  die  von  Halmer  ('),  Rajser  und 
Runge,  und  Rjdberg  in  vielen  Linienspektren  entdeckt  worden 
sind,  zeigen  bekanntlich,  dass  die  Eigenschwingungen  des  Lichl- 
erregers  einen  durchaus  anderen  Typus  besitzen  als  die  uns  aus 
der  Elektrodynamik,  Elastizitätslheorie  und  Hydrodynamik  be- 
kannten Fälle  von  Eigenschwingungen.  Während  in  letzteren  die 
Schwingungszahlen  v,  als  Funktionen  willkürlicher  ganzer  Zahlen 
dargestellt,  für  grosse  Werte  dieser  Zahlen  arithmetische  Progres- 
sionen bilden,  welches  auch  immer  die  Gestalt  der  schwingenden 
Körper  sei,  und  somit  niemals  zwischen  zwei  endlichen  Werten 

(')  J.-J.  Bai.mer,    IVied.  Ann.,  t.  XXV,  i885,  p.  80. 

H.  1 


1  CELVHES    Di:    WAI.TIIKR    KITZ. 

von  V  unendlich  viele  Eiyentiine  liefen,  so  findet  "eaaii  das 
Gegenteil  für  die  den  Serienspektren  (und  wie  es  scheint,  auch  den 
Bandenspektien)  entsprechenden  schwingenden  Systeme  slalt. 

So  ist  das  Wasserstoftspeklrum  l)ekanntlich  mit  ausserordent- 
licher Genauigkeit  darstellbar  durch  die  Halmersche  Foruiel.  die 
man  schreiben  kann 


wo  A  der  Reihe  nach  die  auf  \  akuum  reduzierten  Wellenlängen 
der-  W  asserslofllinien  in  Angstriuneinheiten  (io"'*cm)  bedeutet, 
wenn  />/  =  3,  ^,^  ...  ^3  gesetzt  wird  (  '  ).  Mit  unendlich  wachsen- 
dem m  nähern  sich  die  i /).  immer  wachsend  einer  endlichen 
Grenze,  in  eieren  xNähe  unendlich  \iele  Spektrallinien  sich  häufen. 

Dabei  ist  die  Genauigkeit,  mit  weh  her  sich  diese  Formel  an  die 
Erfahrung  anschliesst,  eine  so  ausserordentliche,  und  die  Feinheil 
der  Messungen  so  gross,  dass  nur  wenige  physikalische  Gesetze 
in  dieser  Hinsicht  mit  jener  Formel  vergleichbar  sind.  Beim  Ver- 
such sie  theoretisch  zu  begrüuden  wird  man  somit  zunächst  von 
der  A  oraussetzung  ihrer  absoluten  Genauigkeit  ausgehen  dürfen. 

Die  ganz  ähnlichen  (lesetze  anderer  Linienspeklren  sind  weiter 
unten  ziisammengeslelll.  Auch  sie  zeigen  stets  eine  Häufungsstelle 
der  Schwingungszahlen  im  Endlichen. 

Dass  eine  solche  Häufun^sstelle  auf  (irund  der  bekannten  Dit- 


ferentialgleichung 


()-  o  ^  1  ü-  •:,         ()'-  ■:. 


\dx'-         üy-         öz-  j 


die  für  alle  Schwingungsprobleme  der  i"21astiziläts-  und  Elektri- 
zitätstheorie  massgebend  ist,  nie  eintreten  kann,  ist  bekannt.  Für 
festgehaltene  Begrenzung  ist  der  strenge  Beweis  von  Herrn 
Poincare  (-)  erbracht  worden.  Zwar  krmnen  bei  geeignet  gewühl- 
ten Bedingungen  mehrere  Eigenschwingungen  sehr  nahe  zusam- 
menfallen, doch  ist  ihre  Zahl  stets  endlich,   und  sie  weisen  auch 


(';   Nälieres    vi;l.  II.   Kaysku.    Handbuch    der    Spektroskopie.    II.    Aufl.,    t.   II, 
1902,  p.  bo!\. 
(-)  H.  Poixc.vRK,  ftendic.  del  circ.  inat.  di  Palermo^  t.  \  III.  189^.  p.  37. 


I.    —    ZL'R    TlUiORIE    DER    SKRIKNSPKKTREN.  3 

nicill   nniiälierml    die   von    der    l?;dinersclien    Forintd    «eforderle 
Gesetzmässigkeit  auf. 

Danach  srheint  die  Anlehnuni;  an  die  geläufigsten  Hypotlieseu- 
hildungen  der  Plivsik  sehr  erschwert.  Bedenkt  man  noch,  dass 
der  Schluss  aus  den  Schwingungszalden  eines  zur  Zeit  uns  noch 
iranz  unhekannlen  Systems  auf  die  Gesetze  seiner  Bewecunir  kein 
eindeuliger  Ist.  so  wird  man  die  Aufgabe  der  Theorie  so  stelh-n 
dürfen  : 

Unter  uKiglichster  Anlehnung  an  Mechanik  oder  Kleklrodyna- 
mik  sollen  physikalisch  anschauliche,  mathe'matische  Operationen 
angegeben  werden,  deren  Interpretation  durch  die  Schwingungen 
eines  geeigneten  u  Modells  »  für  diese  auf  die  Gesetze  dei"  Serien- 
spektren führen;  sie  soll  gestatlen,  die  empirischen  l'ormeln  zu 
\erbessern,  unter  einheillichen  ( lesichlspiinki  zu  ordnen  und  neue 
( leselze  aufzudecken. 

In  diesem  Sinn  der  l'Vageslellung  holle  Icdi  die  \ufgabe  im 
folgenden  gehist  zu  haben.  JNach  einer  Uebersicht  des  vorliegenden 
empirischen  Materials  und  der  bisherigen  theoretischen  ^  ersuche 
werden  zunächst  aus  einem  geeigneten,  mtiglichsl  einfachen  An- 
salz  für  die  |»olentleile  liinergie  eines  zweidimensionalen  Kon- 
linuums  (es  sind  hernw  irkungen  angenommen)  die  Bewegungs- 
glelehungen  desselben  auf  (irund  des  l*iii)zips  der  kleinsten 
Aktion  abgelellel.  Es  ergeben  sich  eine  Hauptgleichung  und  ge- 
wisse Randbedingungen:  die  Liisunii  dieser  Gleichunoen  zeiül. 
dass  die  Gesamtheit  der  Eigenschwingungen  des  Systems  das 
Wassers tolVspektr um  darstellt. 

\uf  die  S|)eklreii  anderer  Elemente  wird  man  geführt,  wenn 
man  die  Hauptglelchiing  der  Bewegung  und  die  Gestalt  des  Sy- 
stems ungeänderl  lässt  und  nur  die  Bandbedingungen  variiert. 
Diene  Annahme  führt  nanilich  zu  Formeln^  die  bei  geringerer 
Anzahl  der  verfügbaren  Konstanten  eine  besonders  im  roten 
Teil  des  Spektrums  ivesenllich  höhe/e  Annäherung  an  die 
Erfahrung  darstellen  als  bisher  erreieht  war.  Auch  ergel)en 
sich  Beziehungen  zwischen  verschiedenen  Serien,  die  zum  Teil  von 
Rydberg  wegen  der  Unyollkommenheit  seiner  Formel  nur  ver- 
mutet werden  konnten.  Der  sogenannten  zweiten  Konstante  der 
Formeln  von  Kayser  und  Runge,  die  von  Element  zu  Element 
auffallend  wenig  veränderlich  sich  zeigte,   entspricht  in  Aew  neuen 
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Formeln  eine  exakt  universelle  Grösse^  etc.  Da  somit  die  ge- 
inachteri  \  oraussetzungen  mehr  als  bloss  formale  Bedeutung  zu 
haben  scheinen,  wurde  schliesslich  der  ^  ersuch  gemacht,  durch 
geeignete  Hülfshjpothesen  die  Ausstrahlungsfähigkeil  der 
Obertöne  des  Systems  zu  erzielen. 

Auf  Bandenspektren  findet  die  Theorie  keine  \n\vendung. 

Die  empirischen  Gesetze. 

Mit  A  wird  im  folgenden  stets  die  Wellenlänge  in  Luft  nach 
Rowlands  Skala  und  in  Angströmeinheiten  bezeichnet:  mit  v  die 
Wellenzahl^  d.  h.  die  Anzahl  Wellenlängen,  die  im  A  akuum 
auf  I  cm  fallen;  abgesehen  von  der  Luftbrechung  ist  v=:  io'*Ä~'  ; 
V  ist  der  Anzahl  Schwingungen  pro  Sekunde  proportional.  Endlicii 
sei  N  der  Roefhzient  der  Balmerschen  Formel,  aus  Piowlands 
Messungen  für  Hx,  Hß,  Hy  abgeleitet.    Es  ist  also 

N  =  10967'j.o. 
iJann  schreibt  sich  die  Balmersche  Formel 

"=^'(j-;;i^)      ('«  =  3,4,...). 

Von  Pickering  (')  ist  im  Spektrum  des  Sternes  'C  Puppis,  der 
die  Wasserslotriinien  sehr  stark  zeigt,  eine  neue  Serie  von  Linien 
gefunden  worden,  deren  Wellenzahlen  sich  sehr  genau  darstellen 
lassen  durch  die  Formel 


4        (m  -ro,DjV 


( «i  =  3 ,  4 )  5  j 


(ni^i  fällt  ins  L  lirarot  j .  Pickering  hat  diese  Serie  mit  der 
Balmerschen  zu  einer  Formel  vereinigt,  wobei  der  Balmerschen 
die  geraden,  der  neuen  die  ungeraden  Ordnungszahlen  zukommen. 
Doch  haben  Rajser  (-  )  und  Rjdberg  ( 'j  nachgewiesen,  dass  nach 
der  Analogie  aller  anderen  Spektren  diese  Darstellung  nur  zufällig 


(')  H.-\\.   I'u:kerinü,  Harvard   Co'lege  Observatory  Circular,  Xr.   12,  iSgli; 
Astrophys.  Journ.,  t.  IV,  i8f)6,  p.  Süg. 

(^)  H.  Kayskr,  Astroph.  Journ.,  l.  V,  1897,  p.  i'jS. 

(^)  J.-R.  P.YDBERG,  Aslroph.  Journ.,  l.  VI,  1897,  P-  ^33. 
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ni()clirli  Ist,  dass  wir  vielnielir  in  der  Balmersclieii  Serie  die  so- 
i^enaaule  erste  Nel)enserie,  in  der  Pickerinj^schen  die  zweite  Ne- 
benserie von  Wassersloil  haben. 

Für  /// =  I  ergibt  sieh  nun  v=  —  ;>.  i  323,7,  ^  ^^  4^^87,88.  Nach 
Analogie  der  anderen  S|)eklren  sollte  eine  hervorragend  starke 
Linie,  die  Grundlinie  der  HaupLserie  diese  Wellenlänge  aufweisen, 
was  sich  glänzend  bestätigt  hat  (').  Die  weiteren  Linien  der  Haupl- 
serie  liegen  im  lllti-axioletten  und  sind  wegen  der  atmosphärischen 
Absoipiion  unsic^htbar.  Die  h'ormel  der  Haupfserie  ist  nach 
Rvdber" 


^nF— !: ^1  (/»  =  •>.,  3,.. 


Danach  besteht  das  Wasseistoirs|)ektrum  der  Nebelsterne  aus 
drei  Serien:  einer  sehr  intensiven,  weit  im  Ultraviolelt  eudigenden 
Serie  mit  scharfen  Linien,  der  «  Hauptserie  »  ;  einer  weniger  in- 
tensiven «  Nebenserie  »  mit  verbreiterten  Linien,  der  einzigen, 
die  wir  künstlich  darstellen  können:  und  einer  noch  schwächeren, 
aber  schärferen  u  zweiten  Nebenserie  »,  die  an  demselben  Punkt 
endigt  wie  die  erste  Nebenseric.  In  jeder  dieser  Serien  nimmt  die 
Intensität  ab  mit  wachsender  Ordnungszahl. 

(ianz  ähnlich  gebaut  erweist  sich  das  Spektrum  von  LitlnKni  (-) 
Auch  hier  ordnen  sich  die  Linien  in  drei  Serien  mit  genau  dem 
besprochenen  Aussehen;  wieder  zeigt  sich  ein  immer  näheres 
Zusammenrücken  der  Linien  jeder  Serie,  wenn  man  \on  Hot 
nach  Violett  geht. 

Auch  Na,  K,  Rb,  Cs  zeigen  dieselbe  Erscheinung,  nur  sind  die 
Linien  doppelt.  \oxi  Hartley(^)  und  Julius  (")  ist  bemerkt  worden, 
dass  der  Abstand  der  Komponenten  jedes  Paares,  gemessen  in  der 
Skala  der  \^  ellenzahlen,  also  v, — Vo,  konstant  ist.  Dies  ((Gesetz 
der  konstanten  Diflerenzen  »  hat  sich  von  höchst  allgemeiner 
Giiltiiikelt  erwiesen. 


(')   .I.-R.    I^YDBERO,    loC.    Cit.,    p.    2.35. 

(-)  Die  Linien  sind  walirsrlieinlich  selir  enge  Paare,  vgl.  A.  tlAOKNBAcii,  Ann. 
d.  Pliys..  l.  IX,   1902,  |).  -j-H). 

(')  W.-N.  Hartlky,  Jnurn.  ehem.  soc,  l.  XFJ,  1S82,  p.  8'» :  P/iil.  Mag..  5*  serie, 

t.  XXXI,  1891,  p.  359. 

(')  V.-A.  Julius,  Naluurk.  Verh.  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Amsiterdam, 
l.  XXVt,  1888. 
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Dies  ^'ih  für  die  Nebenserien.  Für  die  Hauptserie  werden  die 
Paare  mit  zunehmendem  v  immer  enger;  das  role  Paar  zeigt  die- 
sellje  Diflerenz  v, — vo  wie  die  Nebenserien. 

Die  Elemente  der  zweiten  Mendelejefscdien  Gruppe  zeigen 
Triplels  an  Stelle  der  Doj^pellinien:  die  Hanptserie  ist  noch  nicht 
gefunden,  für  die  Nebenserien  gilt  wieder  das  Gesetz  der  kon- 
stanten Ditlerenzen. 

Bei  Helium  (  ')  hat  man  zwei  Nebenserien  und  eine  Hauptserie 
von  Doppellinien,  dann  noch  zwei  Nebenserien  und  eine  Haupt- 
serie von  einfachen  Linien.  Das  sogenannte  Compoundspek- 
triim  (  -  t  \on  O  zeigt  dieselbe  Anordnung,  nur  dass  an  Stelle  der 
Doppellinirn  Triplets  Irelen:  an  Stelle  der  einfachen  Linien 
Doublels. 

Wenn  die  Linien  riner  Serie  wegen  ihres  gemeinsamen  wold 
ausgepriigten  phvsikalischen  Charakters  schon  sehr  früh  in  vielen 
Fällen  als  zusammengehörig  erkannt  waren,  so  haben  die  Lnler- 
suchungen  von  Runge  und  Paschen  f-')  liber  das  Verhalten  der 
Serienlinien  im  magnetischen  Feld  diese  Zusammengehörigkeit, 
unabhängig'  von  jeder  mathematischen  Darstellung,  definitiv 
ilargelan.  Danach  zeigen  alle  Linien  einer  und  derselben  Serie 
qualitati\  und  cpiantitati\  dieselbe  meist  zienilidi  komplizierte 
Zerlegung,  wenn  man  die  Skala  der  Wellenzahlen  zu  Grunde 
legt;  die  \erschiedenen  Komjionenlen  eines  Triplets  geben  \er- 
schiedene  Zerlegungen,  ebenso  die  verschiedenen  Serien.  Die 
Zerlegung  (in  der  v-Skalaj  entsprechender  Linien  verschiedener 
Elemente  ist  qualitativ  und  quantitativ  dieselbe.  Man  hat  hier  ein 
von  aller  W  illkür  freies  Mittel,  die  Linien  zu  Serien  zu  ordnen. 

Es  handelte  sich  nun  darum,  für  diese  Serien  Formeln  autzii- 
stellen,  die  der  Balmerschen  entsprechen.  Dies  ist  gleichzeitig 
von  Kavser  und  Runge  (  '  )  und  Rvdberg  (•')  versucht  worden, 
und  zwar  ordnen  sie  die  Spektren  im  wesentlichen  gmiz  in 
derselben  W  eise. 

(')  C.  Runge  u.  F.  Paschkn,  Aslrophys.  Jouin..  i.  III.  i^^/k  p.  't- 

(^)  C.  Runge  u.  F.  Paschen.  Wied.  Ann.,  t.  L\I.  1S97.  P-  '^'i'- 

(')  C.  Runge  u.  F.  Paschen,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin, 

1902,  p.  38o  u.  p.  720;  Abhandlungen  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin,  1902. 
(*)  H.  Kayser  u.   C.  Runge,    Abhandlungen   d.  k.  Akad.   d.    Wissensch.  zu 

Berlin,  j^S(),  i8c)0,  1891,  1892. 

(*)  J.-R.  Rvdberg,  K.  Svenska  Akad.  flandl.,  t.  .Will,  188c,. 
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Die  IJalincrscIie  Korincl  laiilet 

I 


;  =  N 


CS  la<;  nahe  eine  Eiilw  iekrluii«;  von  der   Vvvm 
1  h  c 


(a) 


„,1er  ('«  =  i)'r  3,  ■■■), 

I  h'  c 


anzuselzen    mul    aiil   d^^n    ersten  C.lieclorn    al)/..il)n'(l.ei..    In  ihren 
aiisgedelinlen    rnleisiichui.i^en    hahen     Kavser    mul     r>uni;e    aiil 
(Irnixl  ihrer  sehr  feinen  Messungen  naehyevviesen,  dass  die  zweite 
Korinel  die  Beobachtung   in  der  Tat  sehr  genau  darstellt.    Dabei 
zeigte  sich,  dass  meist  die  niedrigsten  Ordnungszahlen  (2  oder  o) 
der  ersten  (roten)  beobaehleten  [.inie  entsprechen;    war  dies  nicht 
der  Fall,    so  ergaben  die   Kornieln  Linien  im  Ultrarot,  die  seither 
in  der  Tal    von   Lehmann   (  '  )   und   Le\Nis(-)   gr()sslenteils    nach- 
gewiesen sind,  eine  schr.ne  Bestätigung  der  Formeln.  Merkwürdiger- 
weise  bleibt  der  zweite    Koeffizient   //   zwischen    ziemlich    engen 
Grenzen   eingeschlossen,    widirend   der  erste   und   der   dritte    von 
Serie   zu    Serie   stark    \ariieren.     Wührend    aber    bei    der    ersten 
Nebenserie  die  Abweichungen  zw  ischen  Rechnung  und   Beol)ach- 
tung    meist    innerhalb    der    Fehlergrenzen  liegen,  haben   Kayser 
und    Hunge  bei  der  niedrigsten  Ordnungszahl  in  der  Hauplserie 
und  derzweiien  Nebenserie  sehr  starke  Abweichungen,  die  bis  auf 
3oo  A.-F.  (bei  Cs  )  aufsteigen.   Ks  fehlen  somit  in  ihren  Formeln 
Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  1///?-;    1  / A  ist  durch  eine  rasch 
konvergente  Potenzreihe   darstellbar.    Die  Existenz  einer  Grenze 
für  A  bei  m  =  x  folgt  aus  diesen  Formeln  wie  bei  Wasserstofi. 
Bvdberg  {l.oc.  cit.  )  benutzt  die  Formel 


(6)  l  =  X-^. (/i  =  i,-2,  ■},  ...) 

die  er  als  Anfan-s-lied  der  sehr  kouNergenten  Kniwickelung  einer 


(')  H.  [.KiiMANN.  Ann.  d.  Phys..  t.  V,   i(|oi.   p.  fi3o ;  l.  VIII,  u)Oi,  P-  643. 
(-)  E.  Lewis,  Astroph.  Journ.,  l.  II.   i><\p,  [>■  '■ 
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uni\er.sellen   l'unklioii 
^  —  ^=  f(ri 


(  n  -+-  a  j- 


(n 


betrachtet.  Er  setzt  daher  B  aus  der  Balmerschen  Formel  ein, 
sodass  er  nur  zwei  willkürliche  Konstante  A  und  'j.  verfügbar  hat. 
Die  t '^ebereinstimnuing  ist  aber  wesentlich  schlechter  als  l)ei 
Kayser  und  riuiige.  und  daher  die  Formel  sein-  verbesserungsbe- 
dürftig. Bestimmt  man  dagegen  J^  für  jede  Serie  in  geeigneter 
Weise,  so  wird  der  Aoschluss  (bei  drei  Konstanten)  mit  dem 
von  Kajser  und  Runge  erzielten  ziemlich  gleichwertig.  Es  zeigt 
sich,  dass  B  innerhalb  noch  engerer  Grenzen  variabel  ist  (') 
wie  U  in  (a). 

Für  die  rote  Linie  der  Hauptserie  nehmen  Kajser  und 
Runge  zumeist  die  Ordnungszahl  o  an.  um  den  bestmöglichen 
\nschluss  an  die  Beobachtung  zu  erhalten.  Bei  Li,  He  dagegen 
zeigt  sich,  dass  /i  =  2  gewählt  werden  niuss.  Rydberg  hat  überall 
n  =  i  (wenn  seine  Konstante  |j.  zwischen  — o,5  und  +o,5  ge- 
nommen wird).    Da  ist  der  Hauptserie  von  V^asserslotf 


I 


die  Grundlinie  der  Ordnungszahl  /fi  =  :i  entspricht,  so  ist  letztere 
W  ahl  sicher  die  zweckmässigere. 

Bei   He,  O,  S,  Se   benutzen  Runge  und  Paschen  [loc.  cit.)  die 
Formel 


-  =  a 


die  man  als  Anfang  der  Entwickelung  von 

B 


:-  =  A-^ 
/.  ( m 


_  JJ 2  ,u  B 


auffassen    kann.    Bei    allen    Formeln    werden    die     Grundlinien 
{n  =  2,  3)  besonders  schlecht  dargestellt. 

Dass   Rydbergs   Formel  der  von  Kajser  und  Runge   in  gewis- 


(')  Vgl.  C.  Runge  u.  F.  P.\.schen,   Wied.  Ann.,  l.  LXI.  uSy;,  p.  664. 
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sein    Sinn  überlegen  isl.  zeigt  die  Pickeringselie  H-Serie,  deren 
Gleichung 

.i  =  ^ri___i_^"| 

genau  die  Rydhergsche  Formel  hat. 

Rydherg  iiat  auf  Grund  seiner  Forme!  eine  Anzalil  Gesetze 
gefunden,  die  von  Kayser  und  Runge  zum  Teil  bestätigt  wurden. 

I.  Die  beiden  yehenaerien  endißen  an  derselben  Stelle: 
bestehen  sie  aus  Doppellinien,  so  hat  man  zwei  den  beiden  Serien 
gemeinsame  Konvergenzpunkte.  Die  ersten  Konstanten  A  müssen 
dann  in  den  Formeln  der  beiden  Serien  identisch  sein.  Die  Prü- 
fung dieses  Gesetzes  erfordert  Extrapolation  auf  m  =  oc,  und  das 
Gesetz  zeigt  sich  bei  den  Formeln  von  Kayser  und  Runge  we- 
niger genau  erfüllt  wie  bei  den  Rydbergschen.  I'.ine  Zusam- 
menstellung der  W  erte  von  A,  die  an  dem  Gesetz  kaum  einen 
Zweifel  lassen,  gibt  Rjdberg  ('). 

II.  Die  Doppellinien  der  ffauplserien  haben  eine  gemein- 
same Grenze,  wie  auch  Kayser  und  Runge  angeben. 

III.  Die  Linien  der  ersten  Nebenserie  haben  einen  kom- 
plizierten Bau  :  nicht  die  intensivsten  Linien,  sondern  die  «  Sat- 
teliten »  geben  untereinander  die  konstante  DiO'erenz  derWellen- 
zahlen,  und  zwar  dieselbe  wie  die  Paare  bzw.  Triplets  der  zweiten 
Nebenserie. 

Dieses  Gesetz  ist  ebenfalls  von  Kayser  und  Runge  (•)  zuge- 
geben. Am  vollständigsten  ist  die  Anordnung  der  Ouecksilber- 
linien  (in  Geisslerröhren)  bekannt,  die  als  Reispiel  folgen  möge. 
Es  sind  nach  Rydbergs  Bezeichnung  v,  bzw.  ^o  die  Differenzen  der 
Wellenzahlen  der  ersten  und  zweiten,  bzw.  zweiten  und  dritten 
Linie  eines  Triplets.  Für  die  zweite  Nebenserie  ist  v,=4633,o; 
Vo=  I  -()7,  4  <  !•«  Mittel). 


(')  J.-R.   Rydherg,   Rapports  presenles  au   Congres  international  de   Phy- 
siqiie,  t.  II,  r^aris   1900,  [).  312. 

(-)  H.  Kayseh,  Handbuch,  t.  II,   1902,  p.  535. 
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IN  .  Die  Differenzen  v,,  Vj  sind  inneiluilb  einer  und  der- 
selben (}ruppe  clieniiscli  ^erwandler  Elemente  proportional 
dem  Oiiadrai  des  Atomgewiclites.  Diese  Hez,ieliung  ist  nur  an- 
geniiliert. 

V.  Eine  letzte  wichtige  Bezielmn g  Kerbindet  die  Hauptserie 
mit  der  zweiten    \ebenserie.    Sclueibl  man  für  erstere 


(1)  >=\- 

für  letztere  aher 

(2)  v  =  S  — 

SU  (indel  man,  dass 

A  = 


N 


(  in  —  a  )'^ 


(  in  -T-  *•;- 


(  ni  =  2,  3,  .  .  .j, 


(  /n  =  2,  3,  . . .), 


[i  —  s  )- 


S  = 


(  2  —  rt  f 


sodass  beide  Serien  sicli  zusammenfassen  lassen  in 
(3)  ±v  =  nT— ^-: ^1. 

\_{  in  —  s  I-         (  /i  -^  a  )-  J 

Das  \  orzeichen  ist  so  zu  wählen,  dass  v  positiv  wird.  Für  die 
Hau|)tserie  ist  /«  =  1,  //  =  2,  3,  4  •  ■  • ;  fi'f  (^'^^  zweite  Nebenserie 
/i  =  2,  ««  =  I,  2,  ....    Für  die  rote  Linie  der  Hauptserie  ist 

V  =  N  [  -^ '— 


ihr  V  wäre  also  gleich  der  Differenz  A  — S  der  Grenzen  von 
Hauptserie  und  Xebenserien . 

Die  erste  Beziehung  lässt  sich  recht  genau  prüfen  und  erweist 
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sich  als  richtig,    soNxeiMUe  Sicherheit   der  exlrapoHerten  Grenzen 

reichl(M. 

Die  zweite  Aussage  der  (Ueichuiig  ())  ist  : 

Die  erste   Linie  der  zureiten   Nebenserie  {n  =  ^.  //?=<)  ist 
{denlisch  nnl  der  ersten  Linie  der  llnnptserie  (/;.=  .,  n-a). 

Diese  Beziehung  scheint  zunächst  nur  eine  rohe  Vnnäherung 
zu  sein  und  wurde  his  jetzt  als  solche  hetrachtel  (^).  Man  muss 
i,doch  herücksichtigen,  dass  die  Pridun^  .lersclhen  eine  sehr 
■'veitc  KMra,,olalion  der  l\.rmel  (rO  verlanKU  nach  der  Seile  der 
kleineren  Ordnungszahlen  hin.  Schon  von  //  =  ."»  auf  n  =  2  wird 
die  Kxlran.dalion  recht  ungenau,  sie  kann  IV.r  // =  1  ganz  unsicher 
xver.len  ahcr  es  i.l  «lurch  diese  mangelhafte  Uebere.nslunniuno 
mit  der  Beoba.htuno  nichts  ^e^en  die  /usammengehnr.t;keit  der 
Serien  bewiesen.  Schv  gestützt  winl  dieselbe  .lagegen  durch  fol- 
gende Talsachen  : 

nelrachtcl    u.an  ein   Spcklrun.   von    Doppellinien,  s,.  lauten  die 

Formeln  nach  l>vdbcri;  : 

Haiiplserien  :  1 


(a) 


ß) 


V         \   (  //(  -h  a  y-         (  f. 


\J.i  )- 


<  o/j- 


(T) 


Selu.>H..,   so  erj;ibl    ^,   für  die  Hauptserie  nach  (a)  grössere  v 

(.)  J.-R.  HvnnKHO.  Hapports,  etc.,  t.  It,  p.  .i^,  gibt  ..ne  Zusammenstellung. 
(■)   11.  Kayskh,  Handbuch,  U  II,   i!)0-«,  p.  •'07- 
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(absolut  genommen')  als  ;jlo  ;  kleinere  nach  ( -')  für  die  zweite  Neben- 
serie. Es  müssten  sich  die  kleineren  Wellenlängen  des  Doublets 
der  Hauptserie  und  die  grösseren  in  der  zweiten  Nebenserie  ent- 
sprechen, und  vice  \ersa.    Nun  findet  sich: 

1 .  Die  Intensitäten  der  Komponenten  der  Üoublets  zeigen  in  der 
Haiiptserie  die  umgekehrte  Reihenfolge  wie  in  der  zweiten  Neben- 
serie. 

!2.  Die  Abstände  der  Komponenten  sind  durch  die  Formeln 
(a),  (ß),  ("')  sehr  genau  beschrieben  (  ')  (näheres  vgl.  unten). 

3.  Die  ersten  (mehr  nach  Piot  gelegenen)  Komponenten  der 
Doublels  der  Hauptserie  zerlegen  sich  im  magnetischen  Feld  genau 
wie  die  zweiten  Komponenten  der  Doublels  der  zweiten  Neben- 
serie, und  vice  versa  (-). 

Besonders  letztere  Beobachtung  spricht  seiir  für  einen  wirk- 
lichen Zusammenhang.  Auch  ist  bemerkenswert,  dass  bei  W  asser- 
stoir,  wo  die  Formeln  sich  der  Erfahrung  am  besten  anschliessen. 
die  Fvvdbergschen  Beziehungen  sich  als  vollkommen  exakt  erwie- 
sen haben. 

\  orgreifend  bemerke  ich,  dass  die  gerade  für  die  niederen 
Ordnungszahlen  viel  genaueren  Formeln,  die  ich  auf  Grund  der 
Theorie  gefunden  habe,  eine  weit  bessere  Uebereinstimmung  der 
Rjdbergschen  Pvegeln  mit  der  Erfahrung  geben  :  bei  allen  Ele- 
menten, iv'o  beide  Serien  bekannt  sind,  fällt  die  extrapolierte 
Grundlinie  der  ziveilen  Nebenserie  in  die  unmittelbare  J\ähe 
der  Grundlinie  der  Hauptserie;  in  den  Tabellen  (vgl.  unten) 
sind  direkt  beide  Serien  durch  eine  einzige  Formel  dar- 
gestellt. 

Weiter  zeigte  sich,  dass  die  zweite  Konstante  der  neuen 
Formeln  genau  universell  ist,  ein  Resultat,  dessen  Deutung  sich 
als  sehr  einfach  erweist. 

Schon  Balmer  betrachtete  seine  Formel  als  Spezialfall  von 

I        -.  m- —  n"-  ,  . 

.    =  .\  (  /».  n  =  I,  2,  3,  .  .  . ). 

/,  ni- n- 


(')  C.  RuNGK  u.  F.  Paschen,  Wied.  Ann.,  l.  LXI,   1897,  p.  664. 
(^)  C.  RUNGF.  u.  F.  Paschen,  Sitzungsber.  d.  Ic.  Al<ad.  d.  Wissensch.  zu  Ber- 
lin,  190:!.  p.  38o,  720:   11.  Kaysep,  Handbuch,  t.  II,    ifjoi,  p.  (J70. 
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Ebenso  wird  man  vermuten,  dass  Wasserstoff  ausser  der  Serie 
±:v/i\=  i/(i  ,5)-  —  i/m-auclinochdieSerien±:v/N=:  i  (2,0)- — i/fn-, 
inv:=  i/(3,5)- —  i//?z-  etc.  zeigt.  Es  lauten  dann  die  Formeln  des 
H-Spektrums: 

,        V  I  I  ,        V  1  I 

(A)       ±  —  =  — ;,      :jz  —  — -— :;      1 /??,  «  =  i ,  2,  3,  .  .  .). 

IV         n-        in-  N        (n-4-V)''        in-  ' 

Berücksichtigt  man  noch  die  Darslellbarkeit  der  Hauut-  und 
Nebenserie  durch  eine  einzige  Formel  bei  allen  Elementen,  soweit 
die  Erfahrung  reicht,  so  wird  man  wohl  mit  Rvdiierg  es  als  sehr 
wahrscheinlich  betrachten  (hirf'en,  dass  die  Serienfornicin 
eigentlich  n>il  zwei  willkürlichen  ganzen  Zahlen  zu  schreiben 
sind.  Dabei  hätten  dann  positive  und  negative  Schwingungs- 
zahlen dieselbe  Bedeutung,  Man  erkennt  sofort,  da  N=  109675,0, 
dass  die  nicht  beobachteten  Grundlinien,  die  den  Ordnungszahlen 
1 ,  2  in  den  Serien  entsprechen,  ins  äusserste  Ultrarot  bez.  ['Ura- 
violelt  fallen.     iJenn  es  enl sprechen  sich  folgende  v  und  A  : 

V)  =  lOOOO         17000         3'2000   JOOÜO 

,  :     f,  .  r.   ,  •    •  .,  \  Grenze  tler  beUaiintei) 

A  A.-ii,.  =  loooi»     jQOo  (  U-Limen  )       jioo       2000   • 

^  '  {  Spektren. 

Weitere  Serien,  die  den  Formeln  ±v  =  N[i///?- —  ^  I '^'\ 
/7i=  1 ,  3,  4?  •  •  •  entsprechen,  liegen  ganz  im  Ultrarot  bez.  Ultra- 
violett, bis  auf  die  schon  von  der  Balmerschen  Serie  aufgenom- 
menen Einien  ;  ihre  Intensität  ist  wahrscheinlich  geringer  als  die 
der  letzteren  Serie. 

Die  Formeln  ( A)  \  erlangen  also,  dass  im  äussersten  Ultrarot  bez. 
lltra  violett  weitere  Serien  des  WasserstoH's  parallel  der  bekannten 
verlaufen,  ihre  Wellenlängen  sind  durch  obige  Formeln  (A)  sehr 
genau  voraus  zu  berechnen. 

Bei  den  anderen  Elementen  gilt  ähnliches,  es  sind  in  noch  un- 
bekannten, oder  sehr  mangelhaft  bekannten  Gebieten  des  Spek- 
trums neue  Serien  zu  erwarten,  die  sich  aus  den  bekannten  durch 
die  unten  angegebenen  Formeln  extrapolieren  lassen.  Die  wenigen 
Spektren,  bei  welchen  sich  im  Gelb  und  Blau  I^inien  ergeben 
würden,  lassen  die  genaue  Berechnung  nicht  zu,  da  die  Haupt- 
serien noch  nicht  bekannt  sind.  (Näheres  vgl.  unten.) 

Eine  entscheidende  Prüfung  der  zu  (A)  führenden  Annahme 
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muss  also  der  Zukunft  überlassen  hieibeii.  l)ocli  sclieint  es  wohl 
im  jetzigen  Stand  unserer  Kenntnisse  der  Linienspekiren  nol- 
wendig  sie  lieranznzielien,  um  zu  einigem  Verständnis  der  Tat- 
sachen zu  gelangen  (  ').  iJie  Mfiglichkeit  einer  künftigen  Prüfung 
dieser  Hypothese  rechtfertigt  dieselbe  ebenfalls ;  es  liegen  daher 
die  Formeln 


=  N 


i-.-M 


n  -t- 


fler  hier  vorgetragenen  Theorie  zu  Grunde. 

Übersicht  der  bisherigen  theoretischen  Versuche. 

Die  llieorelische  Erklärung  der  besprochenen  ( lesetze  ist  bis 
jetzt  nicbl  über  die  ersten  Anfänge  hinausgegangen,  wohl  vor  allem 
weil  keine  malhematischen  Operationen  im  Gebiete  der  theore- 
tischen Physik  sich  finden  lassen,  die  auch  nur  annähernd  zur 
Darstellung  der  Verhältnisse  geeignet  wäret). 

Die  Literatur  über  den  Gegenstand   ist  In  Kaysers  Handbuch, 
zweite  Aullage,  Band  II,  |).  :h)--()0(.)  ausführlich  zusammengestellt 
bezüglich  der  Einzelheiten  darf  ich  darauf  verweisen. 

Schon  im  Jahre  18-0  hat  Stonej(-),  indem  er  die  Bewegung 
eines  l^unktes  durch  Fouriersche  Reihen  darstellte,  die  Existenz 
harmonischer  Beziehungen  zwischen  den  W  ellenlangen  plausibel 
zu  machen  gesucht.  Später  f-')  bat  er  in  ähnlicher  Weise  die  Dop- 
pellinien als  Störungen  einer  elliptischen  Hauptbahn  zu  erklären 
versucht.  Diese  Erklärung  der  Doublets  ebenso  wie  die  von 
Julius  ('•)  (durch  Kombinationstöne)  sind  heute  hinfällig  geworden 
(vgl.  Kavser,  Handbuch.  Inc.  cit.). 

Unter  Annahme  einer  periodischen  Exzitalioii  stellt  Jaumann  l-^) 


(')  Bei  den  Bandenspel«tren  ist  von  Deslandres  (näheres  bei  H.  Kavsku. 
Handbuch,  t.  II,  1903,  p.  470-493)  die  Abliiingigkeit  von  drei  willkiiriichen 
ganzen  Zalilen  nachgewiesen  worden. 

(-)  G.-,T.  Stoney,  Phil.  Mag.,  \'  serie,  l.  XU.  1871,  p.  291. 

(^)  G.-J.  Stoney,   Dublin  Trans.,  2°  serie,  t.  IV,  i8gi,  p.  .56o. 

(')  V.-A.  JüLiLS,   Xatuurk.   Verh.  k.   Ale.   Wet.  le  Amsterdam,  t    WVI.   1888. 

(^)  G.  JAd.M.\NN,  .Silzungsber.  d.  t;.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien.  t.  CHI  b. 
II,  1894,  p.  317. 
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die  l>e\vei;unii,  wieder  durch  l"\)iiriersche  Pteilien  dar  und  scidiessl 
aus  dieser  Darstell uni;  auf  die  Existenz  einer  grossen  Anzahl 
äquidislantrr  Linien,  die  nie  beüljaclitel  sind.  Eine  derartij^e 
Deutung  der  einzelnen  Glieder  einer  Fourierschen  Reihe  ist  ganz 
unberechtigl.  Man  würde  ehensognl  nacdi  V\  ui'zeln  von  tg /.=  Ä" 
in  der  Eorin 

^<7,siii/tv.r 

enlw  ickeln  k(Mineii ;  die  «/sind  (huin  Itckaiinllich  w  icdcr  hcsl  iinnilc 
Integrale  wie  in  Fouriers  Entwicklung;  man  konnte  so  auf  un- 
endlich viele  andere  Spektrallinicn  schliesscn. 

Die  \nalogie  der  Doubleis  und  Triplets  unl  dem  /ccmancHekt 
hat  u.  A.  Larmor  (')  her\  orgeiiobcn.  Sie  erweist  si(h  aber  als 
eine  rein  iiusserbclic,  wenn  man  nicdit  nur  die  Nebenserien  mit 
ihren  äquidislanten  Linien,  sondern  auch  die  Hauptserien  mil 
den  rasch  enger  w  erdenden  l)oidtlels  bci'ück>icliligl . 

Bezüglich  tier  Vrbeilen  \on  Hersidiel  (-)  und  Snlherlaud  ( ■' ) 
sei  auf  das  Handbuch  \on  Ravser  (loc.  eil.)  veiwiesen. 

Dem  Standpiinkl  dei'  Elektronentheorie  nähert  sich  Jeans  (' ). 
Er  denkt  sich  eine  kugeJ,  bestehend  aus  konzentrischen  Schichten 
positi\  und  negativ  geladener  Ionen,  deren  Anziehung  eine  Eunk- 
lion  'f(/-)  der  h^atfernung  /•  isl.  Kür  grosse  /•  ist  dann  o{r)=^  a/  r- 
(«  =  konst.).  dir  kleine  miiss  'i  eine  wesentlich  andere  l'"orm  be- 
sitzen, da  sonst  stabiles  (ileicligew  ichl  umiKiglich  wäre.  Lässt  man 
die  Teilchen  unendlich  klein  werden,  so  kann  man  das  Schwiii- 
gungsprobiem  durch  l^nlw  i ekel un gen  iku  h  Kiigelliinklionen  behan- 
deln. Auf  (jrund  der  asymptotischen  Gleichung  'i  (/•)=:  r///-  will 
Jeans  beweisen,  dass  eine  Grenze  der  Schwingungszahlen  ein- 
treten muss,  also  die  Seri(>n  erklären.  Dass  dies  in  solcher  All- 
gemeinheit iiichl  inlitig  ist,  zeig!  schon  der  Lmstand,  dass  die 
molekulare  Theorie  der  IJaslizitäl  einer  Kuiiel,  die  von  denselben 
An^chanun^en    aiisi^ehl,    bekannllich    niclil  zu   einer  Grenze  der 


(')  .(.  LarmüH,  Pliil.  Mag.,  5"  stirie,  t.  \I.I\.   1897.   p.  Jo3. 
(-)  A.-S.  Herschel,   Tlie  oljsi'r\'ator)\  June  iSr)():    nefernl   Crew,  Astropitys. 
Journ.,  t.  \'I1,  i<Si)8,  [>.   i.V) 

(■■')  W.  SuTiiERLAND,  I'/iil.  Mag.,  G'  Serie,  l.  II,   1901,  p.  24^- 
( ' )  J.-H.  Jeans,  Phil.  Mag.,  G'  scrie,  t.  11,  1901,  p.  4-'- 
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Schwingungszahlen  führt.  \ach  kann  ich  in  den  Entwickehingen 
p.  434-437  keinen  stichhahigen  Beweis  für  die  Behauptung  von 
Jeans  finden,  da  ich  die  ausgeführten  Grenzühergänge  für  he- 
denklich  hake.  Es  niuss  üherliaupl  der  ^  erlauf  von  '^(r)  für 
kleine  Entfernungen  weit  mehr  als  der  für  grosse  die  Schwin- 
gungszahlen hestimmen.  Auf  spezielle  Spektren  wird  in  der  Arheit 
nicht  eingegangen. 

Fitzgerald  ('),  Schuster  (2)  und  Rayleigh  (^)  untersuchen 
den  Fall,  wo  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  in 
einem  System  von  Rilrpern  eine  Funktion  der  Wellenlänge  ist, 
wie  in  Cauchys  Dispersionstheorie.  Man  kann  dann  eine  Grenze 
der  Schwiugungszahlen  erzielen,  hesonders  wenn  man  sich  jede 
Spektrallinie  von  einem  anderen  System  \on  Körpern  ausgesandt 
denkt.  Doch  hezweifelt  Lord  Rayleigh,  ob  solche  Analogien 
berechtigt  seien,  da  bei  ihnen  im  allgemeinen  das  Quadrat  der 
Schwingungszahlen  v  und  nicht,  wie  die  Erfahrung  \ erlangt, 
V  selbst  in  den  Gleichungen  vorkommt.  Er  schliesst  auf  kinema- 
tische, nicht  auf  dynamische  Verbindungen. 

In  diesem  Sinn  hat  Hr.  Riecke  ('')  die  Schwingungen  eines 
Ringes  untersucht,  indem  er  als  Integrale  der  Bewegung  ansetzte 

II]  —  x,-^"  sin  /j  »  sin  i-pt, 
n 

iin  =  2_,  ^n  sin  n(p  cos-2-pt 


{n    Anzahl    der    Knotenpunkte    eines  Ringes,     f/,,  u-,    zwei    den 

Zustand  beschreibende  Grössen).    Soll  />  durch  eine  Formel  der 

Art 

b  c 

iT.p^a-^  —  +  — 


(')  G.-F.  I'iTZGERALD,  Rcp.  Bfit.  Ass.,  1894,  p.  689. 

(^)  A..  Schuster,  Nat.,  l.  LV,  1896,  p.  joo. 

(•')  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.,  h'  serie,  t.  XLIV,  1897,  p.  356;  b'  serie,  t.  XLVI, 
1898,  p.  567. 

(^)  K.  ttiECKE,  Phys.  Zeitsclir.,  t.  I,  1899,  p.  10;  l.  II,  p.  107;  Ann.  d.  Pliys.. 
t.  I,  1900,  p.  399. 
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gegeben  sein,  so  genügt,  dass  man  für  //,,  (/.^  das  S3'Steni  anselzt 

o, 


Ol  d-i- 
Ol  0-^' 


II 

-9^ 

0*  II] 

"   d-.v 

Eine  Deutung  dieser  Gleichungen  ist  bis  jetzt  iiocli  nicht  ge- 
lungen. Eliminiert  man  etwa  «,,  so  folgt  für //o  eine  Gleichung 
zehnter  Ordnung. 

^jach  den  Ercirlerungen  in  der  Einleitung  ist  das  Verhalten  der 
Speklralserien  mit  der  Vnnahme  rein  elastischer  oder  elektro- 
dynamischer Schwingungen  unvereinbar.  Kolacek  (^ ' )  und 
Liudemann  (-),  die  \on  derartigen  Vnnahmen  ausgegangen 
sind,  gelangen  daher  nur  zu  einem  Zusammenrücken  einzelner 
Linien;  die  Balmersche  Formel  auch  nur  angenähert  zu  er- 
halten, ist  ihnen  unmiiglich.  Die  von  Hrn.  Lindemann  aufge- 
stellte Beziehung  zu  den  Atomgewichten  hat  deshalb  auch  kaum 
Bedeutung. 

Die  Grundlagen  der  Theorie. 

Eür  die  Theorie  der  S|)ektrallinien  kommen  \on  \ornliercin 
zwei  \ erschiedene  Annahmen  in  Betracht.  Man  kann,  ausgehend 
vom  Zeemanphiinomen,  die  Schwingungen  einzelner  Körper  bez. 
Elektronen  untersuchen,  die  sich  in  verschiedenen  Gleichgev\ichts- 
lagen  oder  Konstellationen  behnden.  Abgesehen  \on  dem  schon 
erwähnten  Einwand  von  Lord  llajleigh,  dass  sich  dann  die  ein- 
fachsten (jesetze  auf  das  (Quadrat  der  Schwingungszahl,  nicht  auf 
diese  selbst  beziehen  (wie  es  die  Babuersche  Eormel,  das  Gesetz 
der  konstanten  Dilferenz  u.  a.  erfordern),  scheint  es  sehr  schwer 
auf  diesem  Weg  eine  zweifach  unendliche  Anzahl  von  Linien, 
wie  sie  bei  den  Linienspektren  zu  erwarten  ist,  oder  gar  eine 
dreifach  unendliche,  wie  sie  Deslandres  (•')  Gesetze  für  Banden- 
spektren erfordern,  zu  erhalten.  Gerade  letzterer  Umstand  zwingt 


(')  F.  ivoLACEK.  Wied.  Ann.,  t.  LVIII,  1896,  p.  2-1. 

(-)  F.  LiNDEMANX,  Manch.  Sitz.-Ber.,  t.  XXXF,  1901,  p.  44i' 

(')  H.  Deslandres,  Conipt.  rend.,  t.  CX,  1S90,  p.  7^8. 

R. 
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für  die  Baiidenspeklren  auf  Scliw  ingiingen  eines  [nach  Runge  (') 
positiv  elektrisclien]  dreidimensionalen  kfirpers  zuriick  zu  greifen, 
nnd  fiilirt  dann  von  selbst  zur  Annahme,  dass  die  Linienspefclren 
ihren  Ursprung  den  Eigenscinvingungen  zweidimensionaler 
Gebilde  verdanken. 

Dies  soll  unsere  GrundannaJinie  sein. 

Bei  dieser  Auffassung  wird  sich  insofern  eine  Analogie  unserer 
schwingenden  Fläche  zu  elastischen  Membranen  ergeben,  alsbeide 
eine  zweifach  unendliche  Anzahl  von  Knolenlinien  aufweisen 
kiinnen,  und  ihre  Schwingungszahlen  Funktionen  zweier  willkür- 
licher "anzer  Zahlen  sind,  wie  die  Formel 


^  n-        m- 1 


verlangt.  Malhemalisch  eingekleidet  besagt  diese  Annahme^  dass 
jede  stetige,  für  den  Zustand  cliarakterislische  Grösse  C2  in  ihrer 
Abhängigkeit  vom  Ort  durch  eine  oszillieiende  Funktion  ge- 
geben ist. 


Man  vergleiche  die  Formel 


\n-        in-  J 


mit  der  für  eine  trans\ersal  schwingende,  quadratische  Membran 
gültigen  Formel: 

/H=dr(.         zhi.         zn  3.  ..    , 

(Aj  p-=:  0(  n'-^  /?i- ). 

n=±i,         ±'i,         ±:i,         ..., 

wo  b  eine  Konstante,  p  die  Schwingungszahl  bedeutet.  Sind  die 
Seitenlängen  20,  sind  die  Koordinatenachsen  durch  den  Mittel- 
punkt parallel  zu  den  Seiten  gelegt  und  ist  derPiand  festgehalten, 
dann  ist  das  Integral  der  Elaslizitätsgleichungen  von  der  Form  : 

...  .    m-.x    .     n~y 

A  sin  ( />/ -h  c  I  sui sHi  — '— 

a  a 

(A,  c,  Konstanten).  Dass  die  Quadrate  der  ganzen  Zahlen  /?«,  n 
ohne  weiteren  Faktor  verbunden  erscheinen,  ist  Folge  derGleich- 
\\ertigkeit  des   Quadrates  in  der  .r- und  j'-Richtung.  Dass  ganze 

(')  H.  IvAYSEK,  Handbuch,  t.  II,  1902,  p.  6G0. 
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Zahlen  und  niclil,  wie  gewölinlicli,  Wurzeln  Iranszendenier  Funk- 
tionen auClreten,  fol-^l  aus  dem  Umstand,  dass  in  dem  Inlegral 
nur  sinus  und  cosinus  vorkommen  ;  die  eingefülirle  Grundannahme 
fidirt  iilso  in  wohl  niclil  allzu  willkürlicher  Weise  dazu,  für  das 
dem  W^isserslo!ls|)(>klrum  enlsprechende  schwindende  Gebilde 
ebenfalls  nur  mit  irioonomelrischen  l^'unklionen  zu  operieren. 
Damil  ist  die  alli^emeine  Form  der  Lösungen  der  gesuchten  Be- 
wegungsgleichungen festgestellt ;  für  die  Schwingungszahlen  sollen 
sich  ausserdem  die  Formeln 


n  -        in 


)  "•'-  '-{^-ü±if) 


ergeben.  J)ie  Aufgabe  ist  nun,  einfache  Ansätze  für  die  poten- 
tielle Energie  des  Systems  zu  finden,  die  zu  solchen  Bewegungs- 
gleichungen füliien. 

Drei  Unterschiede  zwischen  den  h\)rmeln  (A)  und  (B)  charak- 
terisieren nun  die  Spckli alschw  ingungcn  gegenüber  den  Schwin- 
gungen elastis('lici'  Kr»)  per. 

1.  Bei  unendlich  wachsenden  Ordnungszalilca  ///,  //  wird/>  un- 
endlich, V  aber  nicht. 

12.  Die  Formel  (A)  eulhäll  die  Schwingungszahl  jj  im  Quadrat, 
in  (ß)  dagegen  tritt  sie  in  der  ersten  Potenz  auf. 

3.    J)ie  Formel  lA)  ist  in  m  und  ii  symmetrisch,  (Bj  aber  nicht. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  bei  den  S|)eklralschvvingungen 
ebenso  wie  in  der  h^laslizitätstheorie,  das  Supei-positionsprinzip 
ueiten  muss,  die  Grunduleichunoen  also  linear  sein  müssen.  Die- 
selben  sollen  jetzt  aus  dem  Hamiltonschen  Prinzij)  unter  Zu- 
grundelegung einer  geeigneten  Form  für  die  potentielle  Energie 
abgeleitet  werdeu. 

Systeme  mit  endlicher  Grenze  der  Schwingungszahlen. 

Aus  später  zu  errirlcruden  Gründen  lassen  sich  x  und  j^  in  den 
folgenden  Gleichungen  nicht,  wie  zuerst  nahe  liegen  möchte,  auf 
einer  KugeÜläche  interpretieren.  Als  weitaus  eiiifaclisle  Inter- 
pretation erweist  sicli  die  Annahme  eines  ebenen^   schwingenden 
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Quad/ales,  die  von  nun  an  der  Betraclitun;^  zu  Grunde  liegen 
möge.  Die  Koordinatenachsen  seien  durch  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  parallel  zu  den  Seiten  gelegt;  2a  sei  die  Seilenlänge,  p  die 
Massendichte,  do  das  Flächenelement. 

Wir  hetrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  ei/ie  Grosse  w^ 
die  wir  zweckmässig  als  eine  kleine  Verschiehung  der  Punkte  der 
()uadratiläclie  F  senkrecht  zu  deren  Ebene  deuten,  zur  Heschrei- 
bung  des  Zustandes  ausreicht.  Dann  ist  die  kinetische  Energie  des 
Systems  : 


(Hv    , 

do. 

Ol   ■ 


Die  potentielle  Energie  soll  auf  einer  Fernuirkung  beruhen, 
die  jedes  aus  dem  Gleichgewichtszustand  verschobene  Teil- 
chen x' y'  auf  ein  '\\\  xy  gelegenes  ausülit.  Diese  Wirkung  sei 
proportional  der  mittleren  Krümmung  i/p,  +  i /p^  der  defor- 
mierten Fläche  in  x' y\  d.  h.  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung 
proportional 

iß  IV        O-iv  ' 

— -  -i r  =  ^^• 

Ox  '^        dy  - 

Ist  dann  /[(^.r — -^  ),  (  >'  —  y' )\  eine  Funktion  der  relativen  J^age 
der  wirkenden  Punkte,  d.  Ii.  der  Abstände  gemessen  parallel 
zu  den  Seiten  des  (Hiadrates,  so  sei  die  «  Wirkung  ))  <I>  im 
Punkte  xy  : 

{&)  4>=    /     /  ^w  f  dx'  dy  . 

Als  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  nehme  man  4>-  (analog  uie 
in  der  Maxwellschen  Theorie);  dann  besagt  das  Hamiltonsche 
Prinzip,  dass 

(l)  /      f/^    r    /  (/'J  -g[— j'  — «l'M  =  Miniinuiii. 

Setzte  man  y  als  Funktion  der  Entfernung 


sj{x  —  x'y-^{y—yf- 

allein  an.    so  erhielte   man,  selbst  wenn   nach  der  Grundannahme 
IV  als  oszillierend  \orausgesetzl  wird,    für  4>,   also  für  die  poten- 
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tielle  Energie  keine  oszillierende  Punktion  (* ),  sodass  der  Vorgang 
nicht  von  der  gewünschten  Art  sein  würde.  Zu  einem  hefriedi- 
«enden  Ansatz  führt  dagegen  folgende  Ueberlegung:  Wenn  sich 
auf  einer  Geraden  OX  eine  Reihe  von  Punkten  nach  dem  Newton- 
schen  Gesetz  anziehen,  so  ist  ihr  Potential 

I  Xi  —  .r/,  I ' 

In  diese  Formel  gehen  die  absoluten  Beträge  \xi  —  Xk\  der  Knl- 
fernungen  ein.  Dasselbe  nehmen  wir  hier  an;  man  hat  dann  jedes 
Integral  von  der  l^'orni 

/      o{x' )^{\x  —  x'  \)dx 
ZU  zerlegen  in 

/      Q{x')^{x  —  x')dx'^j      ^{x')'\{x'—x}dx, 

Jen      '  *-  ■>■ 

ay  kommen  dann  auch  in  den  Grenzen  des  Inlegrals  vor,  und  <I» 
kann  oszillierend  werden. 

Besonders  nalieliegend  isl  nun  die  Annahme,  dass 

f{\x-xl\y-y'\}, 

und  somit  die  Elenientarw  irkung  einfach  pioporlional  sei  den 
Entfernungen  \x  —  x'\,  \r—y'\-  Es  sei  also,  unter  c  eine  Kon- 
stante verstanden. 


(•i) 


4>  =  I    j  v\x —  x' \\y —y'\\n' do'     (2^ 


(1)  Denn  ^vi^l•e  4>  oszillierend,  so  würden  bei  sehr  grosser  Anzahl  der  Knolen- 
linien  die  Perioden  von  <I>  mil  denen  von  w  beliebig  klein  werden.  Nun  darf/ 
von  der  willkürlichen  Zahl  (  m,  n)  der  Ivnotenlinien  natürlich  nicht  abhängen. 
DilTerentiiert  man  beide  Seilen  von  (a)  nach  x,  so  wird  für  grosse  m,  n,  d'P/dx 
unendlich  gross  gegen  * ;  rechts  aber  hat  man,  da  die  Grenzen  bestimmt  sind, 
nur  dfdx  stall /zu  setzen;  die  rechte  Seile  bleibt  von  derselben  Grössenord- 
nung,  sobald  /  und  df  dx  stetig  sind,  oder  die  l-'unklion  der  Entfernung  o(r) 
Singularitäten  wie  die  in  der  Polentiallheorie  auftretenden  besitzt,  sodass  das 
Integral  (a)  einen  Sinn  hat.  Man  erkennt  dies  leicht  durch  Anwendung  des 
.Mittel  wertsalzes. 

{"-)   Die    Elementarwirkung    ist  also  proportional  dem   Inhalt  eines  Rechtecks 

\^  —  ^'\  \y  —  Y'\- 
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Dann  ibL  niiLcljeser  licdinj'Uiig  das  Inlej^ral  (  i) 


/"-//-[?(^)'-^'] 


ziuii  Miniiiiiun  zu  machen. 

Vorerst  aber  eine  Bemerkung.  Soll  diese  l'\jrm  des  Hannllon- 
sclien  Prinzips  anwendbar  sein,  so  miiss  die  Ausstraliiung  vei- 
iiacklässigt  werden  dürfen^  wenn  es  sich  nur  um  die  Be- 
rechnung der  Lage  der  Spektrallinien  handelt.  Die  geringe 
Grösse  der  Dämpfung,  die  durch  die  hohen  Gangunterschiede, 
bei  denen  noch  Interferenzen  erscheinen,  einerseits,  und  durcli 
die  un\eränderliche  f.age  der  Spcklrallinien  bei  sehr  veränder- 
bcfien  Intensitäten  anderseits  erwiesen  i-l.  berechtigt  wohl  zu 
dieser  Annahme.  (  mgekehrt  sciieinen  erhöhte  Dampfdichte  und 
Jemperatur,  also  \  ergrüsserung  der  äusseren  Einwirkungen  nur 
im  Sinne  einer  \  erlireiterung,  nicht  einer  Verschiebung  der 
Spektrallinien  zu  wirken  ('). 

Das  aufgestellte  \  ariationsproblem  lässt  sich  nicht  ohne  wei- 
teres nach  Lagranges  Methoden  behandeln  wegen  des  dabei  auf- 
tretenden Integrals  ^.  Durch  ganz  ähnliche  Rechnungen,  wie 
in  den  unten  ausführlich  behandelten  Fällen_,  lindet  man  die 
Hauptgleichung 


cyif'ir 


'   Ot''  üx*  Oy* 
und  die  Randbedingungen 


r.>t- AAit'  =:  ü 


ÖKV 

(><t> 

.            — 

-  o, 

,..  - 

ihx 

on 

unter  n   die    Normale    zur   Begrenzungslinie   des   (hiadrates    ver- 
standen.   Als  einziiie  Lösunii  ergibt  sich 

tv  =  A  sin(  v;  -t-  6- 1  sin  f  /»  -: )  — —  sin  (  /t  h 1  ^■^^—  • 

•1 J    a  ■>./    a 

Hier  sind    A,    c   w  illkurllclip  Konstanicn.    m .  n   i:;inze  Zahlen.    9.« 


('j  Hierüber  vi;l.  H.  !\aysi;i'..  Handbuch,  t.  II,  p.  arj;  IT.  Jedenfalls  ist  die  Ver- 
schiei)un;;  selir  klein  gegen  die  Verl>reileiung  der  Linie  und  IvomiDl  liier  nicht  in 
belraclit. 
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die  SeilenUin^e    «Jes  (huuliales.     Die   Scliu  inj;uni;szahl  v   Ist  ge- 

geben  diiicli 

m  =  o,      d=i,      ±  ■>,     ....  --«, 


'^^(FTy^(^)' 


worin 


^  =  1/7  — 


geselzl  ist. 

Darch  die  üben  geniaelUen  einfachen  Annahmen  .vud  man 
also  zu  einer  Formel  geführt,  die  sehon  verschiedene  ^vesenl- 
liche  Eigenschaften  der  ll'asserslof/formel 


außveist:  die  Schivingungszahlen  haben  eine  Grenze;  aus  der 
zunächst  auftretenden  Formel  für  das  Ouadral  der  Schain- 
.run"szahl  lässt  sich  die  Wurzel  ausziehen  etc.  E.n  ben.e.ken^- 
tverter  Lnters.lued  l.leihl  un  Vorzeichen;  durch  passende  Aen- 
derun-en  in  den  Ciundannahu.en  kann  man  genau  die  Formel  (/O 
erhalten;  die  vorhergehenden  K.r.rl.rungen  sollten  die  Uerech- 
tigung  dieser  neuen  Annahmen,  zu  denen  wir  jetzt  iil.ergchcn, 
erweisen.  Dieselben  wurden,  unvermittelt  auftretend,  recht  wiU- 
küiÜeh  sclieinen. 

Die  Balmersche  Wasserstoffformel. 

Durch  die  Svmuielrle  des  (^.adrates  sind  nicht  nur  die  Rich- 
tungen der  Seiten,  sondern  auch  die  Diagonalen  i,  o  ausgezeich- 
net Auf  letztere  als  Koordiuateuachscn  bezogen,  sind  tur  die 
Deformation  der  Fläche  in  jeden.  Punkt  charakteristisch  die 
Koeffizienten  d^^vj^)^,  <^^^•/()r^^  O^^vlölör^  der  Dup.nschcn 
Indicatrix  in  diesem  Punkt  (iv  als  ^-Koordinate  autgetasst).  Letz- 
tere Grösse  ist  das  Mass  für  die  \bweichung  der  Ebene  der  zwei 
Hauptkrümmungslinien  von  den  Richtungen  der  Diagonalen  ;,  r,. 

ist^'=i'+v,y=i'-A''  ^^f<^'ni 

'fi "'  ^  :^  _  '^  ==  v  tv. 
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Diesen   Ausdruck    werden    wir  als   Mass  der    iJeformation  be- 
liaclilen. 

Feiner  seien 

'  .r  —  x'  \- 


X  =^  \  X  —  x'  \ 
Y=|r-y| 


im  folgenden  viellacli  aui'tr.'lenilc  f-unklionen  der  ahsulul  j;enoni- 
nienen,  parallel  den  Ouadratseiten  gemessenen  Entfernungen  je 
zweier  Punkle  x,  y  und  .r',  y' ;  2«  sei  die  Seitenlänge  des  Quadra- 
tes    Die  <c  Wiikuni;   »  ^  definieren  wir  durch 


(3) 


=  (■    j     ^Wv'nwA/ 


iy  ist  eine  Konstanle).   Die  polentielle  Energie  sei  wie  oben  <I>- ; 
dann  foidert  das  Hamilionsche  Prinzip^  dass 

f  '  f  fVi{~)'~~  '^A(f'^^'  =  Mii.i.mi.ii. 

Das  Integral  wira  über  die  ganze  Fliicbe  erstreckt,  do  ist  das 
Fläclienelement  Lm  diese  Variation  ausführen  zu  ktinneu, 
zeigen  wir  zunächst,  dass  man  die  Griisse  ^^^{x^y)  auch  auf- 
fassen kann  als  abhängig  vom  Zustand  im  Punkte  x,y  allein^ 
d.  h.  dass  man  die  Integralgleichung-  (o)  durcli  eine  partielle 
Dijferentialgleichung  ersetzen  kann. 
Jedes  Inlegi'a!  der  Form 

T=   /         o{x' }\x  —  x'\dx' 

muss  wegen  des  auftretenden  absoluten  Betrages  \x  —  x'\  zerlegt 
werden  in 


=  I      (x  —  X  )■:.  dx' ~  I         {x'—x)o 
=   /     (x  —  x')-fc/x'^  j        (x—x')o 


dx' 


uad  es  gilt 
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^=£,(.r')./.'+£,f.')^.-, 
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d'-T 


Dagegen  folgt  aus  |.r  —  .r'|- =  (.r  —  .r')-,  dass 
II  —  I         ^{a-  )\.r  —  r' |- fAr 

niclil  zerlegl  zu  vverdeu  braiiclil:  mau  liiidcl 


rf  II  r^"        ,     .  .  ''1 


Je  nacli  dem  A  orzeichcii  von  x  —  x',  •)' — _)'',  ist  also  das  lule- 
irralioiisiiebiel  von  <1>  iu  \ier  Teile  zu  z<'rlei;('n.  Sei  z.  B.  ab- 
kürzend 


geselzl,  so  gdl 


/          /  I  -^^  —  -r'  I  I .)'  —  r'  I  v'  "•  <^f^'  dy' 

=       /  c/x'  /     6  f/j' -+-  /     c^^-    /     4^  dy' 

-I-  /  dx'  I     <\i  dy -^-  I     dx'  I     '\' dy\ 

^    —II               «^    4- «  ^+  II               ''  -\-  II 

I          I  \x  —  a^'|-|)- — y  l'^' n>  dx' dy 

^  —II       *J  -a 

=  1  dx  j^  /jiy-^  f     dx'  I   /dy. 


-II       ^  —  II 


Nach  diesem  Sciiema  fnidel  man,  da 


V'«' 
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gesetzt  war, 
I    I      ()"P 


■).     r        \  OUv^x  .   Y)         ö''-w(x\   Y)\    ,    , 
■  ,       ,         4  V  i'^' /  ,     •' r^ —      dx 

i  V  ox-  oy-  ^'^  J- ,    L     ''■''  '^y      -I 

f  r^  "    r  ^  "  V  'i'  d^'  dy 

I  "^  /        /  7i^ 

Bei  der  \  ariation  eutsteheu  im  allj^eineiuen  ein  Flächen-  und 
ein  Randinlegral,  die  einzeln  serschwinden  inüssen.  Lm  unuotiye 
Piechnuni;  zu  ersjjaren  setzen  wir  von  vornherein  solche  kine- 
matischen Bedingungen  an,  dass  das  Randintegral  zu  Null  wird 
und  zugleich  die  Lösung  eindeutig  bestimmt  ist.  Sie  lauten,  wenn 
wieder  ti  die  Normale  zum  Rand  der  Figur  ist: 

(5)      —  =  <•,  /         w(x,y)dx=o,  I         iv(x,y)dx  =  o. 


Das  Integral 


verschwindet  vermöge  ( 5),  ebenso  die  aiuleren  Integrale  in  (4); 
es  l)leibt  also 

f7i't> 

Ox-  Oy- 

Die  Definition  von  <I>  durch  i  (j  )  bestimmt  diese  (.ir(isse  nicht  voll- 
ständig und  ist  daher,  um  mit  (3)  äquivalent  zu  sein,  durch  gew  Isse 
Bedingungsgleichungen  zu  vervollständigen,  die  wir  unten  be- 
nutzen werden  und  zuerst  ableiten  müssen.  Durch  Einiührung 
des  Wertes  (G)  von  \w  in  (3)  ergibt  sich  für  jedes  x  und  y 
identisch  : 


(7) 


r'^"   r^"     />ic|>  r^"  0"-'^ 

i*  =   /  /         ^ t;  X  Y  do'  =  Y  dv'  —i- : 


r 


— 7-  X  dx'. 

dx  - 
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Durch  Ausfüliruny  der  liilei;raLioii  er:;ibt  sich 

^  —  II 


Fiihrl  man  !^  aus  der  ersten  Gleichuiit;  in  die  zweite  ein,  so  wird 
die  rechte  Seile,  abj^eselien  von  den  Gliedern 

■XV,                                         ,                                  r'^"<\ydv' 
—  I  *(  X,  a  )  —  «I>(  X,  —  «)]-+-  /i  f\^(x,y)  —  i  I         : — 

ein  Polynom  zweiten  Grades  in  Bezu^  auf  .r.  Ist  <1>,  wie  wir  an- 
nehmen werden,  kein  solches  Polynom,  so  müssen  weisen  des 
identischen  Bestehens  der  Gleichung  die  angegebenen  Glieder  sich 
i;egen  '(  $(.z',  )')  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  aufheben,  und 
zwar  für  jedes  j^.    Ks  folgen  somit  die  Bedingungen: 

'         '  '         '  =0,  'Pix, -ha)  —  <1>(J-,  —  «)  =  (), 


(«) 


1         <t>  dj' =  o         lür  jedes  x; 
'-■  —II 


/(p  dx'  =  0         luv  jedes  j-. 
—  u 

(Das  zvyeite  System  folgt  ebenso  wie  das  erste.) 

Nun  ist  die  Gleichung  (-~i  identisch  erfiillt  :  die  Gleichungen 
(6)  und  (ß)  sind  zusammen  (Uiuivaient  mit  {'.)). 

Die  leicht  in  Worte  zu  fassenden  Bedingungen  (8)  bestimmen 
also  das  Verhalten  von  $  und  seiner  Ableitung  nach  der  Normale 
in  einander  gegenüberliegenden  Punkten  der  Ränder;  ausserdem 
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verschwindet  nacli  (  8  )  der  Mittelwert  von  <I>  auf  P.irallelen  zu  den 
Seiten,  wie  schon  für  w  der  Fall  war. 

AA  ir  führen  nun  eine  H  ülfsiirösse  'l  ein  durcii  die  Ijeziehungen 

19)  '■ — =4*,  —  =  o. 

Diesen  Gleichuniien  _£;enüiit  unter  anderem  der  Ansatz 

T=    f    f'f    f'^'d-r'^^lr-, 

denn  es  ist  z.  ß. 

^('--)    _       =1      1      ^h'-   f        *f/j^  =  o         Avegen  (8). 

Damit  ist  gezeigt,  dass  (9)  keinen  \\  iderspruch  in\ol\Iert. 

Auf  Grund  dieser  vorbereitenden  Sätze  lässt  sich  nunmehr  die 
A  ariation  des  üher  die  ganze  Fläche  zu  erstreckenden  Hamillon- 
schen   Integrals 

f'fl    [-f^)'—  *2l^cyf//  =  Minimum 

ausfiUiren.  Für  die  Zeitpunkte  Iq,  /(  sind  dahei  bekanntlich  die 
Zustände  als  gegeben  zu  betrachten,  sodass  Ziv  hier  verschv\indet. 
Es  ist  also 

oder  wegen  (9)  «» 

/        /     /      0  - —  Ott  -. '■ —  0*    do  dt  —  o. 

Ji     J  J    V'    (^f-  '-i  ox^  Oj'-^       I 

iJas  letzte  Glied  lässt  sich,  abgesehen  von  hinzutretenden  lland- 
intearalen,  in 

J    J    J     'i-   ox-  öy- 
uinlornien,  und  da  nach  (6) 

— \ — '-,  =  4  ^'  V'^' 

üx^Oy'^ 
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^-9 


ist,   111 


•j  ('    /      /      /    v't'  ^'"^  'f-*^  '^^) 

Man  erluill  sclillesslicli  als  Haupti>leickung 

(I) 


(1-  w 


or- 

VVegcn  (ü)  und  (9)  folgt  hieraus  die  Uillerentialgieichung 


(H) 


t>/-  (Vx*  ()y^ 


^.>.^•-  VV"'  ^=  o. 


Danach  isf  at'^'i/  ^//e  auf  jeden  Punkt  Kvirkende  Kraft. 

iJie    vun    der    partiellen     Ititt  :;ralM)ij    herrührenden     Uandinle- 
i^rale  sind 


/      dt    I         Jy '—  o'P 


'     üx 
—  iv  ^  ow 

OX  I  .r--a 


4-  /    dt  /      dx(  -  -~  —— •: 


I    ü'ii  ^2  5(j>  ,        ,yi  r:;tjj 

u   


0  oir 
OX'  dy  "         ()y 


•2C  — -  oir 


Fidirt  man  die  iiussere  Nonnale  n  zur  Handlinie  .s"  ein  und  (ornit 
die  Glieder 

/         dy\ :—  o'l» Ht  

c/_„        ^r^-  <>-^(^x^  i-  <^y-   ox  I 

durch  partielle  Integration  längs  der  Randlinie  um  in 


I     Oi;    ifi  0*  I     I      0''  0'l>     , 

Oj^    (yj/2  i  ^  c'.r  (yj'2  / 


(es  treten  noch  gewisse,  an  den  vier  Ecken  zu  bildende  Ausdrücke 
hinzu),  so  kann  man  die  Integration  über  den  ganzen  Rand  er- 
strecken und  erhält  als  zweite  Bedingung 


±  /     dt  \  ds — •l  — - —  ^■J.^('\'  — :r-  ^ 

J  J         \_\i  ön     Os^  2  '  ()s- 'Jn  \'    ön  an 

Das  Vorzeichen  ±:  des  ganzen  Integrals  würde,  bei  allgemeinerer 


3o  f*:tvRi:p  df  waltiikr  ritz. 

Begrenzung  des  ßeieiciies,  dmcli  gewisse,  die  (irössen  cos  /?,  r, 
cosn,^'  enthaltende  Ausdrücke  zu  ersetzen  sein.  Die  Dissjm- 
melrie  des  Ausdruckes  d^iv/dx-  —  d^w/dy-  macht  sich  in  den 
auf  den  \ier  Seilen  des  Quadrates  verschiedenen  Vorzeichen  (ä:) 
innerhalb  der  Klammer  bemerkbar.  Wir  beweisen  nun,  dass  ver- 
möge der  Bedingungsgleichungen  (5),  nämlich 


-—  =  o: 
dn 


I         wdx  =  o ;  /         "'  dy  =  o 


das  Fvandinlegral  verschwindet.  Diese  Bedingungen  erweisen  sich 
dann  als  hinreichend;  notwendige  Randbedingungen  lassen  sich 
in  diesem  Fall  aus  dem  Verschwinden  der  \  ariation  ülierhaupt 
nicht  "cwinnen.  da  z.  B.  das  Glied  d-l  dn  d'^rj<^  ds-  sowohl  für 
d6 1  dn=^o.  als  auch  für  c)-4>  ds-  =  o,  also  d^o^^jds-^^o  ver- 
schwindet. Dass  diese  Bedingungen  auf  eine  und  nur  eine  Lö- 
sung führen,  soll  unten  gezeigt  werden.  iNun  haben  wir  nach  (.5) 
und  (9) 


ü»> 

O'l 

0  cir 

0  0'. 

(J 

'      0 

also 

=  0. 

ün           ' 

On 

dn 

ün 

Dann  folgt  aus  ( l) 

\i)x'"  OX  0)'"^  )  ,r=z^,i 

Da 

{■>±)         =„ 

für  jedes  y^  so  ist  also 


'^j.,™-- 


rß  'l      \  .  I  0<^ 


Ox^ 


und  ebenso 


also  allüemein 


/ö4> 


'-;,.==„="• 


Öli    ~ 
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Die  Glieder  des  Randinlegrals  verscluvinden  sämtlich^  ebenso 
di(^  an  den  Ecken  des  Quadrates  zu  bildenden  Ausdrücke,  wie  zu 
])e\\eisen  war. 

Energiegleichung. 

Entsprechend  den  \'^orausselzungen,  unter  denen  oben  das 
Haniiltonsclie  Prinzip  angeuendel  wurde  (keine  Enerj^ieabgabe 
nach  aussen,  d.  li.  keine  Ausstrahlung  etc.),  muss  das  Prinzip 
der  Erhall  an  i^  der  Energie  sicii  als  Folge  von  (I)  «ind  (5)  in 
der  Form  ergelten 

Die  Integration  ist  id)cr  die  ganze  Fläche  des  Quadrates  zu  er- 
strecken. Aus  (I)  folgt  nun  in  der  Fat  diu(di  Multiplikation  mit 
div  dldxdy  und  Integration  : 

,7   J    \    Ol     df^  öt      ^ } 

Das  erste  Tdied  ist 

Das  zweite  (llied  geht  durch  partielle  Integration  über  in  : 
I     I  -n'ox  ——  (lo  =11    -'l>- — r—z——rao  nach  (q); 

die  bei  diesen  Translormalionen  auftretenden  Randintegrale  ver- 
schwinden wegen  der  Randbedingungen  dwldn  =  o  etc.,  aus 
welchen  u.  a.  folgt  d'-ivid/i  ds  =  o^  etc.    Da  nun  aber  nach  (9) 


■xj  J    OT-^oy^  ot  J  J 


so  bleibt 


wie  zu  beweisen  war. 
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Fiilirl  man 


v/ 


i  ^  =  A,  *  =  ß 

•2     Üt 


als  zwei  den  Zustand  besclireibei.de  Grössen  ein,  so  ist  die  Ana- 
logie des  hier  aufgestellten  Enei\<:ieausdruches 


11'-^ 


.V--^B-')do 


mit  dem  für  die  elektromagnetische  Energie  des  Äthers  gül- 
tigen auffallend. 

Eindeutigkeit  der  Losung. 

Die  weitgeliende  Analogie  der  für  unser  schwingendes  Sjslein 
üültitien  Gesetze  mit  den  in  der  Mechanik  der  Continua  bis  jetzt 
aufgetretenen  zeigt  sich  auch  im  Umstände,  dass  aus  dem  Prinzip 
der  Energie  auch  hier  die  Eindeutigkeit  der  Lösung  sich  sofort 
ergibt.  Denn  sei  iv,  die  Dillerenz  zweier  Lösungen,  die  für  t^=-o 
demselben  Anfangszustand  entsprechen,  sodass 

auf  der  ganzen  Fläciie,  also  auch  (  ytt-,  i^^y  =  u,  so  gibt  (3) 

<*i)<=o  =  o. 

?Sun  ist  i\',  wegen  des  linearen  Charakters  aller  Relationen  eben- 
falls eine  Lösung;  die  Energiegleichung  (lo),  von  o  bis  t  integriert, 
ereibt  für  dieselbe 


/../■  [5  ^W- *■]*  =  "• 


für  jedes  /,  somit  einzeln 

=  o.         i^i  =  o,         also         »•i=konst.  =  o         wegen         {^1)1=0^=0. 

ot 

Die  hier  noch  einmal  zusammengestellten  Gleichungen  unseres 
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Problems 


0-  w 


{\a) 


...r'f 


-  iv^'^  =  o;  V 

dx- Ov- 
\w     \x  —  x  I 


d2 


Oy-        didy' 


Oll 


=^  o  ; 


/■ 


■  dx  =  <) ; 


/■ 


V  dy  =  o, 


i  a 
ön 


dOj 


bestinitnen  also  die  Lösung  bei  gegebenem  Anfangszusland 
vollständig.  Dass  dieses  System,  wie  sich  zeij^t,  wirklich  eine 
Lösung  besitzt,  also  keine  Wiiieispriich  >  involviert,  ist  schon 
nach  der  Ableitung  aus  dem  llamiltonschen  Prinzip  zu  erwarten. 
Sucht  man  die  Lcisungen  dieser  Gleichungen,  welche  Eigen- 
schwingungen ('  )  entsprechen,  also  von  der  Form 

(i^  =  siii(v/ -(- c)  <p(a".  jk) 

sind,    so    ergibt    der    Ansatz    trigonomelrischer     h\inktionen   die 
Formel 


(") 


innx         mz  V 

iv  =  A  siru  v/  H-  c  )  cos cos =—  • 

a  a 


Dabei  sind  A,  c  willkürliche  Ronstanten;  ni,  n  ganze  Zahlen,  li«, 
wie  stets,  die  Seitenlänge  des  (Quadrates.  Dass  diese  Funktion 
das  System  (la)  befriedigt,  ergibt  sich  leicht  duich  Einsetzen, 
wenn  man  bei  der  Ausrechnung  von  <1>  die  bekannten  Formeln 
benutzt: 

/  X   cosx  dx  ^  X   sina; -+- cos  J7  +  koiisl. , 
/  x^  C0S.C  dx  =  vP-  sin  J7  -f-  ix  cos^  —  2.  sinx  -h  konsl., 
aus  welchen    sich    ergibt,    wenn    man    das    Integrationsgebiet  in 


(')  Dass  auch  die  unten  angegebenen  Eigenscliwingungen  die  einzigen  sind, 
folgt  durch  eine  älinliche  Anwendung  l'^ouriericher  lleilien,  wie  sie  ( p.  43 )  be 
einem  anderen  Beispiel  gegeben  ist. 

R.  3 
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—  a  . .  .  X :   -^a  ...  x^  wie  früher  erörtert,  zerlegt 


r  "         m-x'  /                         \x  —  x'y-.                —irr- 

i  j        I  cos .r  —  X r/x  —  :; — - 

,1  a                                          if(           '                 ni'--- 
'-  -  rt 

Da 


7"  /}ITZX  flTZV 

V«   =  A  —  '  /;- —  //i-  I  CO«  — ^^ —  cos '—  sin  { v/  -;-  c), 

a-  a  a 


SO  ist 


....  (ii-  —  m^)  «2         m-x         ii-v        ,     /   I  I  \  a- 

v  —  :\  V  \  «in(  •/ 1  -^c  ) cos cos —  —  ^v( —  w . 

n- m-       --  a  a  \rn-       n-J  t.- 

JJie  Funktion  'l  ergibt  sich  aus  (9;  zu 

'i/  j  C  (7  ^        /     1  I 

worin  x.  3.-'.  0  willkürliche  luiiktionen  sind.  ^^  eiien  d-l'On  =  o 
ist  nun 

Es  ist  also  ß(_y )  von  der  Form 
und  ebenso 

'(( X )  =  b^-h  hiX^ 

WO  die  a,  h  Konstanten  sind.  Die  Bedinoun"  d'lldn  =  o  fordert 
rti  =  —  6,,  und  der  Ausdruck  für  -l  wird,  unter  '.5,(.r),  '^^{y) 
willkürliche,  nur  an  die  Bedinoung: 

geknü[}fte  Funktionen  verstanden  : 

•l  4 177"      /    1  I    \ 

4         ni- n--''  \m-        n- /  ■'       ^        .  >   ./  / 

Setzt  man  die  Ausdrücke  für  tr  und  'l  in  die  Grundgleiclumg 
ein 

0- 1*' 

?  -ITT  —  2t^  V'}  =0, 
ctt- 
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SO  findet  man  schliesslicli 


dx-  '  dy'^ 


=  o. 


oder  nach  (i'^)  'j,^cp.jr=o,  und  es  ei\i;il)l  sich   für  die  Schvvln- 
jiuniiszahl  v 


I  1   \"-  ida* 

in-        n-  /      Tc* 


oder  wenn 

eine  Ronstante  bezeichnet: 


\m-        n- / 


/»    =zh  {,  ±2,  —  3,  .  .  .    3C, 

«=±l,  ±2,  ±3,  ...00. 


Die  Scfuvingungszahlen  des  Systems  sind  durch  die  verall- 
gemeinerte Balmersche  Formel  gegeben.  Für  /?  ^  2,  m  z=  3, 
4,  ....  32  ergibt  sich  die  bekannte  Wassers tojfserie.  Positive 
und  negative  Werte  der  Schwingiings-  und  Ordnungzahlen 
haben  dieselbe  physikalische  Bedeutung. 

Nimmt  man  die  A.-lMnheit  (lo^^'cm)  als  Lanyeneinh(!il,   so  ist 

,.   .  ,  /3-2        t'flr- 

lOQb-O.O    =  1  /    ; ■• 

V      ?     J.WJÖ- lo'-' 

Die  Knotenlinien  der  (hirch  (i  i)  darj;estelhen  Bewegung 
zeigen  auffallende  Eigentümlichkeiten.  Für  eine  Eigenschwin- 
gung, für  welche  m  =  «  ist,  d.  h.  wenn  auf  den  vier  Seiten  gleich 
viele  Knotenpunkte  liegen,  istv^o,  somit  «'  =  konst.  (0»  solche 
Eigenschwingungen  sind  unmöglich.  Sobald  ni^n  ist,  haben  wir 
dagegen  Doppelschwingungen,  da  die  Vertauschung  von  m  mit  n 
die  Formeln  nicht  ändert;  es  ist  dann,  wenn  A,  B  Konstanten 
sind 

/.  m-nr         mzy        „         n-x         mizy\ 

(V  =  sin(  V  ^  -+-  c)  1  A  cos cos  — : H  B  cos cos —  ) 

\  a  a  a  a     I 

das  System  dieser  Schwingungen  ;  die  Knotenlinien  zeigen  die 
bekannten  Figurer).  Um  zu  entscheiden,  ob  auch  mehrfache 
Schwingungen  höherer  Ordnung  möglich  sind,  hat  man  eine 
•diophantische  Gleichung  4'"""  Grades  zu  behandeln. 

Aus  den  gefundenen  Ausdrücken  für  -!/  und  $  und  Formel  (12) 
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ergibt  sich 


f          r               m-r.x          HTzv      , 
I  I         cos cos 

I         J  a  a      \ 


X  X    \ 


/  ,._,•    2^  _^a*  m-Kx         ii~v 

X  \\y  —  Y  \  — ^ — -     do  =  — ; — ;  ^os cos 

''■^        -^    '  la       j  in- II-  a  a 

Ist,  wie  früher 


und  analoii^  Y,  und  heriicksichtigt  man  die  für  <I>,  -!/  p.  36  gefund- 
enen Ausdrücke, so  lässt  sich  die  eben  gefundene  Formel  schreiben  : 

•^  =r   r  C <v>\\  do'. 

Es  folgt  weiler  (unter  \  oraussetzung  der  gefundenen  Lösung) 
i>  \<\i  =  i>  I    I  v'l'-'^V  do'. 

Die  Grundgleichung  lässt  sich  daher  infolge  der  übrigen  Bedin- 
gungen schreiben  : 

p^^-H2K  =  ü,  li  =  i    I     Tv^XYc/o'.         «l»  =  t-    r  f^»'\Ydo' 

und  es  ist  2  Iv  die  auf  den  Punkt  (.r,  y^  ausgeübte  Kraft;  sie 
steht  mit  den  Werten  von  <IJ  auf  der  ganzen  Fläche  in  derselben 
Weise  durch  Fernwirkung  im  Zusammenhang,  wie  <I>  mit  tv. 

Es  legt  dies  den  Gedanken  nahe  <I>  als  zweite,  den  Zustand  be- 
schreibende Grösse  einzufidiren.  wie  schon  bei  der  Energie- 
gleichung bemerkt  wurde.  Man  wird  zu  einem  unten  zu  behan- 
delnden, sehr  symmetrischen  Gleichuiigssystem  geführt. 

"Weitere  Auffassungen  der  Grundgleichung. 

Bemerkenswerte  Transformationen  der  Grundgleichung  ergeben 
sich,  wenn  man  die,  durch  direkte  Rechnung  zu  beweisende 
Formel 


L 


m~x  ., ,    ,   ,        ria*         /)i~x 
cos X''  ax  =  — ; —  cos 
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l)eniitzl.    Es  geinii;!  <r  nänilioli  den  Gleicliiini^eii 

0 — ! h-f-    I  I  ir  \-vvV- <r/o' =  o. 

p— V  -+-•>.  1-5  V    /  /         v<»>^-V- rf'^'  =  o     (1), 

P___-4-r'vv    /  /         u\'-\'-do  =o. 


-II    '  —  II 


Diese  Formen  sind  alle  };eei^nel,  die  Hanp^leicliuiii,'  \oll- 
sländig  zu  ersetzen.  Zusammen  mit  den  für  «"  geltenden  Bedin- 
cunffen  bestimmen  sie  eine  und  nur  eine  Lcisung,  wie  man  wieder 
durch  die  unten  zu  besprechende  Anwendung  trigonometrischer 
Reihen  beweist.  Sie  können  dazu  dienen,  eine  physikalische 
Deutung  der  zu  Grunde  liegenden  mathematischen  Sätze  zu 
erleichtern.  Die  letzte  kcmnte  man  etwa  f'olgendermassen  plau- 
sibel machen  : 

Die  Fläche  des  Quadrates  trenne  zwei  Medien,  deren  trans- 
versale Verschiebungen  (V  und  W  sein  mögen.  Die  beiden  Medien 
seien  durch  Fernw  irkung  miteinander  verknüpft,  sodass  zwischen 
iv  und  W  die  kinematische  Bedingung  besteht 

W  =    r  r»  X2Y2rfo  . 


=//■■■' 


Ausserdem  soll  die  auf  jeden  l'unkl  des  ersten  Mediums  wirkende 
Kraft  durch  die  in  seiner  unmiltelbaren  Nähe  stattfindende  De- 
formation des  zweiten  bestimmt  sein,  sodass  wie  bei  den  trans- 
versal schwingenden  Platten  der  Ausdruck  der  Rrafl  sichergebe 
proportional  zu  AAW: 

r)2  d'-    \ 


(')   Der  Ansatz  für  die  polentielle  Energie 

v''-^  w  I   /  A  w  X'  Y-  do' 

führl,   bei   iteeigneten   Randbedingungen,   zu  dieser  Formel   als   Hauptgleichuni 
Dieser  Ausdruck  liat  die  I'orin  eines  Sclbslpoteiitials. 
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iJann  ist  also 

— -  -+-  c2  aaW  =  o. 

Man  erliäll  bis  auf  ein  Vorzeichen  die  oben  besprochene  Gleichung; 
aber  entsprechend  der  nun  angenommenen  Isotropie  \\ erden  die 
Schwingungszahlen  des  Systems  proportional 

II  II 

■ stau      — ; ;  • 

n^         1)1-  n-         ni- 

Auch  hier  niuss  also  die  Platte  anisotrop  angenommen  weiden. 


Auf  etwas  anderer  Grundlage  und  mit  weniger  Rechnung  erhält 
man  ebenfalls  die  ßalmersche  Formel,  wenn  man  die  «  Wir- 
kung »  <I>  zunächst   durch  die,  eine  Koiit;d\l\\  irkiing  ausdrückende 

Nvte  marginale  inanuscrite  de  Ritz-  : 


dx'^  öy-  Ot-        dy- 

Hieizu  noch  eine  Randbedingung,  etwa  4>  =  o ;  dann  ist  4»  bei  gege- 
benem w  bestimmt,  denn  eine  etwa  hinzu  tretende  Funktion  o  genügt  den 
Gleichungen 


dx-  dy- 

also 
und 

o  = 

x{x)y^ 

:0,               ± 

'i{y)x- 

aß"-f-o" 

=  o, 

^\ 

1    -T 

also  a, 

■^-  Y,  5 

linear; 

und  für 

—  axy 

-t-  bx  -\ 

x  =  ± 

-er 

~'~ 

d 

' 

zeigt  sich 

Analogie  zu  der  Art  wie  H.-A.  Lorentz  das  Haniiltonsche  Integral  für 
Klektronen  ansetzt  und  variiert.  Für  zwei  Komponenten  eines  Vektors  U,  V» 
ähnliches;  nimmt  man  hier  als  Hüifsvectoren  oj,  Oo,  sodass  Y'(p,  =  £U; 
v''-i2=  -X-,  so  entsieht  genaue  Analogie. 
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Gleichung 

di) 


=  4  t'ii' 


definiert,   die   erst  nachträglich   durch   Feruwirkiuig  zu   erklären 
sein  wird.    Das  Hamiltonsche  Integral  sei,  unter 


^-  dF^~ 


die  friUiere  Operation  verslanden 

Hierin  führe  man  iv  aus(i4)  ein  ;  die  Variation  ist  sofort  ausl'ülir- 
bar  und  gibt 

'  dt^  öv  öy* 

also  für  ^  die  Grundgleichung  (11),  die  früher  für  w  erhallen  war 
Das  Randintegral  wird 


o  =±  I      dl    j   (h 


Wir  setzen  am  Rande 
5** 


^  1  f> 

t)9«I>                 d»4> 

fj3* 

iln^  Os' üt-    '    "  Oii^ 

Os^  öii 

Ö  0* 

(               p                  Ol"* 

J2* 

-i-    

Oll 

V         lüt--^    t^/l"''  ()äW>/2 

(//i^ 

<I>  =  o. 


()n- 


also         w  =  o 


nacli  (  i4), 


d.  h.  wir  halten  den  Rand  fest. 

Die  sogleich  abzuleitende  Energiegleichung  ist  für  den  Beweis 
der  Eindeutigkeit  hier  unbrauchbar,  da  bei  gegebenen  ((v)f=o, 
{d^vldt),^^  die  Grössen  (4>),  =  o,  (^^/<^0^  =  o  «"S  (i4)  noch  nicht 
-anz  bestimmt  sind.  In  der  Tat  ist  auch  die  L.isung  erst  eindeutig 

o 

bestimmt,  und  zwar  ist  sie 

iv  =  Asin(v^  -I-  c)  sin sui  -  > 


\    ~    --    \m-         n- 
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wenn  man  (i4)  durch  Fermvitkung  erklärt,  d.  Ii.  durch 

(.5)  1^  =  .  f  f ^v{x\y ){\x-T'\-^''-J^'Y\y-y\-^-^^^^'yio 

ersetzt.  Nun  ist  4>  für  den  Anfangszustand  bestimml.  die  Eindeutig- 
keil folgt  wie  früher. 

Nach  einem  p.  ic)  abgeleiteten  Resultat  gilt  der  Satz: 

Die  Integralfileichun^  (i5)  ist  äquivalent  der  Differential- 
gleichung (i4)  niit  den  Randbedingungen 

<^  =  o. 


I         ^( x  ,  y)  dx'  —  o.  I        (pix,  f')  dy  =  (). 

Für  ungerade  Funktionen  <I>  sind  die  Zusatzbedingungen  identisch 
erfüllt. 

Der  Salz  lässt  sich  auch  umkehren. 

Ganz  ähnlich  kann  man  auch  von 


dx"-  dy^  d^^  dr, 

ausgehend,  statt  von  der  Integraldarstellung,  den  ersten  Ansatz 
(p.  26fr.)  entwickeln.  In  allen  Fällen  gelangt  man  für  die 
Wellenzahlen  zur  Balmerschen  Formel.  Durch  Multiplikation 
der  Grundgleichung  mil  [d<^  dt)do  und  Integration  über  irgend 
ein  Bereich  erhält  man  nach  einigen  Transformationen  den  Satz  : 

Die  zeitliche  Aendcrung  der  Fnergie  eines  Flächenstückes, 

drückt  sich  aus  durch  ein  Randintegral  über  dessen  Begren- 
zung.  Die  Fnergie  des  gesamten  Systems  bleibt  erhalten. 


Nicht  wesentlich  verschieden  von  den  bisher  betrachteten  An- 
sätzen verhält  sicli  der  Fall,  wo  man  V^erschiebunoren  der  Platte  in 
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ihrer  Ebene  voraussetzt,  und  dementsprechend  zwei  Komponen- 
ten //,  ('  einer  in  der  IMattenebene  liegenden  gerichteten  Gn'isse 
einfidirt.  Ich  halte  mich  dabei  niclil  auf  und  gebe  im  folgenden 
eine  nicht  auf  dem  Hainillonschen  Prinzip  beruhende  Auf- 
fassung der  Vorgänge,  die  sich  aber  in  ihrer  symmetrischen 
Form  den  Maxivellschen  Gleichungen  sehr  nähert . 

Seien  /y,  c  zwei  Gr.issen,  die  in  jedem  Punkt  den  Zustand  des 
scliwingenden  Quadrates  beschreiben,  etwa  die  ^  erschiebungen 
zweier  sich  in  diesem  (Quadrat  berührenden  Medien,  senkreclil  zu 
dessen  El)ene.  Die  Bezeichnungen  y',  X,  \  bebaken  ilire  frühere 
Bedeutung.    Die  Gleichungen  der  Bewciiun"  seien  nun 


(III) 


^-/Y^vxv.,/,       _^  =  ./7.uxv.„', 


am  Rande  sei 

(IIFa)  r  =  o,  V  =  o. 

7a\v  Integration  dieser,  wie  sich  ei'g«d)en  w  iid,  d(^i\  ^  organg  bei  ge- 
gel)enem  Anfangszustand  eindeutig  beslimmenden  (ileichungen  sei 

U  =  U]  (3",  j')  sin  v/,         V  =  V,(x,  yj  cosv  / 
gesetzt ;  es  wird  (III) : 


(i6) 


U,  =  c  f  f^WW  do\  vV.,  =  £  f  fxüiWdo'. 


Addiert  nnd  subtrahiert  man  diese  zwei  Gleichungen,   so   (indet. 
man,  dass  T,  +  V,,  U|  —  \  ,  L<isungen  sind  von 


^   V  (i^  =  £   /    j  \n' .W  do' , 


(17) 

'      it'  ^  o  am  Hill! de. 

Der  Ansatz  trioonometrischer  Funktionen  führt  anf 


^    .     ni-.r    .     NT.  V 
A  s  I  n              sin 

,.""-(    ' 

(t                a 

'-^'-if-yi^^ 

U  =  B  sin(  v/  -^ 

m  —T     .      /iT.V 

a                a 

\   =  B  cos(  V  l  -i- 

.     rn  T..r    .     nr.v 

wo  A,  B,  c  willkürliche  Konstanten  bedeuten. 
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Es  ist  dies  auch  die  einzige,  Eigensclnvingun2,en  entsprechende 
Lösung,  und  der  Beweis  dieses  Satzes,  der  mit  wenigen  Än- 
derungen auf  die  iihriuen  schon'behandelten  Fälle  sich  ausdehnt, 
soll  kurz  dargelegt  werden,  da  die  Entwicklungen  sich  hier  am 
übersichtlichsten  gestalten. 

Eindeutigkeit  der  Losung. 

Wir  wälilen  die  Längeneinheit  so.  dass  die  Seite  des  Quadrates 
>.-  werde.  Da  nur  Lösungen  in  Betracht  kommen,  die  innerhalb 
der  ganzen  ( k^'^' ^tfläche  stelig  und  endlich  bleiben,  so  kann 
man  für  dies  Gebiet  w  in  eine  konvergente  trigonometrische 
Reihe 

w  =  ^  A,„„  cos/« X  coiny  —  B,„„  cos, in x  s\nny 

in,  n 

-r-  G,„/j  9'\nnix  coiny 

in,  n 

entwickeln;  da  am  Rande  a-  i=  o  ist,  so  bleiben  nach  einem  be- 
kannten Satz  ('  )  die  Grössen  A„j,< //«-«-  etc.  bei  wachsenden  in,  n 
endlich,  die  Reihe  konvergiert  wie  2,  i/'^^'''":   ^^dso    absolut  und 

gleichmässig,  und  darf  daher  gliedweise  integriert  werden. 

In  der  Gleichung  (17)  kann  man  aber  offenbar  durch  partielle 
Integration  alle  Differentialquotienten  zum  \  erschwinden  bringen 
bis  auf  Glieder  der  Form 

die  nur  \on  x  l)ez.  y  aocli  ajjhängen;  die  Entw  ickelungen  derselben 
in  Fouriersche  Reihen  konvergieren  wieder  absolut  und  gleich- 
massig:  denn  auf  den  Rändern  .r  =  ziz  -  ist  für  jedes  i'  a-  =  o.  also 
divjöy=:^o]  dies  gilt  auch  an  den  Ecken.    Die  Funktion 


I  '  )  Vj;l.  i{iEMANN-\N  KBKR,  Die  partiellen  Dilferentialgleickungen  der  niathe- 
nialiscken  Pliysil;,  t.    I,  Braunsclnveii;  1900,  p.  78. 
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cibt  also  an  den  Ecken  o(iiz7:)=:o,  der  HiilCssatz  lässt  sich  aucli 
hier  anwenden.  Auch  diese  Entwickeliingen  dürfen  gliedweise 
integriert  werden,  und  so  ergibt  sicli  dui'ch  Ausführung-  der  Inte- 


grationen in  (i  'j  ) : 

7,      »",„>,(•'  -^  \^ :r-:r] 

^^  \  1)1-11-    I 


o  = 

«i  =  1 .  /i  =  1 


-+-   7    (  V  —  ^-^  )(A„„cus«:7-  —  A„„  cos«  y 
jm^  \  in-/ 

"='  —  I5„„  siiwj^  —  C.„o  sin/txj-f-vA,,,,, 

denn  es  ist 

r'^^'r        '•     ik-.-t-'i    ,    ■'-  , 

/      [iy-y  )-      ,_     J  ^fy  =  .  --• 

Wenn  kein  ((  mehrfacher  »  Ton  vorliegt,  so  ergil)l  d;is  Nullsetzeu 
der  Koeffizienten  für  das  dlied  (niafi»)  bez.  (/i^) 

ml—  nl  i  -2 

—  V  =:  /(£  ; —  \i('/..  'I    = ) 

und  die  Reilie  reduziert  sich  auf  das  eine  (jiicd  i\„,  „  ,,  (he  librigen 
Koeffizienten  müssen  verschwinden. 

Da  nun  a>:^o  am  Rande  sein  soll,  so  bleibt  von  den  Gliedern 
in  w,„  „  nur  D,„  „  sin /?/o-3^  sin  /*o  )',  die  \„„  etc.  \crschwindcn 
ebenfalls,   wie  zu  beweisen  war. 

Die  allgemeinste  L(isung  der  Gleichungen  liei  belicbiiien  An- 
fangsbedingungen stelltsich  verneige  derMatur  der  parlikidiiren 
Integrale  in  diesem  wie  inallen  behandelten  Fällen  dar  als  eine 
Superposition  von  Eigenschwingungen  nach  der  ["ourierschen 
Formel,  also 

,,       'V'  A          •     /                                   m-x    .     n-v 
U  =  7   A,„„  sin(v„,,„/  -\-  Cnn)  sin sin —  , 

X7                                                     /»  -  .r    .     n  -  V 
V  =   7  A„,„  cos(v,„,„< -(- c„j„)  sui sin — • 

Damit  hängen  zusammen,  wie  man  aus  obiger  Darstellung  von 
U  und  V  entnimmt,  dass  die  Energie  des  Systems 


// 


(\}-^^\'-)do 
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erhalten  lileihl.    Die  Aehnlichkeit  mit  deni  elektromagnetisclien 
Energieausdruck  ist  auffallend. 

Das  "Wasserstoffspektrum  von  !  Puppis. 

Nach  Analogie  der  jjisherigen  Ent\\irkelungen  findet  man  sofort 
eine  ganze  Reiiie  \on  Ansätzen,  die  auf  die  bislier  nur  astrono- 
misch beohachtete  Hauptserie  und  die  zweite  Xebenserie  von 
AA  asserstofi,  also  auf  die  Formel  führen 


((--ü'"'")' 


Es  sei  wieder 


^«9;  .  ,  .  .,  =  4'«' 


f/m 


do 


die  potentielle  Energie.    Das  Hamillonsche  Prinzip  schreibt  sich 
wieder 

.("//^4s(v)'-(|^j""]- "- 

Die  Hauptgleichung  (1) 


'   df^  üx'*  üy* 


und  das  Kandinlegral  folgen  wie  auf  p.  ^o.    \\  ir  entnehmen  aus 
letzterem  die  Bedinsun£:en 

f/<l)  ö3(t>  dcv 

— —  =  o.  ,    =  o  also  ^ —  =  o. 

On  on^  ön 

Entsprechend  der  Dissjmmetrie  der  Gleichung  (;)  sei  jetzt 
der  Ansatz  (19;  für  ^  durch  Fernwirkung  erklärt  nach  der 
Formel 

Das  Gesetz   der   Fernwirkung   ist    demnach    nicht    dasselbe    wie 
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früher;  es  j;elang  mir  nicht,  in  einwandsfVeier  Weise  diesen 
etwas  unbefriedigenden  Umstand  zu  vermeiden.  Die  Haupl- 
i^leichung  dagegen  ist  unverändert  geblieben. 

Setzt  man  liierin,  wie  oben,  (V  aus  (19)  ein,  integriert  partiell 
und  beachtet  die  Randbedingungen,  so  erhält  man  wie  p.  29  die 
durch  die  Fernwirkung  bedingten  neuen  Gleicliungen 


/: 


^{x,  -r-  a)  =  *(j",  —  rt), 
^^(x.  y' )  dy'  =  o,  <IH-+-  a,  j)  -H  *(—  a.  y) 


Das  einzige  Integral  ist 

im-] —  ]t^x 

^  ■>   I  n  TT  V 


4>  =  A  siii(v  /  -I-  c)  sin 


und  (11)  liefert  die  Scbwingungszahlen 


^  =  V7- 


1 


m      :       ^j  J  \        «=±I,±-2, 


/;j  =  o,  ±  I,  zt  2, 


Nach  der  Ableitung  dieser  Formeln  /iahen  neinitive  sowohl  wir 
positive  m,  n,  v  eine  physi/:alische  Heden  tun  g. 

Auch  hier  sind   im  Gebiete  der  Schumannschen   Strahlen  neue 
Serien   zu    erwarten. 


Vus  den  vorhergehenden  Entwickelungen  ergibt  sich  wohl  von 
selbst,  dass  nur  der  allgemeine  Typus  der  aufgestellten  mathe- 
malischen Operationen,  nicht  die  speziellen  Deutungen  und  Aus- 
führungen den  Kernpunkt  der  vorgetragenen  Theorie  bilden. 
Schon  eingangs  habe  ich  hervorgehoben,  dass  und  warum  eine 
Zurückfühuns  auf  die  Heläufiireren  mechanischen  und  elektrischen 
Vorstellungen  und  Gesetze,  eine  «  physikalische  >■>  Erklärung,  mit 
der  Balmerschen  Formel  unverträglich  erscheint.  Es  bedürfte 
einer  viel  eingehenderen  Kenntnis  der  Atomwelt,  um  eine  von 
Willkür  freie  physikalische  Theorie  auf  den  hier  gegebenen 
Grundlagen  aufzubauen. 

Trotz  vielfacher  Versuche  ist  es  mir  nicht  gelungen,  eine  andere 
geometrische  Figur  zu  Grunde  zu   legen  als    das   Qua^at.    Man 
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kann  sich  dasselbe  vielleiclit  als  eine  der  Flächen  eines  hnhifs 
vorstellen.    Die  Symmetrie  der  Formel 


n-        m-  J  L 


ni )  ( n  —  ni )' 
in-  n- 


enlspriclil  sehr  genau  der  eines  (hiadrales  mit  seinen  zwei  Diago- 
nalen, nicht  aber  etwa  der  einer  Kugelfläche.  Aus  diesem  Grunde 
Hess  sich  auch  die  Einlidirung  des  Differentialausdruckes  d'^jd^&r^ 
nicht  vermeiden. 

\\  ollte  man  von  dem  K-oeffizient  4  ^^  de  Balmerschen  und 
in  der  Pickeringschen  Serie  und  von  den  Rvdbergschen  Geset- 
zen absehen,  wozu  keinerlei  Berechtigung  vorliegt,  so  k(innte 
man  auf  die  Anuahiiic  eines  eindimensionalen  Kontinuums  eine 
einfachere,  wenn  auch  nicht  ganz  genügende  Theorie  gründen.  Es 
sei  z.  ß.  ivix )  die  transversale  \  erschiebung  der  Teilchen  eines 
Stabes  \on  der  Länge  20  aus  der  Gleichgewichtslage;  /•=:j.r  —  x'\ 
die  Entfernung  zweier  Punkte  desselben.  Der  Nullpunkt  sei  in  der 
jMitte  des  Stabes;  dann  sei  die  Fernkraft,  die  ein  Punkt  {x')  auf 
[x)  ausübt,  proportional  w(x')  und  der  Funktion 


'('•) 


f  /■ )  -i-  ß  {  /•  —  —  )  ('a,  3  zw(^i  Konstanten ); 


endlich  sei  noch  eine  elastische  Kraft  proportional  \v(x)  vorhan- 
den.  Die  Bewegungsgleicliung  lautet  : 


0-  iV 


-  c- (v -f-   /         w{x')'^i  r)  dx'. 
'^  —II 

Der  Rand  sei  fest.    Dann  ist  die  Lcisun» 


...                  .     inizT 
«■  =  A  si n  ( V  /  +  c ;  sin ; 


was  natürlich  auf  die  ßalmersche  Formel  formal  sich  reduzieren 
lässt;  doch  scheint  eine  physikalische  Deutung  dieser  Koeffi- 
zienlenbestimmung  nicht  imiglich  zu  sein. 

Man  kann  auch  mit  Hrn.  Riecke  zwei  Zustandsgrössen  w,  c  ein- 
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Cnlirou:  sei  dann 


am  Rand   «  =  c  =  o. 


SO  folgt 

•^^_.2.         i.,         ^-^  =  -,         SO  ist         v  =  N(v--^ 


c-2r2         I  -.  /  I  I 


.1:: ci ;  ist =  7  '  so  IM,  V  -  .,     ^  —  — 


Doch  wie  diese   Bedin-un-.    in  die    die  Zahl   t.   eingeht,   erklärt 
werden  soll,  ist  mir  nicht  vorstellbar. 

Die  Spektren  anderer  Elemente. 

Der  \  ersuch,  die  für  Wasserstofl'  gefundenen  Ansätze  auf  die 
Spektren  anderer  Elemente  zu  \erallgemeinern,  stüsst  zunächst 
;,uf  die  Schwierigkeit,  dass  für  dieselben  so  einfache  und  exakte 
Gesetze  bis  jetzt  nicht  bekannt  sind.  Nur  das  Auftreten  der  kon- 
stanten Difi^erenzen  in  den  Nebenserien  ist  mit  voller  Schärfe 
nachgewiesen.  Man  wird  wieder  scbliessen,  dass  sich  aus  der 
Formel  für  das  zunächst  auftretende  Quadrat  der  Schwingungszahl 
<lie  Wurzel  ausziehen  lässl.  Dieses  bedeutet  im  allgemeinen  eine 
recht  komplizierte  Forderung,  die  nur  bei  sehr  speziellen  Dif- 
ferentialgleichungen und  Randbedingungen  erfüllt  sein  wird. 
Bedenkt  mau  noch,  dass  die  Gestalt  der  Spektralformel  bei  allen 
Elementen  dieselbe  ist  und  dass  einer  der  auftretenden  Koeffi- 
zienten sich  als  annähernd  universell  erwiesen  hat,  so  wird  man 
zur  Annahme  geführt,  dass  bei  allen  Elementen  die  Serien  durch 
das  früher  betrachtete,  schwingende  System  ausgestrahlt  werden 
und  dass  die  Randbedingungen  af/ein  von  Serie  zu  Serie  vari- 
ieren. Dann  gilt  für  die  Lichterreger  aller  Elemente  die  für 
alle  Serien  von  Wasserstoff  erfüllte  Grundgleichung  (II) 


d'»ir 


d2  d-^ 


Wieder  hat  man  Schwingungen  eines  Quadrates  anzu- 
nehmen, und  die  Grössen  r,  p,  die  Länge  2«,  als  universell 
anzusetzen. 
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Dann  behalt  die  Ojjeraliou  7  iliieii  Sinn,  den  sie  bei  beliebiger 
Berandung  verliert  (da  sie  \onder  VVaiil  des  bLoordinatensysteins 
abhängig  ist);  die  Herleitung  der  Grundgleichung  wird  wieder 
durch  das  Hamiltonsche  Prinzip  unter  Zugrundelegung  einer  der 
angeführten  Ansätze  für  die  potentielle  Energie  geschehen.  Dabei 
wird  man  nicht  von  der  Fernwirkung  ausgehen,  die  bei  den 
verschiedenen  Serien  von  WasserstolT  schon  verschieden  ange- 
nommen werden  niusste,  sondern  \ou  einer  der  beiden  partiellen 
Diirei'enliali:leifhuni:en 

4rvci'  oder  — :;  =  4vw, 


ux-  üy^-  Ox^  Oy- 

und  diese  durch  Fernwirkung  erklären.     Verschieden    von    Ele- 
ment zu  Element  sind  dann  nur  die  Bedingungen,  denen  die 
Schwingung    unterworfen  ist  und  die  das  Integral  von  (II) 
vollends  bestimmen. 
iNiniiul  man  etua 


üx-  dy- 


4  V^'! 


so  geben  die  Entwickelungen  |).  \o{\.  nur  zwei  Randbedingungen; 
sind  dieselben  erfüllt,  so  folgt  auch  die  Energiegleichung;  eine 
dritte  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Lösung  notwendige 
Bedin^un"   wird  wie  dort  durch  einen  oeei^neten  Ansatz  für  die 

Po  00 

Fernwirkung  erhalten. 

Leider  ist  eine  Integration  von(IIj  vorder  Hand  nur  unter  sehr 
speziellen  Bedingungen  möglich;  es  gelang  mir  daher  nicht,  eine 
direkte  Berechnung  der  Schwingungszahlen  auf  Grund  verschie- 
dener Ansätze  für  die  Randbedingungen  auszuführen.  Dagegen 
kann  man  auf  dem  gewissermassen  umgekehrten  \\  eg  doch  eine 
Prüfung  der  (irundhypothese  vornehmen.  Man  setzt  erst  geeignete 
Integrale  \ on  (H)  an,  und  kann  dann  aus  ihnen  auf  die  Rand- 
bedingungen schliessen. 

Die  Bedingungen  müssen  natürlich  derart  sein,  dass  sie  wieder 
auf  oszillierende  Funktionen  führen.  Nun  haben  neuere  Unter- 
suchungen (^'  )  über  die  asymptotisclie  Darstellung  von  oszillieren- 


( ' )  Literalur  vgl.  A.-K.  Forsyth,  Theory  of  dijf.  equations,  l.  IV,  1902,  p.  34i. 
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den  Integralen  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleichungen  ge- 
zeigt, dass  solche  Integrale  in  sehr  allgemeiner  Weise  angenähert 
asymptotisch  nach  Poincare  ( '  )  darstellbar  sind  durch 

(  >o)     sin  kx( 7.  —  -T^  -H  T7^ ^.  .  .  )  -i-  cos/t-a:(  a'—  -f -rj—-  -r-. .  .  ) 

'  \  ha-  A  J7-  /  \  A'x-         /,   3-  I 

(^a,  [i,  y,  a',  [i',  y'  Konstanten;. 

Für  Bedingungen,  die  nur  wenig  von  den  bei  Wasserstofl" 
geltenden  abweichen,  werden  iv  (bez.  $  )  und  seine  in  (II)  auf- 
tretenden Dillerentialquotienten  wenig  von  sin /;«— x/a,  sin  AiTiy/a 
oder  äluilichen  Ausdrücken  abweichen,  und  von  der  Form  sein: 

(•21)       IV  =  siii(v<  +  c  )  [  Ai  sin  A,r  cos/v  -i-  Ao  cob/cr  coi^ly 

-+-  A3  sin  A.r  cosly  ■+-  Ai  sin  A  .r  sin  ly  -+-  B], 

wobei  die  A  asymptotisch  darstellbar  sitid  durch 

in)  \.-^^a/,!,i /:.!■)/' ily)T. 


Die  h'unktion  H  ist  nichtoszillieicnd,  im  übrigen  etwa  eine  Polenz- 
reihe,  /.  und  /  sind  Konstanten.  Die  Reihen  (20)  und  somit  (22) 
sind  nur  semikonvergent  und  gelten  meist  nur  für  positive  bez. 
nur  für  negative  x,  y.    Die  «,'„  sind  nicht  alle  gleich  Null. 

Nach  Poincare  {loc.  cit.)  darf  man  solche  Reihen  gliederweise 
integrieren;  aus  der  asymptotischen  Darstellung  von  d'^ivjdx^  dy* 
lässt  sich  so  «r  gewinnen,  also  darf  w  in  diesem  Falle  gliedweise 
difl'erentiiert  werden.  Durch  Differentiation  geht  nun  ein  Glied 
\on  der  Form  sin/.-.r  sin /y/(/.-.r)/'(/j')'/  wieder  in  ein  ähnliches 
über,  dessen  Exponenten yv',  q'  gnisser  oder  gleich/?,  rj  sind.  Nur 
wenn/?  =  ^=:o  ist,  geht  das  nun  rein  trigonometrische  Glied  in 
ein  ebensolches  über.  Setzt  man  die  Reihe  (2  i)  für  w  in  (II)  ein, 
so  müssen  die  Glieder  der  letzteren  Art  für  sich  verschwinden; 
die  sich  ergebende  Bedingung  ist  also  dieselbe  wie  wenn  man 
direkt  Ansätze  der  Form  sin/,  .r  sin/y,  oder  coskxs'\n/y^  etc. 
in  (II)  einführen  würde.     Es  ergibt  sich  demnach  genau  v^ie  bei 


(')  H.  PoiNCARii,  Acta  math.,  t.  VIH,  1886,  p.  29.5(1. 
H. 
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W'asserslofi : 

Man  kann  wieder  die  W^iirzel  aus  der  Formel  für  das  Qua- 
drat der  Sc/iwin i^u n  osza/i /  ausziehen ,  die  erste  Forderung 
ist  erfüllt  ( '   . 

Weiter  ist  nun  iuv  x=^-~-a  und  beliebige  }'  ii-f^eiid  eine  Be- 
din^uns:  zu  erfüllen,  die  etwa  durcli  JNullsetzen  einer  linearen 
Verbindung  von  vv,  seinen  ersten  Integralen  oder  Difterential- 
quotienten  für  jr^-u«  erhalten  wird.  Sie  wird  daher  die  Form 
haben 

%( k  )  ?-\n  ka  -k-  'i{k)  Qo^ ka  =  o         oder         lang/.-a= — — • 

Bei  W  asserstoft' waren  die  Gleichungen  ?in  La  =  o  oder  cos  fca  =  o. 
Für  gewisse  Randbedingungen  wird  3/a  bei  \\achsendeni  k  un- 
endlich gross,  tür  andere  Null,  noch  für  weitere  endlich.  Letzteier 
Fall  tritt  schon  beim  entsprechenden  eindimensionalen  Problem 
auf  (vgl.  unten);  setzen  wir  geeignete  Bedingungen  \oraus  (-),  so 
wird  also  für  grosse  positive  /.  oder  m 

tan";A'a  =  konst.,  k  =  ■ —  kniist., 

a 

Eine  bessere  Annäherung  wird  man  erzielen  durch  Benützung 
weiterer  Glieder  der  im  allgemeinen  nur  semikonvergenten  Ent- 
wickelung  von  ^3(A')/a(Aj.    (Die  c  sind  Konstanten.; 

tang  ka  =  Ci,-^  T  ~  1?  ^ '  " 


also 

ka  =  TiiT. 


2j.  _  Ci 

k        k-^ 


(')  Die  letzte  Gleichung  und  die  folgenden  Betrachtuni;en  sind  durchaus  nicht 
aa  die  Existenz  der  asymptotischen  Entwickelungen  gebunden. 

(-)  .Man  kann  die  Bedingungen,  die  ja  wegen  der  eingeluhrlen  Fernwirkungen 
auch  Integrale  enthalten  können,  so  wählen,  dass  eine  Lösung  der  Form 
cosA'^  cos/-»-  resultiert,  wo  k.  l  durch  Gleichungen  der  verlangten  Art  gegeben 
sind;  doch  sind  diese  Ansätze  sehr  wenig  plausibel,  ich  halle  mich  dabei  nicht  auf. 
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5i 


oder  angenähert 


ka  —-  rnr: 


r*.,  a- 


(  ni  ~  -+-  c'   y^ 


ähnliches  yiilliir  / [').  Diese  allerdings  nicht  recht  befriedigenden 
Betrachtungen  führen  also  auf  die  für  positive  grosse  m,  n  gültige 
Formel 


/3-2     a-  r 

V  7 ''  ^  Lr^ 


(/'  ^  [j.')- 


in  welcher  N,  ia,  |jl'  Ronstanlea  sind,  also  (ruf  die  Bydbergsche 
Formel,  und  da  nach  den  gemachten  Annahmen  p,  «,  c  univer- 
sell sind,  ivird  der  Koeffizient  N  universell. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aber,  dass  die  Rydbergsche 
Formel  für  niedere  m,  n  zu  korrigieren  ist,  aber  nicht  durch 
Variieren  des  Koeffizienten  N,  wie  bisher  getan  wurde,  son- 
dern indem  man  u,  ui'  je  durch  E ntwicklun^en  der  Form 


h 


!>' 


oder 


(/n  -h  a)       (//t  -+-  iJL)'^ 


8 


{m  -+-  ix') 
ß' 


(m+  !^')- 


Y 


ersetzt. 


{/n 


y^)' 


(m  -+-  ix)-        {in  -i-  [i)'" 


Jede  Serie  entspricht  einem  bestimmten  /n  und  variabeln  n  oder 
umgekehrt,  und  wiid  demnach  durch  die  Formel  gegeben 


±  V  =.  A 


in  der  A,  a,  b  Konstanten  sind. 


{m 


v>-]' 


(')  Im  allgemeiiislen   Fall  würden  c,,,  c,  . . .   noch  von  /  abhängen,  sodass 

b. 


doch  scheinen  in  der  weiter  zu  behandelnden  Annäherung  die  einfacheren  Formeln 
zu  genügen;  die  unbekannLen  Bedingungsgleichungen  sind  liier  also  für  die  erste 
Annäherung  dieser  weiteren  Beschränkung  unterworfen. 
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Der  zweite  Koejfizient  N  aller  Serienformeln  miiss  uni- 
versell sein. 

Die  Linien  eines  Doublets  oderTriplets  gehören  im  Sinne  dieser 
Theorie  Quadraten  an.  die  sich  tinter  nur  wenig  verschiedenen 
Bedingungen  befinden.  Dagegen  werden  die  Linien  einer  Serie, 
die  Hauptserie  und  ihre  entsprechende  2'"  Nebenserie,  von 
Schwingungen  eines  und  desselben  Trägers,  die  genau  gleich- 
artig sind,  gebildet.  Es  lassen  sich  nun  die  Ergebnisse  der  Unter- 
suchungen von  Runge  und  Paschen  leichter  verstehen,  nach 
welchen  die  Linien  einer  und  derselben  Serie  qualitativ  und 
quantitativ  denselben  Typus  besitzen;  ebenso  die  Linien  von 
flaupt'und  2'^''  Nebenserie  während  dies  für  die  zwei  Linien 
je  eines  Doubleis  nicht  der  Fall  ist. 

Die  weitere  Bestätigung  der  neuen  Formeln  wird  in  den  unten 
gegebenen  Tabellen  sich  finden;  sie  zeigen  folgendes  :  Bei  allen 
Elementen  gilt  Jür  die  Hauptserie  die  Formel 

V  =  A  —  ; ■ j- TT  (  "^  =  '-*'  ■^>   •  •  •), 

( in  -^  a  —  o i  ni-  )- 

für   die   erste  Nebenserie  eine  ähnliche  Formel,  für  die    2'^ 
Nebenserie 


V  =  A 


i^U 


oder,  was  bis  auf  Glieder  h(iherer  Ordnung  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, 

loq 673.0  ,  ^ 

V  =  A ^ — ^ >  wo  p  =  in  -\-  7.  -^  Y    p-  ^  in  -^  %  ^  :■  (  A  —  v ). 

Die  Rydbergschen  Gesetze  sind  bei  diesen  Formeln  so  genau 
erfüllt.,  dass  Hauptserie  und  2'^  Nebenserie  direkt  durch  eine 
einzige  Foi  mel  dargestellt  weiden.  Dieselbe  enthält  bloss  vier 
Konstanten  statt  sechs,  wie  Kayser  und  Bunge  benutzen ; 
sie  lautet : 

_^  „  -     \  I  ! / 

rh  V  =  I  00  0-  -i  .0 ; -— -  —  7 : ; 7-; .,  i .,  !  • 

I  i  ni  —  et  -r-  l/in-f-         \ii  ~  o.  >  —  a  —  ö   {  n  —  o,  j  i- \-  \ 
Trotzdem  ist   die  Annähcrum:^  an   die  Erfahrung  besonders 
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für  die  niederen  Ordnungszahlen  eine  viel  bessere  wie  bisher 
erreicht  war. 

Die  Grenzen  der  beiden  Nebenserien,  fallen  zusammen  bei 
Gebrauch  dieser  Formeln.,  soweit  die  unsichere  Beobachtung  der 
Struktur  der  ersten  Nebenserie  es  zu  beurteilen  erlaubt.  Jedenfalls 
ist  der  Abstand  nur  durch  Bruchteile  einer  A.-E.  gegeben.  Auch 
die  Konstanten  a,  6,  a',  b'  zeigen  vielfache  Beziehungen.  Erwähnt 
sei  gleich  hier,  dass  nach  dem  Gesetz  der  konstanten  Differenzen, 
«',  ^',  für  die  Linien  eines  Doublels  oderTriplets  denselben  Wert 
haben;  dasselbe  fnidetsich  für/>,  nur  r<  nimmt  verschiedene  Werte 
an.  Infolgedessen  ergibt  sich  ohne  weiteres,  dass  die  Doublets  der 
Hauptserien  einen  gemeinsamen  Konvergenzpuiikt  besitzen,  und 
ihre  Abstände  durch  die  Rydbergsche  Formel  erheblich  genauer 
dargestellt  werden  als  ihre  absolute  I^age.  Weiter  sind  bja^  h\ 
bei  allen  Elementen  negatii'. 

Für  die  Spektren  der  Alkali  ergibt  sich  also  folgendes  Schema: 

Hauptserie: 


(rt  -H  er i-t-  bjiV^  f        [i,i  -H  a'  -H  6';(i,-j)-]'^ 
I  I 


in  =  9-,  3,  4)  •  •  •)• 


1  n  -t-  «2  -f-  bjn- )-        [  I , 'j  -r-  «'  -+-  O'jt  1 ,  J  )-  J- 
Zweile   Nebenseiie : 


(  7.  -i-  Oi-h  0  ■}?  )-  [  W  -r-  rt'  -I-  6    (  ni )"-  ]"- 

l  I 


( /«  =  1 , 5 ;  2 ,  5  ;  .  . . ) . 


( 2  -+-  «2  -1-  b,  2- )-        I  /»  -H  «' -!-  b':{  m  )-  Y 
Erste  Nebenseiie  : 


i   '- 

V  \    {  ■>.  ^  rt  1  - 


I  1 


(m  =  3,  4,  5,  ..  .). 


(2-1-  «2-!-  bj-i^y-        [m  ^  c  -j-  dlm-]' 
N  =109673,0. 

\llen  positiven  Werten  von  m,  n  müssen  Spektrallinien  ent- 
sprechen, ob  die  Schwingungszahl  positiv  oder  negativ  sei.  Die 
Formeln  sagen  also  die  Existenz  unendlich  vieler  Linien  vor- 
aus] leider  fallen  diese  Linien  in  allen  Fällen,   wo  ich  sie  genau 
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berechnen  konnte,  ins  Rot  und  Ultrarot  oder  in  das  Gebiet  der 
Schumannschen  Strahlen.  Diese  neuen  Serien  müssen  mit  den 
])ekannten  sehr  an<;eiiähert  konstante  Differenzen  erj^eljen,  und 
für  die  Grundlinien  [ni=  i  oder  /t  :^  i)  aus  weiteren,  für  die  ultra- 
roten Serien  aus  engeren  Doublets  oder  Tripletls  bestehen. 

I^ür  negative  Ordnun izszahlcn  das'es'^n  selten  die  Formeln 

^  o  OSO 

nicht^  weil  die  zu  Grunde  liegenden  Reihenentwicklungen  nur 
semikonver gent  sind.  (Vgl.  das  sogleich  zu  entwickelnde  Bei- 
spiel.) 

Bevor  ich  zu  den  Tabellen  übergehe,  möchte  ich  die  zu  obigen 
Formeln  führenden  Schlüsse  durch  die  Betrachtung  eines  ent- 
sprechenden, ganz  durchführbaren  Problems  im  eindimensionalen 
Gebiet  stützen.  Dasselbe  verhält  sich  zu  dem  vorigen  wie  das  Pro- 
blem der  transversal  schwingenden  Saite  zu  dem  der  Platte. 

Sei  2  a  die  Länge  eines  Stabes,  seine  Mitte  als  Nullpunkt  der 
X-Achse  gewählt,  <v  die  Verschiebung.    Es  sei 

t>2iP  =  o         die  Hauplgleichiing. 


dt-  dx 
Sei  (v=:  sin  i^kt  +  c)  tv,,  so  ist 

V-  d*  wi 
V-    dx* 

Das  allgemeine  Integral  ist  von  der  Form 

(    (Vi=  A  i,\nkx  -r-  B  6iu/.\r  -t-  C  <C(s%kx  -t-  D  cos  A  a:, 


(23j 


in  1 1  zt  V  (  n  u  )  =:  -j-;- . 


Die  Randbedingungen   (v  =  o,  (?-(r/(?x- =  o   führen  auf  die    Inte- 
grale 

(  /»  H \~X 

tVi  =  Asin und  tv,  =  G  cos — • 

a  a  ' 

sie  entsprechen  dem  Problem  für  V^^asserstoff  und  sind  nicht  ganz 
eindeutig  bestimmt. 

Wir  variieren  nun  die  Randbedingungen  und  nehmen 

^v  =  o,  _—  -[-£_^^o         für         x^±a, 

dx-  dx^  ' 
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unter  z  eine  kleine  Grösse  verstanden.  Es  ergeben  sich  wieder 
zwei  Lüsnngen.  Die  Bedinguniisgieichiingen,  in  (2.))  eingesolzt, 
fordern  : 

V  sin  Aa  -+-  B  5in  Ad  =0,         C  cosAy«  -+-  D  (C00  Av?    =  o, 

A  sin  /,<A  -h  H  !3iii  /v/    -  £  A  (       <  1  sin  A«  -t-  D  Sin  Aa  )  =  <>, 

—  G  cos A/t  -+-  D  CosAti  -f-  eA(  —  \  cosAa  -1-  B  CosAa  )  =  o. 

Ilierans  folgt  für  /.die  (ileiclinng 

( lutii;  Av<  )-  -i — ^-—  1,111g  A<^^  ilwuQAa  —  (SunflArt  )'-  =  o. 


£  -  A"  -        \      e  •  A  ' 

Die  lieidcn  Liisnngcii  halten  denselben  Charaktei" ;  icii  di>i\ntiere 
die  eine  dcrselhen 

Für  grosse  positive  /.  wird  (LiUtJ)  Art  =  -|- 1 ;  für  negative  /> , 
CrtU}]/.v/;^  —  I.  Die  \\  nr/.tln  werden  für  grosse  ///  dargestellt 
dnrth 

An  =  niT,  —  -^       («>><»  I,         7.7/  =  —  /»r  —  -^       ( /»  •<  o  ). 
I  4 

Die  h'orin  der  Kiii\  t'n 


V  =  laiiij  /■.         K  =  i£unfl.r  = 


ergibt,  dass  die  negativen  W  urzeln  dem  Betrage  nach  gleich  sind 
den  positiven.  Für  sehr  kleine  e;  ist  die  erste  Wurzel  angenähert 
/.'rt  ^  ~/:i ;  für  sehr  grosse  £  dagegen  Aa  =  o;  zwischen  diesen 
Grenzen  ist  die  erste  Wurzel  eingeschlossen.  Die  zweite  gibt  also 
/.Y/^TT.  Nach  den  ( iiiderinannschen  Tafeln  (')  der  llvperbelfunk- 
lionen  ist  für  j:^-,  (£rtug  .r  ^  0,9998.  Wir  dürfen  somit  für  die  in 
IJeti'achl  kommenden  /v<s(hr  angenähert  (jLlin{j(A"a)  =  +  i  setzen. 
I'^s  gilt  also  für  grosse  /."  .• 

(  24  )  —  latii;  Aa  =  1 -. — ^7  •  •  •  • 

£-A'-  £*A* 


(')  C.    GuDKRMANN,  Crelles  Journ  ,    tid.  VI,  VII,  VIII. 
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die  genau  die  bei  der  allgemeinen  Theorie  vorausgesetzte  Gestalt 
hat,  jedoch  etwas  spezieller  ist.  Auch  die  oben  berührte  Tatsache, 
dass  die  neuen  Spektralformeln  für  negative  m,  n  nicht  gelten, 
weil  diese  Ausdrücke  nur  semikonvergent  sind,  findet  hier  ilir 
Aequivalent  :  für  neg'ative  /.  wird  (tilug/.Y/  =  —  i  angenähert,  es  ist 
die  Entwicklung  (24)  zu  ersetzen  durch 

(i  ■>. 

(23)  -^  langArt  =  I  —  77J7  —  77-T7- •  •' 

man  erhält  wieder  dieselben  Wurzeln  i)is  auf  das  Vorzeichen.  Der 
wesentlich  singulare  Punkt,  den  (timt)/.«  im  Unendlichen  hat. 
bewirkt,  dass  (24)  und  (aS)  nur  angenähert  sind,  und  keine  Po- 
tenzreihen in  \jk  existieren,  die  für  grosse  positive  und  negative/.' 
die  Funktion  (trtUj)/,«  zu  ent\\ick<'lu  erl,iul)en.    Eine  Cdeichung 

(tang/.r/  =  Ptationale  Funktion  von  k) 

würde  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen.  Die  liesselschen  l'\iiik- 
tionen  dagegen  bieten  dieselbe  Eigcuilümiichkcit. 

Die  Spektra  der  Alkalimetalle. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  Formeln  von  .S.  52  und  S.  53 
mit  den  Beobachtungen  verglichen.  Die  Konstanten  a' Jj,  fi,b  sind 
stets  in  dem  dort  angegebenen  Sinne  gebraucht.  Ich  habe  nur  die 
Hauptserie  und  die  zweite  \ebenserie  lierücksichtigt,  und  von 
letzterer  wegen  des  Gesetzes  der  konstanten  Differenz  nur  eine 
Linie  jenes  Doubletts  und  Tripletts.  Die  erste  Nebenserie  ist  einer- 
seits wegen  ihrer  komplizierlen  Struktur  und  ihrer  besonders  bei 
höheren  Ordnungszahlen  sehr  diffusen  Linien  nicht  so  sicher  i)e- 
obachtel  ;  anderseits  wird  sie  durch  die  bisherigen  Formeln  meist 
schon  sehr  gut  dargestellt;  der  Grund  hierfür  ist  wohl,  dass  die 
den  niedrigsten  Ordnungszahlen  1,  2  sogar  manchmal  3,  4  ent- 
sprechenden Linien  weit  im  Ultrarot  bzw .  Ultraviolett  liegen  und 
nicht  beobachtet  sind.  Danach  ist  die  Übereinstimmung  mit  der 
Erfahrung  hier  wenig  beweisend.  Immerhin  zeigen  die  aus  beson- 
dern Gründen  bei  k,  Tl  mitgeteilten  Tafeln  der  ersten  JNeben- 
serie,  dass  sie  e!)enfalls  sehr  gut  dargestellt  wird  ( ').   Die  Formeln 

(')  Dass  auf  Grund    der  Uydbergschen   Formel   die   Grenzen   der  Nebenserien 
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sind  meist  aus  einzelnen  Linien  nnd  niclil  durch  Ausgleichung; 
heret'hnel.  Denn  wie  aus  der  Theorie  zu  erwarten  ist  und  sich  bei 
einzelnen  Serien  hes[ätii;1.  sind  die  Kenner  der  Formeln  in  Wirk- 
liclikeit  doch  noch  durch  höhere  Glieder  in  im-,  i'/«- zu  ergänzen, 
wodurch  die  nach  der  Methode  der  kleinslen  Quadrate  erreichbare 
höhere  Genauigkeit  bei  der  Festlegung  der  Konstanten  doch  illu- 
sorisch wird.  Lehrreicher  schien  es  mir  zu  zeigen,  wie  genau  die 
{Extrapolation  geschieht. 

Die  erste  Kolumne  gibt  die  VVelletdänge  /.  in  Luft.  Die  zweite 
die  nach  Kayser  und  Runge's  ( ')  Bestimmung  der  Luftdispersion 
auf  Vakuum  reduzierten  A\ellenzahlen  v  (gleich  lO^A"'  in  Vakuum). 
Diese  Ueduklion  beträgt  für  v  ^  4<JOoo  ca.  12,  für  v  ^  16000  ca. 
4  Einheiten  der  letzten  Stelle;  sie  musstealso  durchaus  berücksich- 
tigt werden.  Die  Fehlergrenze  ist  unter  /''angegeben,  der  Fe  hier 
">'b,oi„,ci,tci  — *>'i.ercch,ie.  '^t  ^''1*  ^ic  Fonncln  von  Kayser  und  Runge 
mit  K.  R.,  für  die  meinigenmit  R.  bezeichnet.  Die  Ordnungszahl 
ist  unter  ni  nnd  /?  eingetragen. 

Li/hiur>i. 
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Hauplserie:  a  =  —  o,o^-]'}\,     6  = -r- 0,0261.      (iretize  :  43482,8. 

Nebenserie:  a   = -1- 0,0999 '(,     b' =  —  o,oj6^6.    Grenze:  28.")'^9,7. 

zusammenfallen,  lial  Rvdberg  gezeigt. /?a/>/?o/7s  du  Congres.elc,  t.  II,  Paris  1900, 
p.  212. 

(')  H.  Kayser  u.  C.  Runge,  Abliandl.  d.  /..  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin. 
1894. 

(-)  Nach  H.  H.  Lehmann.  Ann.  d.  Pliys..  t.  V,  1901,  p.  633;  t.  VIII,  1902,  p.  6'4J. 

(••)  Nach  G.  D.  Liveing,  u.  J.  Dewah. 
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Es    sind    hier   vier   verfügbare    Konstanten    (bei     Kayser    und 
Runge   sechs).     Zur   Berechnung   sind   die  F.inien  |    '.L  3,  5,  3,5 

benutzt.  Die  Rydbergschen  Sätze  sind  in  den  Formeln  schon 
berücksiclitigt.  Die  Formeln  von  Kayser  und  Runge  geben  hier 
bei  Extrapohuion  der  Nebenserie  (für  n  =  a  ihrer  Ordnungszahlen) 
einen  Fehler  \on  6i5  vXngstrom- Einheiten.  Er  wird  bei  den 
übrigen  Alkalien  noch  grösser,  es  wäre  zwecklos,  ihn  einzutragen. 

j\(itriu/n . 
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—  0,11 58.        Grenze:  4' 444,87. 

Net 

)eoseric:    a' =  h- 0,  i5i57,     ^  — 

—  o,o5586.     Grenze:  24472,1. 

Für    die    .Nebenserie     (deren    (irenze    nach     R^ydberg    aus    der 
llauptserie  entnommen  wird)  habe  ich  auch  aus  i,5,  3,5  die  For- 


(  ')  Nach  P.  Lewis,  loc.  eil. 

C^)  Nacli  G.  [>.  LiVEiNG  u.  J.  Dewaü. 
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inel 

(A) 


=  A- 


pio-  M  A  —  v)]-'i 


berechnet  (').  Ks  fand  sich  a  =  o,.5.o5,  ß=-o.ob.o:  ^le 
Fehler  sind  unter  R  einoetra-en.  Rajser  und  Runj^e  hahen 
neun  Konstanten,  hier  sind  tunf  ;;ehraucht.  Die  Doppell.n.cn  s.nd 
nur  l.is  n  =  3  beohachlei:  von  da  an  beziehen  sich  di€  beobach- 
teten X  auf  das  Intensilatsmaxinium,  also  nni^efähr  die  kleinere 
Wellenlänge.    Dasselbe  i;ilt  bei  Kalium. 


h'dliu'H- 
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Die  zu  wenig   -^enaiien  Messungen  von 
LivEiNG  u.  Dewar  sind  nicht  berücksicbligt. 

(')  Nach  p.  52  ist  hierin  das  Vorzeichen  von  v  positiv  zu  nehmen,  wennA>v, 
egaiiv,  WC 

C^)  Nach 


negaliv,  wenn  .\<v.  ^       o  _.    -  cr,^  fi -t- t  o 

H.  Lehmann.  II.  Kavser  u.  C.  Runge  geben  7699, ^±^,o,  766d,6±.,o. 
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\  on  /?  =  6  an  beziehen  sich  die  ^lessungen  hei  der  Hauptserie 
auf  die  kleinere  Wellenlänge.  Die  Grundlinien  7701,  7668  sind 
sehr  breit  und  unsicher  bestimmt,  die  Ditl'erenzen  v,  der  Schwin- 
gungszahlen stimmen  schlecht  mit  den  übrigen  v, .  Daher  ist  auch 
die  Grenze  der  \ebenserie  ungenau.  ?\immt  man  für  die  Grund- 
linien einen  (sehr  wahrscheinlichen)  Fehler  von  o,5  Ä.-E.  an,  so 
erhält  man  die  Abweichungen  /?'.  Dies  zeigt,  welche  Genauigkeit 
die  Messungen  in  ihrer  Gesamtheit  besitzen  müssen,  um  eine  ent- 
scheidende Prüfung  der  Formeln  zu  erlauben.  Es  ist 

i  rii  =  -h  0,2903  (  ) 
Hauplserie  :  ^  o      ^   =  —  o,->>'>().         Grenze  :  35oo5,o. 

(  «2  =  -;-  o/iSjäo  ) 

Nebenserie  :  R.         «' ^ -h  0,81789,         b' ^  —  0,107(1.         Grenze  :  9,2024, 3. 
/?'         a' = -H  0,3  iSi  j.         fy  =  —  0,1081.  )'  22028,5. 

Die  beiden  Nebenserien  \ün  K  sind  in  ihrem  Charakter  kaum 
zu  unterscheiden;  man  betrachtete  bisher  die  mit  GgoS  und  691  i 
beginnende  als  die  erste  jXebenserie.  doch  würde  dies  der  einzige 
Fall  sein,  wo  b'  positiv  wäre  und  wo  die  Rydbergschen  Regeln 
sich  als  unrichtig  erweisen.  Betrachtet  man  sie  aber,  wie  hier  ge- 
schehen ist,  als  zweite  Nebenserie,  so  ordnet  sie  sich  genau  in  das 
Schema  der  übrigen  Serien  ein.  Diese  Entscheidung  wäre  auf 
Grund  der  älteren  Formeln  nicht  möolich  »e^vesen.  Für  Ai  =  2,5 
berechnet  man  a  1=  1  2  /{io,  ).  =  i  2  52  i . 

Die  Gleichung  der  ersten  Nebenserie,  deren  Grenze  aus  der 
zweiten  Nebenserie  entnommen  ist,  lautet: 

,  ..  10967J.0 

V  =  22024, )  — 


(  m  —  o,>8'28  -r- 1,26  m'^ )'- 


Für  w=:4  berechne t  m an  das  Li nienpaarA  =  69.36, 4  5  ^>  =  69645  7- 
Schon  Kajser  und  Fvunge  bemerkten,  dass  hier  ein  allerdings  bis 
jetzt  nicht  beobachtetes  ( ' )  Linienpaar  liegen  sollte.  Sie  extrapo- 
lieren ),  =6957,  4,  A  =  6985,4-  feil  habe  die  Formel  der  ersten 
Nebenserie  hier  angegeben,  weil  sie  gestattet,  diese  roten  Kalium- 
linien mit  grösserer  Sicherheit  voraus  zu  berechnen  und  zu  ihrer 
Auffindung  nützlich  sein  kann. 

(';  Lecoq  hat  ein  Band  öSio-^aiS. 
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Kür  in  =  .)  finden  sich  A  =  i  i  ()43,  A  =  i  i  72  i ;  Kayser  und 
Runge  berechnen  l  =  \i\\4.  A=i2525.  Becquerel  hat  die 
Kaliumlinien  A  =  iO()So,  i  i  ()20,  i2.'').')0  beobachtel,  doch  sintl  die 
Messuu-'en  sehr  nnsiclier,  und  zwei  Linien  ollenbar  nicht  getrennt 
worden.    — 

ItiihidiiiDt . 
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Das  Piuif  2,5  ist  noch  nicht  beobachleL; 
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MKiii  berechnet  X  =  i3G57,  )k  —  i3  228. 

Der  erhebliche  Fehler  von  >, .')  Ä.-K.  bei  der  (Grundlinie  ist  zum 
Teil  auf  die  Ünsicherheil  der  Messungen  von  Lehmann  zurück- 
zuführen.   Die    Ditferenz    der    Schwingungszahlen    dieses    Paares 

sollte  235,.}   sein  nach  Kajser  und  Runge's   Bestimmungen;    sie 

0       _^ 
ist  2.32,8,  der  relative  Fehler  der  zwei  Linien  also  0,8  .A.-E.,  der 

absolute  wohl  noch  grösser,  immerhin  sind  die  Diü'erenzen  auch 
den  fehlenden  Gliedern  der  Formel,  die  sich  bei  höherem  Atom- 
gewicht immer  stärker  bemerkbar  machen,  zum  Teil  zuzuschreiben. 


Hauplserie 
NebtMiserie 


o,  =  0,3  3()  (8 
a-,=^  0,34632 
(('  =  -T-  o,366()9. 


b  = 
b'  = 


■o,>.688. 
-  o,  1401. 


Grenze  :   33684,5. 
Grenze  :   ^0877, 3. 


(' )  Nach  H.  J.Ell M.\NN. 
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\\  ieder  liegt  im  Ultrarot  ein  Fehler  von  .^,-  A.-E.  \or:  (loch 
hat  er  entgegengesetztes  Vorzeichen  ir/e  fee/Rb,  soda-s,  his  ge- 
nauere Messungen  vorliegen,  kein  Grund  ist  zu  bezweifeln,  dass  A 
für  beide  Hauptserien  denselben  Wert  hat.  Die  zweite  Nebenserie 
war  bisher  unbekannt.  Da  aber  die  Grundlinien  (/^  =  i,5j  nach 
dem  Pivdbergscheu  Gesetz  8949,92,  802 j,  ja  sein  müssen,  so 
folgt  zwischen  a',  b'  die  Gleichung 

0,36898  =  a'^b'Uu^Y'. 

Niiniiil  man  nach  Analogie  von  Ka  und  IIb  (  -)  b' j a'  =^  —  o,.'j8, 
so  findet  man,  dass  die  Linie  (2,. 5)  ins  äusserste  Ultrarot  fällt;  für 
/i=3,ü  erhält  man  Z,o  -\-  a'  +  b'/(3,5y-=^  ^^g-io .  .  .,  während 
Lehmann  die  Linie  'j6i6,(),  v=i3  120,5  beobachtet  hat ;  sie  gibt 
3,929-,  gehört  also  zur  zweiten  iSebenserie.  Die  zweite  Linie  des 
Paares  müsste  v^i25j6  ergeben;  sie  wird  von  Lehmann  nicht 
angegeben  (■').  Für  n  =  4?3  erhält  man  4-9 'ß.  •  im  \enner;  Le- 
coq  hat  das  Linienpaar  6602.  (536 1  beobachtet,  welches  innerhalb 


(')  Nacli.  H.  Lehmann. 

(-)  Vffl.  Tabelle  am  Schluss  der  Abliandiung. 

(^)   Rb  hat  die  Linie  v  =  12574,4  ;  Lehmann  konnte  daher  wohl  die  zwei  Linien 
nicht  trennen,  doch  gibt  er  an,  dass  stets  diese  Fib-Linie  auf  seinen  Platten  erschien. 
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der  ijeriiiiieu  ( ieiuiui"kelt  seiner  Messuni;en  die  zu  fordernde  Dif- 
ferenz  v,  —  Vo  eri;ibt,  wie  Kajser  und  Runge  schon  bemerkt 
haben.  Man  erhält  aus  ihnen  i,{)X\  und  4,920,  statt  4,()36;  doch 
liegt  der  Unterschied  innerhalb  Lecoqs  Bcobachtungsfehler,  sie 
bilden  somit  das  Paar /?,  =  4,  •>•  Weitere  Paare  sind  nicht  beob- 
achtet. Eine  derartige  Konstruktion  der  zweiten  INebenserie  aus 
der  Haiiptserie  wäre  in  diesem  Fall  mit  den  Rydbergschen,  hier 
sehr  ungenauen  Formeln,  ni(-ht  nuiglich  gewesen. 


Das  Spektrum  von  Ileliutv. 
Einfache  Linien. 


HAUFTSERIF.    I. 

ZWIUTK    NKUENSERII-:    1. 

" 

>, 

V 

R.   1*. 

R 

RvilhpiC. 

in 

>. 

V 

R.  I>. 

R. 

T 

_ 

4857,3 

+  143 

-So 

+  186 

I  ,5 



4857,3 

—  1 36o 

-80 

3 

3oi.'),73  ? 

19931,81 

0,00 

0,000 

0,0()(J 

2 , 5 

7)81  ,,Si 

13729,13 

+«,4 

0,OÜO 

'1 

3964,875 

35  21 ',,48 

0,00 

0 ,  000 

—  0,0()2 

3 , 5 

5o'i7 ,816 

19805,12 

0,00 

0,000 

') 

36.3,785 

27664,09 

0,00 

0,000 

0,000 

4,> 

4',37,7,8 

22527,89 

0,00 

0,046 

(i 

:n47,734 

28996,41 

—  0,02 

—0,001 

+o,o33 

.) ,  5 

4169, i3i 

23979,18 

0,00 

0  ,  000 

- 

3354,667 

29800,82 

—  0,08 

— o,o38 

-t-0,«32 

6,5 

4024,1 36 

24843,16 

— 0,06 

— o,o33 

8 

3296,900 

3o32  2,g6 

—  0,08 

— 0 ,o32 

+0,  ()o5 

7 ,5 

3936,063 

25399,04 

—0,17 

—  0,087 

<l 

3258,336 

3o  68 1.83 

—  0,17 

— 0 ,116 

0 ,000 

8,5 

3878.330 

25777,12 

—0,21 

— 0,Ü2> 

ii> 

3231.327 

3o  938,28 

— 0,  19 

— 0,  i3 

+0.016 

9,5 

3838, 240 

26046,36 

-0,29 

— o,ü6o 

I  1 

321 I ,626 

3i  128,06 

0  ,  2  1 

—  0 , 1 2 

0,00 

1 0 , 5 

— 

— 

— 

,     — 

1  ■> 

3196,81 

3,272,32 

— 0 ,  20 

— 0 ,09 

.,.(,., 

11,5 

3887,6', 

26394,3, 

-0,33 

— 0,000 

1 3 

— 

— 

— 

— 

i'-,') 

3770,72 

26  5 12,74 

-o,63 

-0,285 

'4 

3176,6? 

3, ',71,3 

+  0,0 '1 

+0,08 

+0,':; 

I.  Hauptserie  :  a  =      o,f)ii5o,       b  = 

—  " ) 

0072.       A  --  32o3t ,5ü. 

Nebenserie  :        a  —  +  o.36oi3,      ß  = 

—  0, 

3295.       A  =  27173,90  ('). 

Nach  Rjdbergs  Formel  erhält  man: 

iO()f)7-").o 


3'.io'j-2,G3 


(  ni  -h  o,oio5d  )■ 
für  die  Haiiptserie.    Die  Grenze  dürfte  hier  richtiger  sein. 


(')  Forniel   (  A)  p.  58. 
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Doppellinien. 


HAUPTSKRIE    II. 

R. 

ZWEITK    NEBENSEHIE    II. 

n 

). 

V 

R.  P. 

in 

). 

V 

R.  P 

u. 

IV 

2 



9200,8 

—  74 

0.000 

i  ,5 

_ 

92.30,8 

—  l330 

0 ,  00 

-42 

3 

3888,78.5 

25707,82 

0,0011 

0,000 

2,5 

7060,48 

1^^9,48 

+24 

0,00 

0  ,  000 

4 

3 187,830 

3i  36o/ji 

0,(K)0 

— o,o56 

3,5 

4713,252 

21210.94 

0,00 

0,00 

0 ,  000 

5 

2945,220 

33943.59 

0.000 

0,000 

^,5 

4120,973 

24  239,39 

0,00 

+0,27 

-1-0, o36 

6 

2829,173 

35  335,82 

—  0,017 

— 0.007 

J,0 

3867, 6 i3 

25848,55 

0.00 

+0,11 

0,000 

7 

2763,900 

.36170,28 

-f-o,oo5 

— o,oo3 

6,5 

3733,004 

26780,61 

-0,19 

-T-0,09 

—0,016 

8 

2723,27.5 

36709,83 

-t-0,007 

— o,oi3 

7,5 

3602,121 

27373,71 

-0,46 

+0,09 

— o,o35 

9 

2696,230 

37078,04 

-r-0,050 

— o,o83 

8,5 

3599,472 

27774,80 

-0,70 

-1-0,1 1 

-1-0,  o35 

10 

2677,2 

37341,58 

+  0,023 

-4-0 . 0 1 3 

9:5 

3563,120 

28057,39 

—0,90 

-rO,lO 

-t-o ,  OO.i 

II 

2663 , 3 

37536,45 

— 0,016 

-0,019 

10,5 

3536,960 

28264,92 

-1.16 

-1-0,08 

—0,007 

II  ,5 

3517,48 

28421,47 

—  1,33 

-1-0,12 

0,000 

12,5 

35o2,47 

28543,27 

-1,^7 

-1-0, o3 

-0,073 

i3.5 

3490,77 

38638,9 

-1,72 

-1-0,07 

— 0,060 

'4,5 

3481,6 

287.4,4 

-',69 

-1-0,20 

-i-o,o4o 

Das  Spektrum  von  He  ist  eines  der  am  genauesten  bekannten 
Spektren.  Die  Wellenzahlen  sind  aus  Piunge  und  Paschens  Ab- 
handlung entnommen( '),  mit  Ausnahme  der  im  Ultrarot  gelegenen, 
nur  l)olometrisch  nachgewiesenen  Linien,  die  nach  dem  Vorgang" 
von  Piydberg  (-)  aus  den  sehr  genau  bestimmbaren  Grenzen  von 
Haupt-  und  Nebenserien  berechnet  sind.   Die  Fehlergrenze  liegt 

o 

wohl  bei  keiner  Linie  oberhalb  0,02  A!-E.;  nach  Perot  und 
Fabry  soll  0,01  die  Grenze  der  Zuverlässigkeit  Row landscher 
Gitter  sein  bei  solchen  Bestimmungen.  Die  Abweichungen  deuten 
wieder  auf  das  Fehlen  hülierer  Glieder.  Die  Grundlinie  der  ersten 
Hauptserie  passt  ausnahmsweise  schlecht,  überhaupt  ist  der  Vorzug 
der  neuen  Formeln  bei  dieser  Serie  irering-.  Bei  den  andern  Serien 
zeigt  er  sich  aber  in  sehr  auffallender  Weise.  Extrapoliert  man 
die  Nebenserie  I  auf  die  Ordnungszahl  i ,  5,  so  soll  man  nach  dem 
Rydbergschen  Gesetz   die  Grenze    der   Hauptserie    finden:    man 


( ' )  C.  RiNüE  u.  F.  Paschen,  Astropliys.  Journ.,  t.  III,  1896,  p.  4- 
(-)   J.  H.  Rydberg,   Wiecl,  Ann..,   t.  LVIII,   1896,  p.   674;  Astrophys.  Journ., 
t.  IV,  1896,  p.  91. 
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extrapoliert  8201^^,0,    beobachtet  ist  32o3i,5;   aus  der  Neben- 
serie II  findet  sich  .88420,  beobachtet  ist  ,"38453,4,  die  Diflerenz 

O 

entspricht  2,4  A.-E.  Dabei  ist  die  Extrapolation  eine  sehr  weite. 
Die  Hauptserie  I  ist  auch  nach  Rvdbergs  Formel  berechnet, 
die  hier,  abgesehen  von  der  Grundlinie,  ausnahmsweise  genau 
passt.  Die  unter  R'  eingetragenen  Fehler  ergeben  sich  bei  An- 
wendung von  Formel  ( A)  S.  58. 

II.  llauplseiic  : 

a  =—0,06965,  b  =4-0,0270.  Grenze  :  3845'}, '18. 

Nebenserie  : 

a'  =-i-  0,20221,  6= —  0,08017  aus  i  ,5,  2,0,  3,5.  29223,46  (  H. ) 

a    =-+-0,20288,  ^  =:  —  o,o358    aus  2,5,  3,5,  5,5.  29222,18  (/?') 

Silber. 
Zweite  INebenserie. 

>>  =    8274,040  4668,70  3981,87  3710,11 

V  =  12082,7  2i4i3,3  2jio6,8  26945,9 

A  beob.-X  ber.  =          0,00  0,00  — o,3o  0,00 

m  =          2,5  3,5  4)5  5,5 

Konstanten:  d  =  —  0,02890,  b'  =  —  0,2423.  Grenze  :  A  =  30620,7. 

Für  1 ,  5  erhält  man  A  =  3o5o  ;  nach  den  Beobachtungen  im  mag- 
netischen Feld  sollte  8280,80  herauskommen.    Die  Formel 


{in  -r-  a'-H  b'j/n'-)'^ 


ergibt  also  für  die  niederste  Ordnungszahl  einen  bedeutenden 
Fehler.  Es  zeigt  sich,  dass  die  nur  durch  Glieder  höherer  Ordnung 
verschiedene  Formel  (A)  S.  58: 


=  A- 


[/^i  -r-  a  -f-  fi(A  —  V  j  io-»J- 


hier  und  in  den  Spektren  der  zweiten  Mendelejeirsclien  Kolonne 
etwas  besser  sich  anschliessl.  Für  'j.  =  —  o,  o8o25,  ß  =  —  o,  2028, 
A  =  3062  I ,  -  erhält  man 

A=  8274,04       4^68,70       3981,87       3710,11 

A  beob.-A  ber.  =   0.00       0,00     — o,35       0,00 

(')  Nach  Lewis. 

R.  5 
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Für   1,5   findet  sich  durch  successive  Approximation  "a=:32io, 
während  beobachtet  0280,80  ist. 

Saue/s/o//'. 
Triplets;  zweite  .\ebenseiie. 


A   =^ 

(i ',56,287 

5  )37 .o4i 

5 020, 3 I 

4800,18 

4673,88 

4590,07 

V    =^    1 

0484. 37 

I  b  087,04 

19913  ,G3 

20 81 3, 84 

21889,6 

21 780,2 

III    = 

3,5 

4.5 

5,5 

6,5 

7,5 

8,5 

.    P.    = 

-i-  0, 1 1 

—  0 . 3 1 

-r-  0.02 

-:-  0.18 

-^  o,o5 

—  0, 19 

R.  =z 

0 ,00 

0,00 

—  0,04 

—  0.40 

-f-  0,06 

—  0.02 

Die  Linie  i ,  j  ist  ),  ^7-72,26;  aus  ihr  und  3,5,  4^5  ist  die 
Formel  berechnet,  deren  Abweichungen  unter  R.  verzeichnet  sind. 
\  =  'j-^^i  ist  also  die  Grundlinie  der  Hauptserie.  Piunge  und 
Paschen  vermuteten  dies  auch  schon,  doch  sind  ihre  Formeln  zu 
ungenau  für  kleine  Ordnvingszahlen ;  eine  sichere  Prüfung  war 
nicht  möglich,  denn  die  Intensität  der  Linien  nimmt  in  der  Haupt- 
serie so  rascii  ab,  dass  nur  das  nächste  Glied  noch  ])eobachtet 
werden  konnte.  Die  Abstände  desselben  entsprechen  genau  der 
HA'pothese,  dass  b  für  alle  drei  Linien  der  Tri|)lelts  denselben  ^^'  ert 
habe,  was  schon  bei  den  Doubletts  der  Alkalimetalle  der  Fall  war. 
Ls  ist 

Zweite  Nebenserie:  A  —  23204,87,  a' = -^  0,27479,  b' =  — 0,06976. 

Für  die  Hauptserie  erhält  man  unter  Berücksichtigung  des  zweiten 
beobachteten  Paares: 

I     «1=0,21  200    j 

A  :=  36067,7  '    «2  =  0,'^!  21 5   ,'  b=  —  0,1 53o. 

(     «3=  0,21  204     ) 

Man  berechnet 

)a=  3348,20,  A3  =  0122,28, 

die  von  Runge  und  Paschen  nicht  angegeben  werden. 

Die  Grenze  der  zweiten  Nebenserie  berechnen  Runge  und 
Paschen  zu  28193,85,  die  der  ersten  zu  23207,93.  Für  die 
neuen  Formeln  reduziert  sich  die  Differenz  sehr;  die  berechnete 
Grenze  ist  23  204, 87.  Ebenso  verhält  es  sich  in  den  andern  Fällen. 

Die  Doppellinien  des  SauerslofTspektrums  übergehe  ich  hier; 
die   Grundlinien  (/i  =  i,5,2,5)  sind    nicht  beobachtet,   weil   im 
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Ullrarol  liei;end  ;  die  übrigen  Linien  werden  von  den  alten  Formeln 
beinalie  ebensogut  dargestellt  \\ie  von  den  neuen. 


Zweite  Nebenserie  der  Elemente  der  zweiten  Kolonne 
des  periodischen  Systems. 


Magnesium. 

»1 

=               2,5 

3,5 

4,-^ 

5,5 

6,5 

7, 

5 

A 

=    5172,87 

3332,28 

2938,67 

2778,30 

2695,53 

2  646 

,f)i 

V 

=  19326,3 

3o  001,1 

34019,4 

35982.1 

37088,0 

377-' 

,0 

F. 

=          o.o3 

o,o3 

o,o3 

(),o3 

0,  i5 

u. 

,  5i) 

K.  H. 

=    +  53,07 

0,00 

—  0,01 

—  (),()i 

+  0,20 

+  0, 

<  i7 

R. 

=          0.00 

0,00 

-I-0.18 

0 .  00 

—  0,06 

-+■  0 

.08 

W 

:=               0,00 

0,00 

-^  0,08 

0  ,on 

-+-  0,01 

-:-  0 

•07 

(R.) 

Formeln  ± 

V  =  397S1), 

,0 

\ 

i  /ii  —  11. 1 

iSij  i  —  0 

•  i 

i2'i<m-  )- 

(R') 

:± 

V  =  39793, 

,0 

\ 

(  ,,,  ,.  1 

■>  '  1  1 

,. 

oK  II    \    .,   1 

i.A  5  \-i 

N  =  109675,0. 

Die  Abweicliungen  sind  unter  R.,  11'  gegeben.  Die  I^'ormel  von 
Rayser  und  Runge  ist  nacli  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
ohne  Rerücksiciitigung  der  IJnie:i,5,  berechnet;  die  meine  aus 
2,5,  3,5,  5,5. 

Für  die  mittlere  Linie  des  Triplels  i,5  extra|)oliert  man: 

xVus  Formel  (  H. ) , v  =  3<)6i(> 

Aus  Formel  {IV ) v  =  4!^9<>o 

Bei  Agvvar  schon  eine  wenn  auch  geringere  Abwcitliuug  der 
zwei  Formeln  Noneinander  für  //i  =  i,5  gefunden;  die  zweite  For- 
mel (in  a,  [j")  war  die  erheblich  genauere,  doch  lieferte  sie  einen 
Wert  von  A,  welcher  um  5o  A.-E.  zu  klein  sich  fand.  Hier  muss, 
wie  schon  aus  der  grossen  DilTerenz  zwischen  beiden  Formeln  sich 
ergibt,  der  Fehler  ein  viel  grösserer  sein;  es  hängt  dies  mit  dem 
(bisher  niclit  annähernd  so  grossen)  Wert  von  b\  der  bei  den 
Flementen  dieser  Kolonne  des  periodischen  Systems  vorliegt,  zu- 
sammen. Die  Formeln  von  Kajser  und  Runge,  sowie  Rydbergs 
versagen  überhaupt  ganz  bei  dieser  Extrapolation.  Man  kann  hier 
somit  nur  das  Resultat  aussprechen: 
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Schon  die  Grundlinie  der  llauptserie  liegt  im  üussersten 
Ultraviolett  bei  2000-1800  A.-E.,  \\<>  keine  Beobachtungen 
vorliegen;  ihre  (jrenze  ist  weit  im  Gebiet  der  Schumannschen 
Strahlen  (v  =  7<>4'^<J  bei  R.,  v  =  88700  bei  R')  zu  suchen.  Es  er- 
klärt sich  so  das  bisher  ganz  unverständliche  Fehlen  der  Haupl- 
serie  bei  diesem  Elemente. 

Um  einen  Begriff'  der  Scbwierigkeit  der  hier  vorgetiommenen 
Extrapolation  zu  geben,  genügt  die  Bemerkung,  dass  die  in  Wellen- 
zalden  ijeinessene  Entfernun"  zwischen  den  äussersten  ijeobach- 
teten  Linien  der  Serie  ca.  18400  Jjeträgt;  von  der  Linie  2,j  ijis  zu 
1,5  dagegen  ist  der  Abstand  mindestens  683oo. 

Wegen  der  ungewöhnlich  kleinen  Wellenlänge  der  Grundlinie 
ist  es  nicht  sicher,  ob  sie,  wie  bei  andern  Spektren,  besonders 
intensiv  sein  wird. 

Calcium. 


ni  =          2 , 5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7>5 

A=     6122,46 

3957,23 

3  4: '.,98 

3 

274,88 

3 170,23 

3 

107,96 

V  =:    16328,9 

25  263,2 

28769,0 

3o 

526,9 

3 I 534,5 

32 

172,2 

F  =          0 , o5 

o,o5 

o,o5 

0,10 

o,5o 

1,0 

R.  =  —  61 

—  0,01 

-+-  0,02 

0,00 

+  0,23 

-i-  0,56 

K.  =          0,00 

0,00 

-t-  0,lü 

0,00 

-ho,o4 

-0,38 

Man  findet  nach  der  Formel 

109(575,0 


[  /?i  -+-  X  -T-  ä  lo--'  ( A  —  V  ;J- 
für  die  Ivonstanten  die  Werte: 

A  =  34088,73,         a  =-!- 0,06481,  ß=  —  0,449^- 

Durch  successive  Ajjproximation  ergibt  sich  mit  einem  wohl 
nocl»  grösseren  Fehler  als  bei  Mg  : 

Grenze  der  ILuiptserie  v  =  70300,  Grundlinie  a  =  2760. 

Strontium. 


n  = 

2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

A  = 

7070-7 

4438,22 

3865,59 

3628,62 

3504,70 

V    = 

i4i39 

22525,3 

25862,1 

27551,0 

28525 

R.  = 

-f-75 

H-  0,01 

-^  0,20 

0,0 

-1-0,08 

R.  = 

') ,  00 

0,00 

4-0,28 

0,00 

—  0,09 

A  =  31026,117,       a  =-t-o, 13597,       ?  ~ — o,5i83.       llaupllinie  i,5  :  ).  =  ca.  2940. 
Es  ist  merkwürdig,  dass  bei  Sr  in  dieser  Gegend  des  Spektrums 
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ein  Paar  umgekelirler  Linien  33o7,64,  33oi,35  von  bedeutender 
Intensität  liegt,  welches  die  für  die  intensiveren  Linien  des  Tripletts 
1,5  zu  fordernde  Differenz  v,  ergeben;  als  der  dritten  Linie  ent- 
sprechend könnte  man  das  etwas  schwächere  Paar  3380,89,  3366,43 
betrachten,  dessen  Mitle  gegen  335i,35  ungefähr  die  Differenz  Vo 
ergibt.  Auch  bei  Mg,  Ca  kann  man  die  entsprechenden  Paare  an- 
eeben.  Doch  scheint  mir  die  Annahme,  dass  hier  das  erste  Glied 
der  Hauptserie  vorliege,  aus  verschiedenen  Gründen  unwahrschein- 
lich. Lntersuchungen  im  Gebiet  2100— 1800  müssen  darüber  ent- 
scheiden. 

Zink. 


m  —          2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7>5 

X  =    4^10,71 

3072,19 

2  7 1 2 , 60 

2667,99 

2  493.'i7 

^449,76 

V  =  ■.>0  78i  .2 

33540,9 

36854,4 

38939,6 

'10090,0 

40808.3 

F=          o,o3 

0 ,  o5 

o,o5 

0,10 

0 . 1 5 

0,30 

K.  R.  =    -+-  5S 

0,00 

-f-  0,03 

—  O.Ol 

—  o,<)4 

—  0,30 

\\.  =          0.00 

0,00 

0,00 

-+■  0,01 

—  0,09 

—  <i.4o 

^=42871,44,     a=  — o,3i526,     p=— 0,2559. 
Grenze  der  tlauplscrie  v  =  ii5ooo,  Grundlinie  v  =  73000,  also  )>  —  i390, 

6 

jedenfalls  mit  einem  Fehler  von  mehreren  Hundert  A.-E. 

Kadmium. 

m  =          3.5  3,5  4,5  5,5  6,5  7,5?  8,5? 

A=    5o86,o6  3252,63  2868,35  3712,65  2632,29  2582,86  3553, 61 

7=19656.2  30735,7  34853,3  36853,7  37978,7  38705.3  09148,6 

F=          o,o5  o,o5  o,o3  o,o5  o,io  o,3o  0,30 

K.  R.  =   -f- 68  -t-0,01  — 0,02  -T-o,o3  +o,i5  —  1,75  — o,34 

R.  =  0,00  0.00  -f-0,09  0,00  —  O.IO  —  3,3  — 1,2 

^  =  40706,3,     3= — 0.15287,     |j  = — o,3o63,     Grundlinie  1 ,5  :  A  —  1300. 

Die  Linie  7,0  gibt  auch  nach  dem  Gesetz  der  konstanten  Dif- 
ferenzen einen  Fehler  von  i  A.-E.;  ihre  Zugehörigkeit  zur  Serie 
muss  daher  unentschieden  bleiben. 

Quecksilber. 

/n  =          2,5  3,5  4iä  5,5  6,5 

X=    5460,97  3341,70  3935,51  2759,83  2675,20 

V  =  i83o6,6  39916,5  34173,3  36233,6  37369,6 

F  =          o,o5  o,o5  0,10  o,o5  0,30 

K.  R.  =    -^57  — 0,01  -t-o,03  -t-o,o5  -+-0,24 

R.  =          0,00  0,00  -1-0, 08  0,00  -t-o,i6 

.4  =  4oi36,So,     a  =  0,19385,     ß=  — 0,3966. 

Grenze  der  Hauptserie  v  =  ca.  isCooo,     a  =  ca.  1160  für  die  Grundlinie. 
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Thallium. 


ZWEITi:    NKBKNSKIilK. 

EI'.STK    NEüF.XSEliir. 

,„ 

/. 

■' 

F 

K  i;. 

li. 

" 

"/. 

V 

F 

K.  R. 

R. 

J,  j 

ö35o,o5 

18684,2 

o,o3 

-168 

O.OII 

3 

3519,39 

28406,0 

o.o3 

-;-o,o2 

O.uo 

3 . 5 

3r>9,88 

3o()52, 1 

(),o3 

—  21,7 

— 1>.  12 

'1 

2918,43 

34255,2 

0 ,  o3 

— 0,07 

— 0.06 

4,5 

0826,27 

35372,1 

0 ,  o5 

-3.65 

-0,.', 

5 

2709,33 

•'^'5899,7 

0 .  o3 

-i-o .  1 3 

-t-0,07 

Ö.5 

2665,67 

37  5()3,i 

o,o5 

—  1 ,69 

—  1 .  1 1 

6 

2609,08 

38  3 16,5 

0 ,  o3 

— 0,02 

+0,1', 

(J..5 

2585,68 

38  663,2 

0,00 

4-0.01 

^0,0' 

- 

2552,62 

39  i63,9 

0. 10 

— 0.12 

-i-n ,  1 3 

7-5 

2538,27 

39385,3 

0,10 

-ho.  (.4 

-0.0  3 

8 

2517.50 

39710,3 

II.  10 

—11. 34 

-^0,1 3 

•S5 

25o8,o3 

39680,1 

0.  i5 

+  0,01 

0.00 

9 

2494,00 

4ooS4,4 

0.  II) 

— "  •  '9 

^0.0  J 

0.5 

3487,57 

40188,0 

0,20 

+0,08 

+0.08 

10 

2477,58 

jo35o,i 

0. 10 

+0.06 

H-0,o', 

10.5 

2472,55 

1o43o,4 

0,20 

-  0,21 

—0.21 

1 1 

2465,54 

40547,1 

0,20 

+0.2', 

— 0,01 

11,5 

2462,01 

'(o6o5,2 

o,3o 

— o.o3 

—0.07 

12 

2456.53 

',0696,3 

0.20 

+0.17 

—  0,06 

1-3.5 

2453,87 

40740,0 

o.3o 

+'^,07 

—  O.Ol 

i3 

2449-57 

408.1,', 

o.3o 

+0,68 

—0,06 

1 3 , 5 

2447)59 

4o8ri/t 

o,3o 

-+0,22 

+0,07 

'4 

2^',4.00 

't0  9'>4,'( 

0 .  3o 

-f-",79 

—  0,1  > 

I  -1 .  .1 

3442,24 

|O<)3^,0 

0 .  3o 

— 0.01 

— 0, 23 

I ) 

2 ',39 -58 

»"978,6 

'),3o 

—0.9.) 

—.1.18 

\  on  (li'ii  l'^U-monten  Aluminium.  Indium,  lliiillium,  bei  denen 
Serien  von  Douhletts  existieren,  habe  icli  nur  das  letztere  berech- 
net. Die  zweite  Xebenserie  von  Tl  wird  nämlich  am  schlechtesten 
von  allen  bekannten  Serien  durch  die  Foi'meln  von  Kajser  und 
Pvunge  dargestellt;  die  Serien  der  andern  Elemente  zeigen  nor- 
malen ^  erlauf.  I'in  A  ergleich  der  Formeln  schien  daher  nur  bei 
Tl  interessant.  Kavser  und  Pvunge  Ijerechnen  ihre  Konstanten 
nach  der  Methode  der  kleinsten  (hiadrate  aus  /«  =  (i,  5  bis  ii,-^>', 
meine  l^^ormel  ist  aus  allen  JJnien  berechnet;  sie  ergibt 

A  =  .\i  !\(kj,G,         a=  —  0,24088,         i=  —  o.>8*)o. 
Ciiundlinie  der  Ilaiiplserie  X  =  1110. 

Der  l  nterschied  zu  Gunsten  der  neuen  Formel  ist  ein  sehr  bedeu- 
tender; doch  macht  sich  das  Fehlen  der  höheren  Glieder  bemerk- 
l)ar.  Merkwürdig  ist  die  grosse  Abweichung  bei  5,5;  schon  Kav- 
ser und  Runge  haben  hervorgehoben,  dass  die  Kurve  v=y(/??), 
graphisch  aufgetragen,  liier  einen  Knick  zeigt.  Die  Linie  fällt  ganz 
aus  der  Serie  bei  den  neuen  l-"orineln.  JJas  zeigt,  dass  die  fehlen- 
den rdlrder  der  b'ormel  eine  recbt  komplizierte  Form  un(J  wohl 
aut'li  Sini;ul;irilä(en  ;iul\\  eisen  werden. 
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Die  selir  vollständii;  heobaclilete  erste  ^seben^erIe  von  Thallium 
liahe  icli  als  Beispiel  beigefügt,  ihre  Grenze  ist  gleichgesetzt  der 
der  zweiten  Xebenserie.  Da  von  /i  =  8  an  die  Satelliten  von  den 
Hauptlinien  nicht  mehr  getrennt  werden  konnten  und  sich  die 
Messungen  dann  auf  die  intensiveren  llaM|)llinien  beziehen,  sind 
nur  letztere  der  llechnung  unterzogen  worden.  Die  Formel  von 
Kavser  und  Runge  bezieht  sich  eigentlich  auf  die  Satelliten,  sie 
kann  nur  von  n  ^=  H  an  mit  meiner  Berechnung  verglichen  werden. 
Fürersie  und  zweite  iNebenserie  haben  Kavser  und  llunge  sechs 
Konstanten,  hier  sind  nur  fünf  gebraucht. 

io()(i7j.o 


(  /i  —  OjO;)9i7  —  o,n->-{)j/i'' y- 


Der  ersten  INebenserie  solllc  nun  auch  eine  1  lauptscrie  entsprechen, 
die,  nach  den  Formeln,  mit  der  zur  zweiten  \el)enscrie  gehiirigen 
konstante  Diirerenzen  aufweist.  Sie  kann  leider  nur  ganz  roh  nach 
Rydbergs  lormel  l)eiechnet  werden.  I'iir  die  (.Irenze  der  inten- 
sivsten Linien  findet  man  v  =  Je > 585  (genau);  ( Grundlinie  (  /?  ^  2) : 
v  =  io8S5;  diese  weil  im  Lltrarot  liegende  Linie  muss  grosse  In- 
tensität besitzen;  die  folgenden  Linien  sind  (nur  roh  angenähert) 
v^  i4()oo;  v=:>.2v>.oo.  Erst  die  letzte  Linie  könnte  von  Kajser 
und  Runge  beobachtet  sein.  Wegen  des  grösseren  Intensitäts- 
abfalles  in  den  Haupt scrien  wird  sie  ziemlich  schwach  sein.  Ob 
ihr  die  schwache  Linie  v  =  i8o83,-,  A  =  5528, .j  entspricht  (die 
einzige  des  Tl-Spektrums,  die  nicht  zu  den  Doul)letts  gehiirt),  ist 
zweifelhaft.  Die  Linien  des  Paares  miissicu  hier  schon  ziemlich 
naiie  bei  einander  liegen. 

Auch  bei  andern  Elementen  sind  meist  im  L  lirarot,  Rot  und 
Gelb  enge  Paare  bzw.  Tri|)letts  zu  erwarten,  die  zu  dieser  zweiten 
Hauptserie  gehören.  INIan  kann  auch  (wie  z.  B.  bei  K  im  Funken- 
spektrum von  Eder  und  \  alenta  (')  das  schwache  Paar  4'^09,"^5 
43o5,  1)  Linien  angeben,  deren  Lage,  Intensität  und  Abstand  die 
zu  erwartenden  sind;  doch  l)leibl  diese  Zuordnung  \or  der  Hand 
hypothetisch. 

(')  J.-M.  Eder  u.  E.  N.vlkma.   Denkschr.   Wien.  AAcid.,   t.   LXI,  i^f|),  p.  'i'\~- 
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a  +  0,5 

ji 

,'i/a+o,5 

a  -)-  0.5 

> 

ji/a  +  (i,5 

Ca. 

Sr. 

-+-0,37589 
-^0, 56481 
-(-0.63597 

— ...-.,8, 

-0- l'l9'i 
— o,5i83 

— o,7(|3 
— 0.796 
— 0,810 

Zn. 

Cd. 

-f-o.  28474 
-t-o, 34713 
-H-o.3o6i5 

— 0.^559 
—  o,3o63 
— o,r>966 

—  0.900 
—0,880 
—0.970 

Tl. 

-ho.  Ü59 1 1> 

—0,2860 

—  I .  i()i 

Innerhalb  der  Alkalimetalle  stellen  die  DilTerenzeiw/,  —r/o  etwa 
wie  die  Quadrate  der  Alonii;ewiclüe ;  die  (hiotienten  «, — a.^j^K- 
sind  ungefähr: 

Na  0,1 4>,,       K  0,1 8«),       Rl)  0,180,       Cs  0,1 8(). 

Bei  Li  müssle  somit  a^  —  öi  =  ■>  ungefähr  sein,  der  Ahstand  der 
Komponenten  der  roten  Li-Linie  wäre  zu  0,76  A.-E.  zu  erwarten, 
wie  schon  Kavser  und  Runge  hervorhoben  ('  ). 

Die  Konstanten  wachsen  iui  allgemeinen  mit  dem  Alouigewicht 
innerhalb  einer  (iruppe  chemisch  verwandter  Elemente;  sie  sind 
deulllch  |)eriodische  I*\inktionen  des  Atomgewichtes.  Aber  auch 
innerhalb  der  Alkalimetalle  z.  h.  ergeben  sie  keine  einfachen  Kur- 
ven, ebensowenig  wie  die  konstanten  von  Kayser  und  Pvunge. 
Da  die  in  den  Grenzbedingungen  auftretenden  Grössen  mit  der 
Konstitution  des  Atomes  vermutlich  engzusammenliängen  werden, 
nnd  die  «,  b  nur  durch  einen  komplizierten  Rechnungsprozess  aus 
ihnen  entstehen,  ist  eine  nicht  ganz  einfache  Gestalt  dieser  Kurven 
wohl  zu  erwarten.  Doch  sind  möglicherweise  die  Atomgewichte 
hier  überhaupt  nicht  die  richtigen  \  ariabeln.  Die  Quotienten  ^/a, , 
bla-i,  b'/a'  variieren  in  den  Alkalimetallen  nur  wenig;  deshalb 
konnte  die  zweite  Nebenserie  von  Cs  so  sicher  bestimmt  werden. 
Ebenso  sind  die  ß/(a  +  o,o5)  annähernd  konstant  bei  Mg,  Ca,  Sr 
und  wieder  bei   Zn,   Cd,    Hg;   sie   sind   aber   auch    periodischen 


(')  Der  von  A.  IIagexbach  {Ann.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  719)  gefundene 
Wert  für  den  Abstand  der  Li-l)oppellinie  ergibt  a,— -0,  >-  etwa  doppelt  so  gross 
wie  bei  den  andern  Alkalimetallen;  das  Gesetz  von  Kayser  und  Runge,  nach 
welchem  a, —  öo/H-'  annähernd  konstant  ist  in  dieser  Gruppe,  wäre  daher  un- 
richtig, doch  sind  die  Beobachtungen  an  nur  einer  I-inie  wohl  noch  nicht  ganz 
entscheidend. 
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Scliwankiin;;;en  von  einer  Grii|)|)e  zur  andern  unterworfen.  Die 
Serien  von  Ba  sind  noch  niclit  iiefunden:  nach  obiger  Beziehuni;- 
wird  die  Gleichuni;  der  zweiten  \ebenserie  lauten: 


lOfjGjJ.o 


')l   -r-   y.[i  ■ O.S  )  j  .  I  ü-5  (  \  V  )|  [  - 

wobei  der  im  Nenner  vorkommende  W  ert  von  A  nur  roli  ange- 
nähert bekannt  zu  sein  braucht,  sodass  gleich  die  zweite  Approxi- 
mation die  exakten  AA  erte  \on  a.  A  liefert. 

iJerA  ersuch,  die  im  ersten  Teil  dieser  Arbeit  gegebene  Theorie 
dcs\^  asserstofrsj)ektrums  auf  andere  Elemente  auszudehnen,  führt 
also  zu  einer  bemerkenswerten  L  bereinstimmung  mit  der  Erfah- 
rung. Die  aus  der  Theorie  sich  ergebende  Formel  übertrilli 
wesentlich  an  (ienauigkeit,  besonders  bei  den  niedrigen  Ordnungs- 
zahlen, das  bisher  Erreichte.  Ferner  veranschaulicht  die  Theorie 
in  sehr  einfacher  Weise  die  exakte  Universalität  des  sogenannten 
zweiten  Koeffizienten;  sie  fordert  gewisse  cjuantitative  Beziehungen 
zwischen  verschiedenen  Serien,  endlich  macht  sie  die  ([ualitative 
Identität  des  Zeemaneffektes  der  Linien  einer  Serie  und  der  Linien 
der  Ibiuptserie  und  zweiten  ^iebenserie  verständlich.  Alle  diese 
Forderungen  sind  in  l  bereinstimmung  mit  der  Erfahrung.  Dar- 
über hinaus  zeigen  die  K.oeffizienten  der  Formeln  noch  verschiedene 
einfache  Beziehungen,  sodass  z.  ß.  die  bisher  unbekannte  zweite 
Nebenserie  von  Cs  gefunden  werden  konnte.  Wenn  diese  Resultate 
nun  aucii  für  die  Fruchtbarkeit  der  Grundannahme  der  Theorie 
sprechen,  so  zeigen  doch  die  gegebenen  Entwickelungen  selljst. 
dass  die  über  die  allgemeine  mathematische  Grundlage  hinausge- 
henden S|)ezielleu  An^^äize  und  Deutungen  noch  sehr  willkürlich 
sind,  wie  ja  die  \aturdes  I^roblems  es  beim  jetzigen  Stand  unserer 
Kenntnisse  bedingt.  Mein  Bestreben  war,  die  zunächst  allein 
zugängliche  mathematische  Seite  des  Vorganges  dem  Verständnis 
näher  zu  Ijringen. 

Ein^  orzug  der  Theorie  der  I^ichtemission  in  ihrer  gegenwärtigen 
Gestalt,  nämlich  ihre  Einfachheit,  wird  durch  die  Identifikation 
mit  dem  hier  behandelten  schwingenden  Systeme  erheblich  beein- 
trächtigt. Solang«;  jedoch  jenes  einfachere  Bild  den  Spektral- 
gesetzen gegenüber  versagt,  muss  es  unentschieden  bleiben,  welche 
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der  beiden  Aunassungen  der  Gesamtheit  derV^rscIieimingen  gegen- 
über sieb  als  einfaelier  erweisen  wird. 

Die  Frage  nach  der  Ausstrablungslübigkeil  der  Oberhine  des 
Systems  ist  im  Anhang  enirlert. 

Ks  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  Hrn.  (lelieimral  A  oigt 
meinen  Dank  auszusj^recben  liir  (bis  liebt»ns\\  iirdige  Interesse,  mit 
dem  er  dem  l'orlgang  dieser  ArJjeil  lolgt«'. 

G<'ttii)i;en,  Fcliruar   ii)o!. 


AMIANC. 

Die  Ausstrahlung. 

Nacli  A(^\\  neueren  Untersnebungen  id)er  die  Slrabliing  im  mag- 
nelischenl-'eld  ktinnenw  ir  uns  unser  liebterregendes,  sciiwingendes 
SAStem  als  negativ  elektrisiert  voislellen.  I^rst  dureb  diese  nega- 
tive Ladung,  die  wir  uns  zunächst  gleichförmig  id)er  die  (  hiadiat- 
lläclie  verleih  denken  wollen,  wird  die  ^'erketlung  des  Systems 
mit  dem  Aetlier  und  die  Vusstrablung  bewirkt.  Auf  Grund  der 
Kriabrung  durften  wir  bei  der  Herecbnung  der  l'jgenscbwingungen 
die  hieraus  entspringenden  elektrodynamischen  Krätt(!  und  die 
Dämpfung  vernachlässigen  ;  wir  betrachteten  also  die  inneren  Kralle 
des  Systems  als  gross  gegen  das  von  ihm  ausgebende  elektrische 
Feld.  Wir  führen  dieses  jetzt  als  kleine  perlurbierende  Wirkung 
ein. 

Es  ist  vielfach  bemerkt  worden,  dass  die  übertöne  von  Syste- 
men^ wie  das  oben  behandelte^  nicht  ausstrahlungsfälii^-  sind, 
weil  zu  jedem  schwingenden  Flächenelemenl  in  der  Fnlfeiniing  s 
ein  enlgejieniiesetzt  scbwinoendes  \orhandeu  sei  mit  frenaii  der- 
selben  Ladung  und  Amplitude,  und  s  im  Aerbällnis  zur  \N  ellen- 
lange A  klein  ist.  Ks  beben  sich  dann  die  elektrischen  Kräfte  l)is 
auf  Grössen  von  der  Ordnung  tfh  für  eine  Knotenlinie,  (f/^)-  für 
vier  etc.  Aveg:  die  Intensitäten  werden  proportional  (  e/a)'?  {^F^-)^ 
etc.  Das  höchstens  von  der  Grösse  des^Iolekulardurchmessersisl, 
so  wird  (i/X)-  <  10""^,  die  vom  ersten  Oberion  ausgeslrahlle  Ener- 
gie ist  verschwindend  gegen  die  vom  Grundton  herriihrende. 
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Dieser  Einwand  scheint  jede  auf  Eigenschwingungen  eines  Kon- 
tin uuni  Ijegriindete  Theorie  der  Spektren  unmöglich  zu  machen, 
während  doch,  wie  S.  20  hervorgelioben,  die  Formeln  für  Linien- 
und  Bandenspektren  entschieden  auf  solche  Eigenschwingungen 
hindeuten.  Es  scheint  mir  daher  nicht  unwesentlich  zu  zeigen^ 
dass  man  gerade  bei  Systemen^  wie  das  hier  behandelte^  in 
welchen  elektrodynamische  Kräfte  neben  elastischen  auf- 
treten, durch  allerdings  durchaus  willkürliche^  aber  nicht 
allzu  unwahrscheinliche  Zusatzhypothesen  diesem  Einwand 
begegnen  kann.  Bei  rein  elastischen  oder  rein  elektrodynamischen 
dürfte  dagegen  ein  analoger  Ausweg  kaum  zu  hnden  sein. 

Wir  machen  folgende  Annahme  :  die  Stusse  oder  Kräfte,  welche 
die  iJeformalion  hervorgebracht  haben,  sollen  auch  eine  Ände- 
rung in  der  ^  er! eilung  der  Elektrizität  bewirken  können,  und  zwar 
so,  dass  sich  die  gleichmässige  Verteilung  erst  nacJi  einer  gegen 
die  Schwingungsperioden  des  Systems  langer  Zeit  wiederher- 
stellt. Es  könnten  z.  B.  die  in  unmittelbarer  Nähe  der  Fläche  be- 
findlichen Ionen  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  sich  entfernen  und 
nur  verhältnismässig  langsam  zu  derselben  zurückkehren.  Piührt 
die  Erregung  etwa  \on  einem  nicht  zentralen  Stoss  her,  so  wird 
nun  die  Dichte  der  Elektrizität  auf  der  Fläche  ebenfalls  dissyme- 
trisch.  Zu  jedem  Punkt  gibt  es  zwar  einen  entgegengesetzt  schwin- 
genden zweiten  Punkt  auf  der  Fläche,  doch  dessen  Eadung  ist 
nicht  notwendig  dieselbe  wie  die  des  ersten  Punktes,  sodass  ein 
von  Null  verschiedenes,  resultierendes  elektrisches  Feld  sich  er- 
gibt. Danach  müsste  die  relative  Intensität  der  Serienlinien  von 
der  Art  der  Erregung  abhängen,  wie  ja  die  Erfahrung  auch  zeigt. 

Diese  relative  Intensität  hängt  aber  noch  von  einem  andern  Um- 
stand ah.  Das  Auge  und  die  photographische  Platte  integrieren 
nämlich  über  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Schwingungen.  Sei  z.  B. 
die  in  zwei  verschiedene  Eigenschwingungen  ursprünglich  gesteckte 
Energie  dieselbe;  die  erste  Schwingungsform  habe  in  der  Zeit  a 
ihre  Energie  bis  auf  einen  kleinen  Bruchteil  ausgestrahlt,  die  zweite 
in  der  Zeil  6,  wo  b  >  a.  Tritt  nun  die  nächste,  dem  Superpositions- 
prinzip niclit  genügende  1-Lrregung  erst  nach  einer  Zeit  clb  ein, 
so  ist  die  in  das  Auge  gedrungene  Gesamtenergie  dieselbe,  die  ent- 
sprechenden zwei  Sj)ektrallinien  erscheinen  gleich  intensiv,  nur 
ist  nach  der  Dispersionslheorie  die  erste  breiter  als  die  zweite. 
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Da,  wie  oben  betont  wurde,  die  elektriscben  Riiifle  klein  sein 
müssen  gegen  die  inneren  Kräfte  des  Systems,  so  widerspricbt 
eine  erbeblicbe  Inbomogenität  der  Ladung  keineswegs  den  A  oraus- 
setzungen.  Eine  einfacbe  Abscliätzung  zeigt,  dass  man  auf  dieser 
Grundlage  eine  Reibe  von  übertönen  von  vergleichbarer  Intensität 
erbalten  kann. 

Nacb  den  Serienformeln  sind  die  Grundtt'ine  der  Spektren  im 
äussersten  Ultrarot  oder  Ultraviolett  gelegen,  und  daber  nocb  in 
keinem  Spektrum  beobachtet.  Es  handelt  sich  also  zunächst  nur 
um  \er";leicbe  zwischen  Obertönen. 


II. 

ZUR 

THEORIE  DER  SERIENSPERTREN. 


PItysikalische  Zeitsclirift,  \.  Jahigang,   N°   li,   Seile   'loG-ioH. 


Bekanntlich  zeii;t  Wasserstoft'  ausser  der  durch  die  Bahnersche 
Formel  so  ausserordentlich  i;enau  dargestellten  Serie,  die  von 
Kayser  und  Bvdberg  als  «  erste  Xehenserie  »  erkannt  ist,  eine 
Aveitere,  bisher  nur  in  gewissen  Sternspektren  nachgewiesene  Beihe 
von  Linien,  die  der  zweiten  ^jebenserie  und  der  Hauptserie  der 
Alkalispektren  entsprechen. 

Setzt  man  die  Anzahl  Wellen,  die  im  Vakuum  auf  i""  entfallen 
(die  sog.Wellenzalil),  gleich /%  und  zur  Abkürzung  \  =  1096-5,0, 
so  schreibt  sich  die  Balmersche  Formel 


±r  =  \     -7 -)  (m  =  3,4,  ...,3i). 

Die  zweite  Xelienserie  ist  dann  durch 

^.^xFi ^^] 

L4       (//i  — o,jj-J 
gegeben,  die  Hauptserie  durch 

L(i,Jj^         in' \ 

Der  sehr  auffallende  Lnistand,  dass  das  erste  Glied  rechts  stets 
das  Quadrat  einer  rationalen  Zahl  ist,  hat  Balmer  und  Bydberg 
zur\  ermulung  geführt,  dass  die  Formeln  eigentlich  mit  ::{\e«  will- 
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kürliclien  ganzen  Zahlen  /?«,  n  zu  schreiben   seien,    so  class  das 
H-Speklrum  durch 


(1) 


L«-        in- \ 


±r  =  \ 


dargeslelll  wird.  Dabei  sind  zweite  INebenserie  und  Hauplscric  in 
eine  einzige  Formel  zusannnengefasst.  Die  L  ntersuchungen  von 
Rydberg  und  Runge  und  I'aschcn  (')  haben  gezeigt,  dass  dieser 
Zusammenhang  beider  Serien  sehr  wahrscheinlich  auch  ])ei  den 
andern  Elementen  besteht. 

Beim  ^^ersuche,  sciiwingende  Systeme  zu  finden,  deren  Perioden 
das  W  asserstolFspektruin  ergeben,  bin  ich  daher  in  meiner  dem- 
nächst erscheinenden  Inauguraldissertation  von  den  l'^ormeln  (i) 
ausgegangen.  Es  gelang  mir,  zwischen  den  Teilciien  eines  zwei- 
dimensionalen Kontinuums  solche  l*'ernwirkungen  anzusetzen,  dass 
die  Schwingungszahlendes  Systems  von  zwei  willkürlichen  ganzen 
Zahlen  «?,  n  abhängen  und  bei  wachsenden  Werten  dieser  Ord- 
nungszahlen sich  einer  endlichen  (irenze  nähern,  eine  bei  allen 
Spektren  auftretende  Eigenschaft  der  Serien,  zu  der  in  der  theo- 
retischen Physik  kein  Analogou  hckaiinl  ist. 

Setzt  man  speziell  voraus,  dass  das  Kontinuum  eine  der  hliichen 
eines  Rubus  sei,  so  erhält  man  genau  die  h'ormeln  [t). 

Bei  den  Spektren  antlerer  Elemente  sind  so  einfache  und  exakte 
Gesetze  bisher  nicht  bekannt;  man  stellt  die  Serien  nach  Kayser, 
Runge  und  Paschens  l  nlersiichungen  durch  Formeln  von  der 
Gestalt 

^       B       <::  ,  b 

r  =  A  -J -i otler  /•  =  «-!-  —  -+-  — 

m-    .    /n*  ni-        ni^ 

dar;  Rydberg  benutzt  die  (ileichung 
/-  =  A 


\ 


I  ni  —  \x)- 


Hierin  sind  A,  B,  C,  a,  A,  c,  'x  geeignete  Konstanten.  Auf- 
fallendervveise  hat  B  resp.  b  bei  allen  Serien  fast  denselben  Wert; 
Rydberg  entnimmt  die   entsprechende  Konstante  ^^   seiner  For- 


(')  Ueber  die  Zerlegunj;  einander  ent<precliender  Spiicnlinien  im  niagnelischen 
Felde  (Berl.  Ber.,  i\\ui,  S.  380,  720}. 
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mel  rlirekt  aus  der  Balmerschen  Serie.  Aus  dem  hei  allen  Ele- 
menten f;enau  erfüllten  «  Gesetz  der  konstanten  Dlllerenzen  »  er- 
gibt sich,  dass  die  einfachsten  Formeln  sich  wieder  auf  die 
Schwingungszahlen  selbst,  nicht,  wie  bei  Eigenschwingungen  meist 
der  Fall  ist,  auf  ihre  Quadrate  beziehen. 

Von  diesen  Bemerkungen  ausgehend,  machte  ich  die  Annahme, 
dass  wir  es  bei  allen  Elementen  mit  den  Schwingungen  desselben 
Kubus  wie  bei  Wasserstoff'  zu  tun  haben,  so  dass  nur  die  Rand- 
bediniiuniien  \on  l'^lement  zu  Element  variieren.  Dann  ergibt  sich 
folgendes: 

Aus  der  zunächst  auftretenden  Formel  für  das  Quadrat  der 
Schwingungszalil  lässt  sich  die  Wurzel  ausziehen;  es  wird 


±/' 


Hierin  sind /?,  ^Wurzeln  gewisser  transzendenter  Gleichungen, 
sie  lassen  sich  in  semikonvergente  Reihen  von  der  Form 


ni- 


q  =^  n 


entwickeln.  Diese  Reihen  gelten  nur  für  positive  Werte  der 
ganzen  Zahlen  /;?,  n.  Die  (hiadrate  der  negativen,  /?2,  n  ent- 
sprechenden Wurzeln  fallen  mit  den  eben  gegebenen  zusammen. 
Positi\e  und  negative  Schwingungszaiilen  haben  dieselbe  physi- 
kalische Bedeutung. 

Der  Koeffizient  N  ^5^  exakt  uniKersell. 

Bricht  man  die  Formeln  mit  den  ersten  Gliedern  ab,   so  erhält 


man 


\_(  m  -^  'J.f-  (  «  -r-a   )- \ 


also  die  liydbergscite  Formel  als  erste  Annäherung.  Gleich- 
zeilig  erkennt  man  aber,  dass  dieselbe  für  niedrige  Ordnungszahlen 
zu  korrigieren  ist  und  zwar  nicht  durch  ^  ariieren  des  Koeffizienten 
N,  wie  bisher  versucht  wurde,  sondern  durch  Hinzufügen  weiterer 
Glieder  von  (2).    Als  zweite  Annäherung  ergibt  sich  daher  für  eine 
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einzelne  Serie  (n  =  consl.) 

109  (•.75,0 
oz  r  =  A — — ■ —  t  /ti  —  i ,  ■?..  3,  .  .  . ), 

(  ni  -\-  y.  —  ijm- }- 

oder  durcli  andere  Entwickeluniien 

o 

loqG-").o 


±  r  =  \  — 


±r=  \ 


b 


109675.0 


^ 


111  -r-  a'  -\-  b'  {  \ 


Dabei  sind  a,  b^  a,  j,  a\  b'  Konstanten;  die  Formeln  unter- 
scheiden sich  nur  durch  (llietler  ii(dierer  Ordnung. 

Die  Annäherung  dieser  Formeln  an  die  Erfahrung  bei 
gleicher  oder  kleinerer  Anzahl  der  Konstanten  wie  bei  Kayser 
und  Runge  und  Rydberg,  ist  besonders  für  die  Linien  klein- 
ster Ordnungszahl  eine  sehr  viel  bessere:  auch  die  bisher  so 
schlecht  dargestellten  roten  Linien  ergeben  sich  meist  inner- 
halb der  Fehlergrenzen.    (S.  Tabelle.) 


Uauptserie. 

n 

A 

V 

1 

i^K 

\\ 

2    • 

1 

1   J896,i() 
'    3890, 19 

( > ,  00 

+78 

-1-86 

< ) ,  00 

(),(JO 

3! 
1 

1  33o3,<)7 
!  33o>.47 

n,o3 
o,o3 

0,00 
0,00 

-+-(),  o3 

/J 

\  -.iSi'i.gi 

ü,o5 

0,00 

— 0,  10 

1 

1 

(  2852,91  (') 

o,o3 

0,00 

-i-0,07 

.     1 

\  .2680, /,() 

0,1 

0,00 

—0,08 

■J    • 

1  2680, 4  (•) 

0, 1 

0 ,  00 

0,00 

0  ! 

(  •.>.593,98 
\  2393,98 

0, 1 
0,1 

-1- 

o,o3 
0,09 

— 0,  i3 

—0,08 

(  2343,85 

0,1 

-+- 

0,  10 

— 0,22 

/ 

1  -2543,83 

0, 1 

^- 

0,24 

—0,19 

8 

\   25 12, 23 

0,2 

-t- 

0,5 

— 0,  i5 

(    25 12, 23 

0,2 

-+- 

06, 

— 0,12 

(')  Diese  Linien  sind  nicht  mclir  gelrennt  beobuclilet. 
R. 
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m  4-  .;  /. 

•^,j 11404 

3,5 G I  ()  I .  I  > 

4,5 >!  >3,7.'. 

J,j 47>2,i9 

6,5 4546-0^ 

7,5 4i'^3.7 


Xehenserie. 

V 

K.r.. 

R 

0,00 

-^334 

0,00 

■> 

—     i,i4 

^0,9 

0,1 

100 

0,00 

0,1 

0 .  (JU 

—  0.25 

0 ,  i  5 

0 .  00 

— o,i3 

0,2 

—  i,iG 

—0,21 

9 

-+-i,7 

— 0.  17 

Ilauptserie  von  Kaliuin. 
n  A 

■2.......        7701,92 

3 4047 ;3G 

» 3447,49 

5 3-217,76 

G i  loj,  37 

7 ^o34,94 

8 2992,33 

9 29G3 ,36 

10 294  2.. '^ 

2 76G8. 5  i 

3 4oi4,29 

4 3446,49 

5 3  217,27 

G 3 102, 1 5 

7 3034.94 

8 ^99^, 33 

9 2963,36 

10 2942,8  ^  , 

Die  von  Rydberg  vermuteten  Beziehungen  zwischen  Haupt- 
serie und  zweiter  Nehenserie  sind  so  genau  erfüllt,  dass  beide 
wirklich  in  eine  einzige  Formel  zu  vereinigen  sind.  Die  Gren- 
zen der  beiden  Xebenserien  fallen  zusammen,  soweit  die  unsichere 
Beobachtung  der  Struktur  der  ersten  \el)enserie  es  zu  ]>eurteilen 
erlaubt. 

Der  zweite  Koelfizicut  kann  direkt  aus  der  Bahnerschen  For- 


l' 

KU 

K 

? 

^ 

161,3 

0,00 

o,o3 

0,00 

0 ,  00 

0 .  o3 

0,00 

-i-o ,  1 3 

o.o3 

0 ,  00 

0 .  00 

0, 10 

— 

0,27 

-f-o,  10 

0,10 

~ 

0,23 

— 0 ,  20 

o,r, 

— 

0,68 

—0,(9 

0,2 

-^ 

I  ,ü5 

—0 , 1  3 

r,o 

— 

1,45 

— 0.27 

■> 

-f- 

159,6 

—0,24 

o,o3 

0,00 

-HO, 00 

o,o3 

0,00 

+0,12 

(),o3 

0,00 

— 0 , 0 ') 

0.10 

-i- 

o,36 

—0 ,  40 

0,  U) 

— 

0,44 

— o,oJ 

0,1 5 

-f- 

0,80 

—0,08 

0,2 

-^ 

i,ii 

—0,07 

I.O 

— 

1 ,60 

—  0.23 
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mel  enlnommeu  uordeu,  dadurcli  wird  die  («rundanuiiliine  (uni- 
verselle Xatiir  des  scli\\iiii;eadeii  Systems)  sehr  gestützt . 

Die  Konstaiitoii  ändern  sicli  gesetzmässig  von  Element  zu  Ele- 
ment und  zeij;en  noch  gewisse  angenäliertc  Bezicliungon  unter- 
einander. 

Ich  liahe  die  Serien  der  meisten  l'^lcmenle  unter  IJerücUsichli- 
gung  der  Dispersion  der  Luft  berechnet  und  entnehme  als  Beispiel 
meiner  austührliclieren  Arbeil,  die  für  die  Hauptserie  und  zweite 
Nebenserie  von  K  und  Na  geltenden  l'ornielu  und  Tabellen. 

Die  Doubleis  der  Hau plserie  und  zweiten  Nebenserie  aller  AI kaH- 
metalle  sind  gegeben  durch  die  Formeln 


[H 


h  n^  |-^ 


(  m 


±  /•  =r    N 


(- 


i>  ir- 


('» 


+-    O.    »    )"•=  J       y 


aus  welchen  sich  für  die  Abstünde  der  Komponenicn  bei  der  Neljen- 
serie  das  Gesetz  der  konstanten  Dillerenzen  ergibt;  aus  diesem 
Grunde  enthält  die  Tabelle  nur  die  eine  der  Kompoi\eiiten  dieser 
Doublets. 

Die  Formeln  sind  ;uis  den  einzelnen  Linien  bciechnet.  Die 
Wellenlängen  ).  und  ilie  Fehlergrenzen  F  sind  aus  Kayser  und 
Runges,  Lewis  und  Lehmanns  Bestimmungen  entnommen.  Die 
Fehler  TAbcob. —  '^-wr)  ^"^^1  unter  R  eingetragen.  Kavse  r  und 
Runge  stellen  die  vier  Serien  durch  vier  Formeln  mit  im  ganzen 
y  unabhängigen  Konstanten  dar;  sie  haben  also  vier  Konstanten 
mehr  zur  A^erfügung.  Die  Abweichungen  ihrer  Formeln  findet 
man  unter  K.R. 

iYalriit//i. 

«,  =  0,1439"),         rt  2  =  o ,  1 4  )2 1 ;         />  =  —  0  , 1  1 58  ; 
a'  =  -^  o  ,i'ji5~  ;         b' =■ — ^(),oj)8ü. 


Kalinm. 

«1  = -r- 0,29034,         «.2  = -^  0,287 jo:         h^  —  0,2239; 

a' = -f- o,  31789  :  U  ^  —  0,1076. 
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Die  zweite  Neliensci'ie  stimmt  mit  der  Beobacliluiiy  etwa  wie 
bei  Na. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Hauplserien  von  Mg,  Ca,  etc.  diircli 
Extrapohuion  sicli  im  Gebiete  der  Schumannschen  Slralilen  er- 
geben. 

Bezüglicli  der  I>illeratiir  verweise  ich  auf  Kayser,  Handhuch 
der  S/>ektroskopte.  IM  II.  und  auf  meine  Dissertation  ('). 


Göttin^en^  den  4.  März  igoJ. 


(  Kiiieegangpii  5.  .März  190.3.) 


( ' )  C£ innres,  I,  p.   i. 


III. 

ÜBER    DAS 

SPEKTRUM   VON   KALIUM 


Annalen  der  Pliysik,   vierte   Fol^e.    Hand    1:2,    i()()3,   S.  44  ("iiö- 


Das  Speklriiin  von  Kalium  zeii;l  eine  Anomalie,  auf  die  sclion 
Kayser  und  Runge  (')  aufmerksam  gemacliL  liahen.  Widirenci 
l)ei  allen  andern  Elementen  die  nach  ihren  Formeln  voraushe- 
rechneten  l^inien  wirklich  aufgefunden  werden  konnten,  schien 
die  mit  A  :^  58i  2,  54,  A  ^  583>,23  (  A.-E.)  heginnende Nebenserie 
von  K.  eine  Ausnahme  zu  bilden.  Der  Ordnungszahl  tn  =  4  sollte 
ein  im  Rot  gelegenes  l'aar  A  =  690^,4,  ).  ^()98."),4  nach  ihren 
Berechnungen  entsprechen;  in  dieser  Gegend  konnten  aber  bisher 
keine  R-Linien  wahrgenommen  werden. 

In  meiner  Inaugural-Disserlation(=^)  habe  ich  auf  Grund  exakterer 
Formeln  diese  Serie  aufs  neue  berechnet  und  für  die  fehlenden 
Linien  die  Wellenlängen  6936,4,  6964,7  angegeben.  Die  be- 
treffende Serie  erwies  sich  als  erste  Nebenserie  ;  in  ihrer  unmittel- 
baren Nähe  verläuft  die  zweite  Nebenserie  der  das  Paar  691  1,2, 
6938,8  angehört. 

Die  Vermutung  lag  nahe,  dass  bei  der  Unempfindlichkeit  des 
Auges  in  dieser  Spektralgegend  die  gewöhnlich  benutzten  Konkav- 
gitter zu  lichtschwach  sein  möchten.    \  ersuche  mit  verschiedenen 


(')  \\.   Kayser    und  C.   1\ungi:,  Sitzungsber.    d.  k.   Akad.   d.   Wissensch.  zu 
Berlin,  i8go. 

(- )  QEuvres.  I,  p.  (Jo. 


K6  (HCLVRES    [)i;    \VAI.T)IKU     lilT/. 

Liclitfjiiclleii  lind  \[iparalcn  fiilirten  iii  der  I  al  zur  Aulliniiung 
einer  scliwaclieu  Kalluinliuie  in  der  belrellenden  Spektralgegend. 
Als  Liclitquelle  erwies  sich  besonders  günstig  der  vun  einer  Akku- 
mulatorenbatterie AOn  35  ^  olt  gespeiste  Bogen.  Eine  Linse  ent- 
warf auf  dem  Spalt  des  Spektralapparates  ein  kleines  Bild  des 
Bogens ;  das  durch  sechs  Prismen  zerlegte  Licht  wurde  durch  ein 
Fernrohr  unter  massiger  Aergrösserung  beobachtet.  War  metal- 
lisches Kalium  (')  in  den  l^ogen  eingeführt  und  die  Dampfdichte 
sehr  gross,  so  erschien  neben  dem  i)ekannleii  Paar  <)()ii,  OqSH 
nach  Seile  der  längeren  V\  eilen  eine  bisher  nicht  beol)achlete 
schwache,  \erbreiterte  Linie,  deren  /iigelir»rigkeit  zu  K  nach  der 
Art  ihres  Erscheinens  sehr  wahrschnnHch  war.  \  on  hier  ijis  zur 
M  ellenlänoe  ""oo  war  keine  weitere  Linie  siclitbar. 

O  J    J 

^^  egen  der  Nähe  der  beiden  von  Kayser  und  Bunge  gemes- 
senen Linien  691 1,  6()38  konnte  die  neue  Linie  auf  diese  als  Nor- 
malen bezogen  werden.  Die -Messung  geschah  diircli  Okularbeob- 
achtungen  mittels  eines  ebenen,  auf  ein  Speklnuneter  \o\\  Krüss 
montierten  (jilters.  Die  Trommeln  der  ^likroskope  gestatteten  die 
direkte  Ablesung  der  Sekunden,  und  die  Teilungsfehler  des  be- 
treffenden kleinen  Stücks  des  Kreises  konnten  direkt  ermittelt 
und  berücksichtigt  werden.  Das  (iitter  war  ein  auf  Glas  aufge- 
tragener  Celluloidabguss  eines  grossen  Bowlandschen  Gitters, 
seine  Lichtstärke  bei  6900  sehr  befi'iedigend. 

Aus  einer  Reihe  von  Beobachtungen  ergal^  sich  der  ^^  inkel  der 
roten  Linien  Gqir.a,  (iqjS.cS  zu  5' 56":  \on  letzterer  Linie  zur 
neuen  l'and  sich  5' .!o":  hieraus  folgt  für  (Ue  neue  Linie 

Ä  =  6904,4  =  u,}. 

Die  Rechnung  nach  meinen  J-Vn-meln  forderl.  wie  (d)en  J)emerkl, 
).  =  69()4,7;  die  L  bereinstimmung  ist  also  eine  ausgezeichnete 
und  die  Zugehörigkeit  der  neuen  Linie  zu  K  ist  damit  festgestellt. 
Die  zweite,  voraussichtHch  noch  schwiichere  Linie  des  Paares 
müsste  bei  6936,  /j  liegen,  also  ganz  nahe  bei  derstarken  und  ziem- 
Hch  breiten  Linie  (hj38.  Es  ist  nur  wenig  Hoffnung,  die  beiden 
Linien  durch  Okularbeobachtungen  zu  trennen.  Bei  geringer 
Dispersion    konnte    schon    G9()4    wegen    der    l)h'ii(h'nden    Nähe 

('j  Audi  anicisen^aures  Kalium  erwies  sicli  als  güiislig. 
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\on  (h^.uS  uikI  6q  I  i  iilclil  walirgenoninien  werden,  trotzdem  die 
\  erhiilluisse  immer  uocli  günstiger  sind  wie  hei  ()9.3(3. 

Zunächst  belremdet  die  geringe  Intensität  der  neuen  Linie  im 
Vergleich  zu  den  benachbarten  Linien  der  zweiten  Nebenserie. 
Aber  einerseits  nimmt  die  Inlcnsiliit  mit  al)nehmender  Ordnungs- 
zahl in  der  zweiten  Nebenserie  meist  rascher  zu  als  in  der  ersten; 
anderseits  zeigt  die  licobachtung,  dass  die  Absorption  in  den 
äuseren  Schichten  des  liogens  und  die  dadurch  bewirkte  Selbsl- 
iiitdvehr  der  Linie  so  gross  sind,  dass  dieselbe  manchmal  ohne 
jeden  helhMi  l»and  als  dunkler  Streif  auf  schwachem  kontinuier- 
lichen 1  lintergruiid  crschcinl  und  dann  natürlich  kaum  zu  sehen 
ist.  Aehnliches  war  \  on  Kavser  und  Runge  schon  l)ei  andern 
K-Linien  beobachtet  worden. 

Hr.  Lenard  (')  hat  kürzlich  gefumicn,  dass  die  beiden  jNeben- 
serien  von  Li,  Na  von  \crschiedenen  Schichten  des  Bogens  aus- 
gehen; sie  müssen  daher,  nach  Lockyers  Methode  untersucht, 
aus  Linien  von  verschiedener  Länge  bestehen.  Dies  Resultat 
konnte  bei  Na  bestätigt  werden,  bei  K  dagegen  erschienen  die 
Linien  beider  ^lebensericn  nou  derselben  Länge.  Die  oben  hervor 
gehobene  stai'ke  Absor|)li(jn  in  den  äussern  Bogenschichten  w  ürde 
dieses  Resultatvielleicht  erklären:  immerhin  wird  man  schliessen, 
dass  eine  Lintcilung  der  Linien  nach  dem  Ort  ihrer  Emission  im 
l>ogen,  wie  sie  Hr.  Lenard  vorschlägt,  nicht  dieselbe  Sicherheil 
besitzt,  wie  sie  durch  Beobachtungen  im  magnetischen  Feld,  ver- 
bunden mit  der  Rechnung,  erreicht  uiid. 

Bei  .Vnwendung  sehr  geringer  iJispcrsion  konnte  unter  T  m- 
ständen  bei  grosser  Dampfdichle  das  Aulleuchten  \on  zwei  wahr- 
scheinlich zu  K  gehörigen  Paaren  zwischen  -120  und  7240  beob- 
achtet werden,  doch  war  eine  Messung  nicht  möglich.  Sie  dürften 
dem  nach  \  iolett  verbreiterten  ^a-Paar  bei  ofijo  entsprechen. 

Bonn,  den  4-  Juli  ig<>'>. 

( l-^iiii;cgangeii  ■>.  Juli  igoS.) 

(')  I'.  Lenaüd,  Ann.  d.  Pliys.,  l.  XI,  igoS,  p.  6j<j. 


IV. 

SLll  LA 

PHOTOGRAPHIE  DES  RAYONS  INFRAROUGES. 


Cornptes  rendas  des  seances  de  l'Acadeinie  des  Sciences  de  Paris, 
t.  GXLIIl,  p.    itlj-iGi).  Scance  du   i6  juillet  1906. 


En  1880,  M.  Aljuey  a  fait  connaitre  (')  quen  preparant  dans 
des  conditions  speciales  uiie  emulsion  de  bromiire  d'argent  dans 
du  collodion,  dislillant  Tellier,  piiis  lavant  et  redissohant  le  pre- 
cipite,  on  obtient  une  nouvelJe  einulsion  qui  se  distinyiie  par  une 
remarquable  senslbilite  aux  radiations  peu  refraugibles. 

M.  Abnej  avait  cru  atteindre  dans  le  spectre  prisinalique  solaire 
la  longueur  d'onde  2^-,  mais,  en  realite,  il  etalt  alle  seulemenl  jus- 
qu'ä  1(^,4  (")•  Mali;re  sa  portee  ainsi  reduite,  ce  pi^ocede  depasse 
encore  dans  l'infraroiige  lout  ce  qua  donne  lemploi  des  colorants 
sensibilisateurs.  II  a  ('Le  repris  depuis,  mais,  semble-t-il,  janiais 
avec  succes. 

J'ai  etabli  les  conditions  de  foiinatiou  el  la  nature  du  compose 
sensible,  ce  qui  m'a  permis  de  connaitre  et  d'eliniiner  les  causes 
d'insucces  qui  in'a\aient  d'abord  arrete  connne  mes  predecesseui'S. 
J'en  ai  deduit  des  procedes  nouveaux  qui  ont  donne  des  l'abord  des 
resultats  superieurs  a  ceux  d'Abney  et  que  j'espere  encore  perfec- 
tionner  notableinent. 


(')  Philos.  Trans.,  t.  CLWI,  1S80;  t.  CLXWI,  1881. 

(-)  Rubens  {Rapports  presentes  au  Congres  de  Physique,  t.  II,  p.  i4(-,  Paris, 
1900)  a  meme  donne  pour  cette  limitc  i>^,24. 
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i"  J'ai  dabord  fait  varier  dans  des  propoiiious  cteudiics  tonlos 
les  donnees  d'Abney.  Dans  toiis  les  cas,  soiis  Plnlluence  de  la  clia- 
leur,  la  seiisibilile  de  remulsiou  aux  ravons  peii  refVaugibles  s'esL 
trouvee  consideral)leiuentau^ineiilee,  soilque  Tazolale  d'ari;ent,  soll 
que  le  broimire  fussent  en  exces  ;  cepeudant,  la  trauslorniatioii  est 
plus  |)rompte  avec  le  premier,  et  se  fait  en  parlie,  meine  ä  f'roid, 
sl  Texces  est  considerable  (par  exemple  i^  sur  5^  de  Hr.  Aii,.). 

Une  enudsion  oblenue  au  nioyeu  de  Solutions  coiiconlrees  d'azo- 
tate  d'argent  et  de  bromure  de  zinc  ou  d'ammoniuni  dc'vient  plus 
sensible  que  les  enndsions  preparees  suivanl  les  donnees  oidi- 
nalres. 

La  diminution  de  la  pvroxdine,  poussee  aussi  loin  (pie  po>sible, 
est  tres  favorable. 

11  fant  remarquer,  et  c'est  une  des  piin(M|)ales  causes  d  insucces, 
<|u'il  nest  pas  toujours  possible  d  alteindic,  nienie  apprt)xunative- 
nient,  le  nombre  donne  par  Abnej  sans  voir  le  bromure  d'argent 
se  precipiter  en  gros  flocons  ;  en  eflet,  selon  son  niode  de  prepara- 
tion,  la  pjroxiline  confere  au  melange  d'alcool  et  d'etber  une  \is- 
cosite  variant,  d'apres  certains  auleurs,  tlu  simjde  au  decuple;  or 
c'est  eile  qui  determine  la  quantite  de  bromure  d'argent  |)0uvant 
rester  en  Suspension.  J'ai  du,  avec  des  j)jroxilines  l'aiblement 
nitrees,  emplojer  jusqu'ä  i^,5  de  pjroxiline  sur  lo'  d'azolalt; 
d'ai'gent,  c'est-a-dire  le  decuple  de  ce  (jirindique  Abney. 

L'emulsion  decrite  par  Abney  peut  des  lors  etre  caraeterisee 
comme  suit  :  plus  grande  concentralion  possible  des  Solutions 
reagissantes,  minimum  de  pjroxiline  permeltant,  avec  des  pre- 
cautions  convenables,  la  formation  dune  emulsion  bomogene. 

Les  bromures  de  zinc  et  d'ammonium  sont  ä  peu  pres  Äquiva- 
lents;  on  peut  aussi  renqilacer  le  melange  d'alcool  et  d'etber  par 
de  l'alcool  melbvli(jue  ou  de  Tacetone.  La  transformation  du 
bromure  d'argent  est  donc  d'ordre  purement  pbysique;  eile  est 
d'ailleurs  toujours  accompagnee  dune  augmentation  du  diametre 
des  grains. 

Enfin  l'emulsion  a  ete  soumise  sous  pression  a  des  temperatures 
allant  jusqu'ä  loo*^  pendant  i  beure  et  4o"  pendant  24  beures.  11 
n'a  cependant  pas  ete  possible  de  depasser  la  limile  donnee  par 
Abney,  le  l^romure  de\enant  granuleux  et  se  decomposant. 

11  est  avantageux,  apres  avoir  distille  letlier,  de  laisser  refroidir, 


f)o  (H-:ivuEs  i»i:  wvi.tiikh  rit/. 

de  rajiMilr-r  r(''lliei'.  <l  cii;iter  et  de  recoiniiHMicei'  rdperalioii.  <  )ii 
peilt  aiiisi  eniplover  des  Solutions  deux  ou  irois  fois  plus  elendues 
que  ne  1  iiidique  AbneA  ,  cequi  facilite  la  loi-malion  d  uue  emidsioii 
Itien  lioinoi;ene. 

La  sensihilile  de  remulsion  a  la  liiniitT«.-  hlauelie  s  est  lioiivi'e 
eijalement  augnientee.  niais  dans  des  propoilions  |)lus  fail)les. 

:>."  Oll  sait  que.  soumise  ä  laction  de  la  clialeur,  une  •'■luulslon 
au  L;t''lalin(ilir(iiiiiire  aui^mente  <''norm(''ment  de  sensihilil«'  poiii'  les 
ravons  tres  refranj;il>les.  iiioins  ponr  les  ia\oiis  jaunes  et  roui;es, 
les  variations  de  concenlration  des  sels  et  de  la  ^^elatine  ayant  la 
nieme  induence,  mutalis  mutandis,  que  dans  lemulsion  d"\bney. 
Ce  rapprochernent  m'a  porte  ä  croire  qu  il  s  aylt,  dans  les  deux  cas, 
de  la  nianifestalion,  difTerente  seuleinent  au  poiut  de  \ue  fpianti- 
tatil,  d  une  meme  propriele  du  broniure  darbeut. 

C  est  ce  que  1  experienee  a  conliime.  tu  jireeipite  de  hronuire 
oljtenu  dans  des  conditlons  eonveuables  soit  dans  Talcool,  soit  dans 
Teau.  la\e  et  chautle  quelques  niinutes  sous  leau  soit  pure,  soit, 
ce  qui  est  plus  avantageux,  additionnee  d'un  peu  d'gzotate  d'argent, 
donne,  apres  emulsification  dans  la  gelatine  et  nouvelle  action  de 
la  chaleur,  des  plaques  plus  sensibles  au\  ravons  infra-rouges  que 
Celles  d  Abnej.  Apres  5  niinules  d  exposition  au  spectre  des  lampes 
Nernst,  incomparablement  moins  riclie  en  ravons  caloriliques  que 
celui  du  Soleil  dont  s'est  ser\i  Al)nev,  on  ol)tient  une  inipression 
qui  decroh  regulierenient  depuis  le  bleu  jusqu'ä  i  V\  \  sans  pn'-senter 
les  brusques  variations  des  plaques  Iraitees  aux  roloranls.  La  cou- 
leur  caraeteristique  bleue  de  lemulsion  d  Abney  (observee  par 
transparence)  apparait  ici  immedialenienl  et  ä  froid.  Je  donnerai 
ailleurs  les  details  tecliniques. 


V. 

suu 

L'ORIGINE  DES  SPECTRES  EN  SERIES. 


(oinptes  rendus  des  seances  de  l'Acadeniie  des  Sciences  de  Paris, 
t.   CXLIV,  |).  r)3|-(i3().  Seance  du    iS  inars   1907. 


Oll  saitquc  les  Jrrcjiiciicrs  v  du  spcclro  ordinaire  de  1  Indro^cne 
eL  du  speclrc!  iiouveaii  decouverl  par  Pickerlnj;  dans  ccrtaines 
öloiles  sonl  doiiiu-ps  Irrs  cxaclemcnl  par  les  forimdes 

(m  =  j,  .|,  J,  .  ..), 


<'>-nT-;;^;'   -'h-r;ziy) 


Oll  ^  esl  iine  constaiile.  De  lels  SYSleines  de  \  ihralioiis  diHV'renl 
essenliellemenl  de  loiis  ceux  (|iii  uoiis  eoniiaissons  |)ar  rexislence 
d'iine  limite  des  frequeiices  pour  ni  =  oc,  et  par  Tabsenee  du  lerme 
en  V-  provenant  de  l'acceleralion.  Les  memes  anonialles  se  re- 
irouvent  dans  les  autres  speclres  etudies  par  Rydber^,  Kayser  el 
Runge. 

Yoiei  comment  on  peiil  eoncevoir  pliyslqueinenl  im  Systeme 
donnant  un  tel  ensenible  de  \ibrations. 

Soient  A,  B  deux  points  fixes  relies  par  des  (11s  inextensibles 
AC,  BG  au  point  C,  milieu  de  la  droite  AB.  Iniprinions  ä  ces  fiis 
un  mouvement  de  rotation  vniifornie  de  vitesse  angulaire  o)  autour 
de  Taxe  AB,  la  rotation  du  fil  AC  pouvant  d'ailleurs  elre  de  meme 
sens  que  celle  du  111  BC,  ou  de  sens  conti^aire.  On  suppose  la  lon- 
gueur  des  fils  tres  peu   dilTerente  de  AC=BC=/.   L'axe  des  ^ 


(yi.  OEUVRES    DE    \VALTIIEU    UlTZ. 

coVucidanl  avec  Aß,  considerons  le  111  AC,  et  soit  -j.  sa  iiiasse  par 
unite  de  lonyiieiir,  T^  sa  lension,  Zi  la  distance  necessairemenl 
petite  d'tin  element  du  fil  ä  Taxe;  la  force  cenlrifuge  de  cel  t-\c- 
ment  sera  w- u'i<:/j",  el  le  fd  aura  la  forme  dune  sinusoide  |)lane 
donnee  par  requalion 


CO  -  ;ji       I 
e-Tz'   m- 


Ta 
Ta  = 


dx- 


oj-  ij.',;  =  o. 


Tn  = 


ij' 


{  /» ,  /i  ^  I ,  ■>. ,  J ,  .  .  . ) . 

Par  consequent,  le  poiul  C  sera  souuiis  ä  une  force  parallele  a 
l'axe  el  ei;ale  au  sii;ne  pres  a  T^  —  Tß,  c'est-a-dire  ä 


(  /i,  //?    =  I  ,  '2,    J,    .  .  .) 


qui  tendra  ä  Teloigner  de  sa  posilioii. 

D'autre  pari,  considerons  ua  corpuscule  mobile  de  masse  M  et 
de  charge  e  dans  un  champ  magu<''tique  Jl  parallele  ä  1  axe  des  x^ 
et  soient  «,  v,  ^v  les  composantes  de  son  deplacement  suppose  tres 
petit.  La  resultante  X  des  autres  forces  sera  supposee  nulle  ou 
parallele  a  li.  On  aura  alors 

d-  II  _  d-  r        eW  dw  d-  w  _       e  H  di' 

"dF  ~      '  '    'dF  ~  ~  ~dt'  '    ~dF  ^         c"  'dt 

(c  =  vitesse  de  la  lumiere). 

La  projeclion  du  mouvemenl  sur  uu  plan  perpendiculaire  ä  laxe 
est  donc  im  cercle,    et  le  temps  de  revolulion  T,    ou  plulol  la  fre- 

quence  v  ^t^,  sera  donnee  par 


Mc 

On  se  trou\e  donc  ici  dans  le  cas  tres  exceplionnel,  comme  l'a 
remarque  Lord  Rayleigh  ('),  oii  ce  n'est  pas  le  carre  de  r,  mais 
cette  qiianlilt'  elle-meme  qui  s'exprime  le  plus  simplement. 


(')  Phil.  Mag.,  V-  srr.ie,  t.   \LIV,  iS,,;,  p. 


■VMS. 
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SupjDOSons  maintenanl  f|iie  les  fils  AC,  AB  fasst-iil  parlie  d'un 
Systeme  electri(|iie  aniine  du  nieme  niomemenl  de  rolatiou,  les 
poiiils  A,  B  elant  fixes.  Sous  rinlluence  de  Ja  force  T^  —  T,;,  le 
poiiit  G  tendra  a  se  deplacer  suivanl  AB,  et  Ton  peut  admetlre  qii'il 
ea  resulte  un  chanj;enient  dans  la  distrihution  des  cliarges  elec- 
Inques,  une  soiie  de  polarisalion  |)ro|)()rti()iiMelle  a  re  deplaceinenl 
et  qui  s'y  oppose:  Ic  deplacenient  restera  lies  pelit  et  la  polarisa- 
lion sera  proporlionnelle  ä  i\  —  T^.  La  rolaliou  du  Systeme  pro- 
duira  d'ailleurs  un  cliainj)  inagnetique  (pii  sera  egalemenl  parallele 
a  AB  et  proportionnel  a  '1^^  —  T,{. 

Dapres  ce  qui  vient  d'elre  dil,  nn  corpuscule  jilace  dans  ee 
cliamp  emetlra  une  vibralion  cireulaire  dont  la  frequence  sera  pro- 


porlionnelle ä  T, 


et  Inn  aura 


(2) 


±  V  =  N 


i)'J 


( /< ,  ni 


.), 


l\  ('lant  une  conslante.  I'our  /?  =  2 ,  ni  =  i>.,  3,  4  ou  /;?  ^  2, 
n  =  2,  3,  /[,  on  oblienl  les  formules  (  1 ) ;  a  /«  ^  1  et  aux  autres 
valeurs  de  n  correspondenl  des  lignes  siluees  en  deliors  de  la  partie 
ronnue  du  speclre,  mais  dont  Texistenee  est  rendue  probable  par 
Tanalogie  des  autres  spectres  ('  ). 

-i  chacnn  des  etats  cVequiiihre  flynamique,  en  nombre  infini^ 
de  ce  Systeme  lourbUlonnant  correspond  une  K-ihralion  emise 
par  le  corpuscule  et  l'ensemble  de  ces  vibralions  reproduit 
exactement  le  speclre  de  V kydrogene. 

II  est  d'ailleurs  evident  qu'on  peut  etablir  de  beaueoup  de  ma- 
nieres  la  proportionnalite  entre  la  force  T^  —  l,j  et  la  force  magne- 
lique  parallele  H. 

En  parliculier,  remplacons  C  par  une  sphere  cliargee,  de  petites 
dimensions,  et  supposons  (ju'en  A  et  B  les  fils  saltachent  ä  deux 
splieres  dun  rayon  comparable  a  /,  d'ailleurs  identiques,  et  portant 
des  cliarges  de  meme  signe  que  C;  enfni  la  rotation  de  la  sphere  A 
et  du  fd  AC  sera  de  signe  oppose  ä  celle  de  B  et  BC.  vSi,  au  contact 


{')  Kydberg,  Bapports  piesentes  au  Congres  de  Pliysitjue,  t.  II,  Paris,  hj'jo, 
p.  3i2.  —  W.  HiTz,  Annaleii  der  Physik,  t.XII,  igoS,  p.  264  :  Inaug.  Diss.  Auszug. 
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du  fil  et  de  la  sphere,  d  n'existe  pas  de  forces  taii|;eiiles  ä  la  surt'ace 
de  cetle  derniere  (comme  c'est  le  cas  pour  les  fluides),   oii  aura 

pour  le  fii  la  condilion  -r^  =  o ;  si,  au  contraire.  le  (il  est  lixe,  on  a 

'j  1=  o.  II  existera  des  lors  en  loul  polut  de  AB  une  foree  eleclrique 
et  une  foree  magiietique  parallf'des  ä  eette  droite,  et  nuUes  en  son 
milleu;  dans  le  voisinage  de  ce  point,  elles  seront  proportionnelles 
l'une  ä  lautre,  ainsi  qu'ä  la  distance  ä  ce  point.  En  ecrivant  l'equa- 
lion  d'equilibre,  on  ^oit  que  C  sera  amene  dans  un  champ  maj;ne- 

tique  proportionnel  ä  T^ — -Tj.;  si  enlin  -j^::=  o  en  C.  cette  sphere 

ne  sera  soumise  |)erpendiculairement  ä  laxe  Aß  qua  Taction  de 
la  foree  maunetique  etexecutera  Tensemble  des  vibrations  de  1  hj- 
drogene.  les  constantes  etant  convenablement  choisies. 

En  admettant  que  ce  meine  Systeme  fasse  partie  d'un  ensemble 
de  structure  plus  complexe  qui  exerce  des  forces  sur  lui.  on  obtient 
d'autres  spectres  en  series;  en  particulier,  on  est  conduit  aux  for- 
mules  cpie  javais  obtenues(')  par  une  voie  diflerenle  et  qui  repre- 
sentent  avec  une  grande  exactilude  les  donnees  de  lexperience  et 
l'ensemble  des  lois  de  Ilvdber::. 


(')  \\.  l'.iTZ,  loc.  eil. 


YI. 

S  L  K 

L'ORIGINE  DES  SPECTRES  EN  SERIES. 


Coinplcs  rendus  des  scances  de  l'Acade/nie  des  Sciences  de  Paris, 
t.   (IXI.N  ,   |i.    178-iSi).   Söiincc  du    16  jiiillot    11)07. 


Daus  luie  [)i'eccdenle  Coinimuiit^atiou  ( '  )  j  ai  cIiiu'cIk'  ä  loiiuer 
Uli  'Systeme  cinellaiü  I  euseinble  des  vihralious  de  I  livdro^cuc 
en  parlaul  de  1  liypotliese  dun  <'dectrou  l'  soiiinis  mii(]ueineiit  ä 
Taction  d'uu  cliani|)  ina^iieüque  H.  l^a  Irequciuc  v  de  la  vihralion 
circulaire  qui  eu  resulte  est  egale  au  produit  de  H  par  iiu  lacleiir 
universel  K.  Gonscivanl  celte  liypotliese,  on  obtienl  uii  i<''sullat 
plus  simple  et  plus  eouforme  aux  idees  actuellement  admises  en 
atlribuaul  ceeliainj)  11  ä  uu  aimant  rectiligiie  daiis  Ic  proloiigemeiit 
duquel  serait  sltuc-  Ic  poiiil  l\  Soieiil  /■,  et  /"o  les  disiaiices  de  ses 
poles  ä  I*  et  z!z  u.  leurs  charyes  magueti(:|ues,  ou  auia 

'■^lV'^(75-7?)  ('■i</-2). 

Cetle  formale  est  ideulique  avec  celle  de  ßaliiier 

si  l'on  admet  que  laimaiit  recliligne  est  compose  dem  —  ^i  aiiuants 
ei;aiix  enlre  eux,  de  longueur  a,  poses  bout  a  boiit,  et  qu  il  est  se- 

( ' )  (Xiiv/es,  V,  p.  9t. 

(^)  All  nombre  i  corrcspondiait  unc  seiic  dans  rextiünio  iiltia\  iolcl;  a  3,  .^,  ... 
des  Hirnes  infrarouce?. 
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pare  de  P  par  deiix  (-)  segiiients  liiieaires  de  meine  longueur,  inais 
11011  aimanles.    Oii  a  alors 

Daus  les  diverses  molecules  d'une  iiiasse  dhjdrogene  rendue 
liiiiiiiieuse  011  dcvra  trouver  toutes  les  modificatioiis  correspondant 
ä  1 ,  2,  3,  . . .  almauts  elementaires,  celle  qui  correspond  ä  n  aiiiianls 
etant  d'autant  niolns  freqiienle  qiie  n  est  plus  graud.  Celle  concep- 
tion  iie  se  heurle  ä  aucune  difliculte  si  l'oa  considere  ratonie 
dlivdrogene  eomme  fori  coinplexe  el  si  roa  reniarque  que  loul 
Corps  de  revolulion,  en  rotalioii  autour  de  son  axe,  peul,  par  iine 
dislribulion  convenable  de  sa  charge  eleclrique,  devenir  equivalent 
ä  un  aimant  lineaire. 

Si  le  preinier  aiinaiil  a  la  longueur  -5  on  oblieadra  Ja  formale 
de  Pickeriiig,  pour  les  raies  de  1  hydrogeae  daas  l'eloile  v  Poupe, 

L2-        (  in  — ().))- \ 

Sil  a  la  longueur  a  et  si  /•)  est  quelcoaque,  011  aura  la  forniule 
generale  de  Rjdberg  pour  les  series  spectrales 

oü  N  est  une  constaate  universelle  si  a  est  uaiversel  (comme  oa 
l'admet  pour  les  electrons).  Les  trois  quanlites  A,  ^i,  IS  sont  ia- 
depeadantes  de  in. 

Eafia,  si  la  loagueur  du  deuxieme,  troisieme,  .  .  .  aimaat  differe 
egalemeat  de  «,  laais  ea  s'ea  rapprocbaat  ä  mesure  que  m  aug- 
meate,  011  aura  uae  represeatatioa  exacte  des  resultats  de  l'ex- 
perieace.   Ea  particulier.  si  Von  suppose  que.  c.  c'  et  ^i  etaat  des 

coastaales,  on  a 

c' 


r 


oa  oblieat  la  formulc 


et  j  ai  moalre(')  que  celle  bjrmule  represente  les  series  spectrales 
(')  W.  liiTZ.  Aiinalen  der  Physik,  t.  XU,  lyoS.  p.  2G4;  Inaug.  Diss.  Auszug. 
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avec  une  tres  grande  precislon,  tont  eu  contenant  inoins  de  cons- 
tantes  arbitraires  que  celle  de  Kayser  et  Runge. 

Lorsque,  maintenant  invariable  la  longueur  et  la  posilion  des 
autres  aimants,  on  change  la  longueur  du  premier,  on  obtient  une 
nouvelle  serie  de  lignes  presentant  avec  la  precedente  des  diffe- 
rences  constantes  de  longueur  d'onde.  Cest  un  phenomene  gene- 
ralement  observe  dans  les  spectres  de  lignes. 

Si,  au  contraire,  conservant  la  position  du  premier  pole,  c'est- 
ä-dire  la  quantite  /•, ,  on  modifie  encore  la  longueur  du  premier 
aimant,  on  obtient  une  serie  de  doubles  lignes  convergeant  vers  la 
meme  limite.  Ce  cas  est  realise  dans  les  series  principales  et  les 
satellites  des  series  secondalres. 

Comme  r^  >  /'i,  et  que  le  nombre  m  des  aimants  est  au  moins 
egal  ä  un,  les  lignes  (en  general  infrarouges)  corrcspondant  ä 
m  =  o  ou  ä  des  valeurs  negatives  de  v  ne  seront  pas  observees.  Le 
premier  cas  se  presente  effecti".  ement  pour  les  prejnieres  series 
secondaires  de  He,  Cd,  Zn,  Hg,  Tl,  oü  les  observations  ont  pu  etre 
faites. 


R. 


VII. 

MAGNETISCHE  ATOMFELDER   UND   SERIENSPEKTREN. 


Annalen  der  Physik,  ^'ierle  Folge.   Band  23,   1908,  p.  660-696. 


Bekanntlich  beziehen  sich  alle  bis  jelzt  in  den  Linienspektren 
gefundenen,  einfachen  Gesetze,  wie  die  Balmersche  Formel,  das 
Gesetz  der  konstanten  Differenzen  usw.,  auf  die  Schwingungs- 
zahlen, und  nicht  auf  deren  Quadrate.  Es  liegt  hierin  für  die  Er- 
klärung dieser  Spektren  eine  besondere  Schwierigkeit,  auf  die 
Lord  Rayleigh  (')  aufmerksam  gemacht  hat:  wenn  ein  mecha- 
nisches oder  akustisches  System  kleine  Schwingungen  ausiiihrt, 
so  dass  die  Zeit  nur  in  der  Form  eines  Faktors  sin  v  ( t  —  ^„^  ^^  'J'^ 
Lösungeingeht,  so  wird  durch  Bddung  der  Akzeleration,  d.h.  durch 
zweimalige  Differentiation  nach  /,  der  Faktor  v-  eingeführt;  die 
Gleichung,  \\elche  die  Schwingungszahl  v  bestimmt,  wird  also  das 
Quadrat  von  v  enthalten,  und  es  gelingt  nur  in  Ausnahmefällen, 
die  Schwingungszahlen  selbst  einfach  auszudrücken  (-).  Lord  Ray- 
leigh schliesst  hieraus,  dass  es  sich  bei  den  Spektren  vielleicht  um 
rein  kinematische  Beziehungen  handle,  in  welclie  die  Akzeleration 
nicht  eingehe.  Wie  man  sich  diese  zu  denken  hätte,  und  in  welcher 
Weise  man  diese  Annahme  mit  der  Theorie  der  Dispersion,  des 
Zeemanetlektes  usw.,  bei  welchen  die  Trägheitsreaktion  eine  we- 
senlliche  Rolle  spielt,  in  Einklang  bringen  könnte,  ist  allerdings 

(')  Lord  Uaylkiüii,  /-•/(//.  Mag.,  b'-  scirie,  l.   \LI\',  1^97,  p.  oj6. 

(-)  Verfasser  liat  einige  solclie,  den  Spekiralgeselzen  entsprechende  Fälle  unter- 
sucht (QEuvres,  I,  p.  i ;  Ann.  d.  Phys.,  t.  XII,  igoS,  p.  264;  Inaug.  Diss.  Auszug). 
Die  Komplikation  der  hierbei  nötigen  Annahmen,  für  die  sich  enie  befriedigende 
physikalische  Deutung  nicht  hat  finden  lassen,  nötigt  wohl,  die  dort  gegebene 
Theorie  fallen  zu  lassen,  und  ist  eher  geeignet,  Lord  Rayleighs  Schiussweise  zu 
stützen;  vgl.  Lord  IlvYi.riGH,  Phit  Mag..  6*  serie,  t.  X[,  1906,  p.  laS. 
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kaum  einzusehen.  DerScliluss,  dass  zwischen  den  für  den  Zustand 
massgebenden  Grössen  nur  Din'erentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  bezug  auf  die  Zeit  bestehen,  lässt  sich  aber  in  anderer  Weise 
aufrecht  erhalten  :  man  hat  nur  anzunehmen,  dass  jene  Grössen 
Geschwindigkeiten  sind,  oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  wir- 
kenden Kräfte  nicht,  wie  gewöhnlich,  von  der  Lage  der  Teile  des 
Systems,  sondern  von  deren  Geschwindigkeiten  abhängen.  Dies 
ist  bei  magnetischen  Kräften  allgemein  der  Fall,  und  die  An- 
nahme intensiver  magnetischer  Atomfelder  dürfte,  auf  Grund  der 
im  Gebiet  des  Magnetismus  vorliegenden  Tatsachen,  kaum  zu  um- 
gehen sein(').  Durch  diese  Ueberlegung  wird  also  die  Hypothese 
nahegelegt,  dass  die  Schwingungen  der  SerienspektJ'en  durch 
rein  magnetische  Kräfte  erzeugt  werden^  und  es  soll  im  folgen- 
den gezeigt  werden,  dass  diese  Annahme  in  einfacher  Weise  zum 
Verständnis  der  Gesetze  der  Serienspektren  und  der  anormalen 
Zeemaneffekte  führt. 

Es  sei  e  die  Ladung,  m  die  Masse  eines  elektrischen  Teilchens; 
befindet  sich  dasselbe  in  einem  magnetischen  Feld  H  parallel  zur 
Z-Achse,  so  ist 

d'X        e  H  dy 

in  — — -  =  -7- , 

df-  c      dt 

.     e\\ 

5"  =  A  sin {t  —  /n),         V  =  A  cos it  —  /o)j         ^  =  ^0-1-'*/) 

nie  nie 

WO  A,  B,  ^^O)  '0  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Die  Bewegung 
ist  also,  wie  bekannt,  helikoidal  ;  sie  zerfällt  in  eine  gleichförmige 
Translation  parallel  H,  und  eine  zirkuläre  Schwingung  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  H,  deren  Schwingungszahl  proportional  istH. 
Ist  das  Feld  nicht  homogen,  so  muss  dafür  gesorgt  werden,  dass 
j?,  y,  z  —  ^0  sehr  klein  bleiben.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  A 
klein  ist,  und  die  elektrische  Ladung  an  eine  Ebene  (oder  ein  Flä- 
chenelement) senkrecht  zu  H  gebunden  ist;  oder  auch  wenn  quasi- 
elastische Kräfte  der  Form  —  k'-x,  —  k'y^  —  k'-z^   die  sehr  klein 

cetren r> r- sind,    eingeführt  werden,    und   schwache  Er- 

^   ^  e    dt       c    dt  '  &  ' 


( ' )  Vgl.  insbesondere  P.  Weiss,  Vliypotliese  du  chanip  inoldcidaire  et  la 
propriete  ferro  nag  netique  {Bull.  Soc.  franc.  de  P/iysique,  1907;  Comptes 
rendus,  t.  143,  1906,  p.  ii36;  l.  145,  9  et  3o  decembre  1907). 


d-'-y             c\\  dx 
df^    ~~         c      dt' 

d'-z 

in  — — 

df- 

=  A  cos it tn), 

nie 

z  = 
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regung  vorausgesetzt  wird.  Ist  für  die  in  Betracht  kommende  Be- 
wegung das  Feld  nur  unvollkommen  homogen,  so  resultiert  eine 
Verbreiterung  der  der  Schwingungszahl  v  =  eH/mc  entsprechen- 
den Spektrallinie. 

Die  nächstliegendste  Annahme,  die  man  über  den  Ursprung  des 
Feldes  H  machen  kann,  ist  wohl,  es  einem  Molekularmagneten  zu- 
zuschreiben: diese  Gebilde  spielen  ja  in  der  Theorie  des  Magne- 
tismus eine  wesentliche  Rolle.  Sei  =b  ij.  die  Polstärke,  l  die  Länge 
des  Magneten;  der  Symmetrie  halber  liege  die  Ladung  e  auf  der 
Verlängerung  desselben,  im  Abstand  /•  vom  nächsten  Pol.    Dann  ist 


"  =  •4-- -Vi 


mithin  die  Schwingungszahl 


(>) 


nie  L/- 


l)\ 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Balmerschen  (N  =  iinivers. 
Konstante) 


(2) 


=  N 


«  =  3,4?  5, 


mit  der  Rjdbergschen  Serienformel 

(3)  v^nU L__l, 

und  den  von  mir  [loc.  cit.)  gegebenen 


(4) 

und 

(5) 


=  ^)--,- 


A  =  N/«^  =  Grenze  der  Schwingungszahlen 


=  N 


^)J 


so  springt  die  Analogie  sofort  ins  Auge,  und  ist  um  so  bemerkens- 
werter, als  die  Gesetze  der  Spektralschwingungen  ja  so  gänzlich 
von  allem  sonst  Bekannten  abweichen.  Verfolgt  man  also  genauer 
den  hiermit  möglich  gemachten  Schluss  von  den  Serienspektren 
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auf  die  EIenientarmaj;nele,  so  wird  man  mit  einigem  Grund  iioffen 
können,  dadurch  einen  Einblick  in  Molekularkräfte  und  -struktur 
zu  gewinnen.  Allerdings  kann  die  Zukunft  erst  entscheiden,  ob  das 
Bild  ein  allseitig  zweckmässiges  ist. 

Die  Balmersche  Formel  sagt  nun  aus,  dass  die  Länge  l  des 
Magneten  ein  Vielfaches  einer  bestimmten  Länge  sei,  d.  h.  dass 
man  jedes,  den  Linien  des  Wasserstoffs  entsprechende  Magnetfeld 
dadurch  erhält,  dass  man  eine  Anzahl  n  untereinander  identischer 
Magnete  von  der  Längen  Pol  an  Pol  fügt,  so  dass  l^  ns  ist.  Eine 
einfachere  Anordnung  der  Elementarin,agnete  als  die  hiermit  ge- 
forderte ist  wohl  kaum  denkbar.  Der  Abstand  /•  bleibt  hierbei  kon- 
stant; setzt  man  ihn  gleich  as,  so  folgt 


(6) 


=    -{ \)  71  =   1  ,  2.  3.    .  .  . 

s-jnc\ci''        (a-T-/j)-J 


Die  Schwingungszahlen  nähern  sich  also  einer-  Grenze  für 
n  =  00,  und  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  i/n 
ist  der  Koeffizient  ^-on  i/n-  universell,  falls  die  Elenientar- 
magnete  und  efnic  bei  allen  Elementen  dieselben  sind. 

Dass  der  Koeffizient  von  i//i-  universell  sei,  ist  von  Rjdberg 
ausgesprochen  worden;  der  Beweis  dafür  war  erst  auf  Grund  der 
sich  der  Erfahrung  sehr  genau  anschliessenden  Formeln  (4)  vmd 
(5)  möglich  [vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.  [loc.  cit.). 

Die  Hvpothese  der  magnetischen  Atomfelder  führt  also  ohne 
Schwierigkeit  zur  Erklärung  der  Grenze  der  Schwingungszahlen, 
welche  bekanntlich  die  Serienschwingungen  so  scharf  gegen  alle 
aus  andern  Gebieten  der  Physik  bekannte  Schwingungen  abschei- 
det. In  der  Nähe  der  Grenze  rührt  das  Feld  nur  noch  vom  ersten 
Pol  her. 

Soll  endlich  (6)  mit  der  Balmerschen  Formel  (2)  identisch 
werden,  so  hat  man  dennoch  willkürlichen  Abstand  «^  der  Ladung 
e  zum  nächsten  Pol  gleich  der  doppelten  Länge  eines  Elementar- 
magneten zu  nehmen,  also  «=  a  zu  setzen  (').  Diese  einfache  Be- 
ziehung besteht  jedoch  nur  bei  Wasserstoff  und  deutet  auf  einen 
besonders  einfachen  Aufbau  des  Wasserstoff« loms  aus  denselben 
Korpuskeln,  die  die  Elementarmagnete  bilden. 

(')   Über  diese  Zahl  2  vgl.  unten  p.  io5. 
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Die  grosse  Genauigkeit  der  Balmerschen  Formel  erfordert,  dass 
das  Coulombsche  Gesetz  des  reziproken  Quadrates  der  Entfer- 
nung auch  in  Molekularentfernungen  noch  strengste  Gültigkeit 
habe. 

Superponiert  sich  zu  diesem  von  n  abhängigen  Magnetfeld  H„ 
ein  anderes  H,  so  ergibt  sich  eine  neue  Reihe  von  Linien.  Ist  c  an 
ein  Flächenelement  senkrecht  zu  H„  gebunden,  wie  oben  angenom- 
men wurde,  so  sind  die  v«  derselben  gegen  die  vorigen  um  die  kon- 
stante Grösse  (e/mc)  H  cos  (<J^  HH/,)  verschoben.  Liegen  dagegen 
schwache  elastische  Reaktionen  vor,  so  gilt  dies  nur,  falls  H  paral- 
lel H/^  ist.  Es  ist  daher  nach  diesen  Vorstellungen  zu  erwarten,  dass 
Systeme  konstante/-  Scliwingungsdifferenzen  besonders  häufig 
angetroffen  werden  :  dies  entspricht  dem  Gesetz  der  konstanten 
Differenzen,  welches  bekanntlich  auch  bei  Spektren  gilt,  in  welchen 
Serien  bis  jetzt  nicht  gefunden  uorden  sind. 

Gibt  man  dem  ersten  Elementarmagneten  eine  von  s  abweichende 
Länge  s-\-ts  und  variiert  in  geeigneter  Weise  die  Entfernung- 
/•  .=1  as,  so  resultiert  die  allgemeine  Rydbergsche  Serienformel 
(3),  wobei  n  =  1 ,  2,  3...  und  6  =  a  -|-  £. 

Lässtman  die  Entfernung  von  der  elektrischen  Ladung  zum  ersteni 
Pol  unverändert,  und  variiert  die  Länge  des  ersten  Magneten,  so 
erhält  man  eine  neue  Serie  von  Linien,  die  mit  der  ersten  eine 
gemeinsame  Grenze  haben.  Dies  ist  bekanntlich  der  Fall  bei  den 
beiden  Nebenserien  und  bei  den  Doubletts  oder  Triplelts  der 
Hauptserien. 

Die  Anzahl  der  Magnete  muss  natürlich  ^i  sein.  Legt  man 
der  willkürlichen  Zahl  n  der  Rydbergschen  Formel  eine  abstei- 
gende Reihe  von  Werten  n,  n  —  i,  ...  bei,  und  erhält  man  bei  /?, 
einen  negativen  Wert  der  Schwingungszahl ,  so  wird  diesem 
Wert  keine  Linie  der  Serie  entsprechen.  Aber  selbst  bei  einem 
positiven  Werte  kann,  falls  £  >  o  ist,  die  Zahl  der  Magnete  Null 
sein,  so  dass  an  der  berechneten  Stelle  keine  Linie  liegt.  Damit 
ist  ein  sehr  merkwürdiges  Resultat  der  neueren  Beobachtungen 
erklärt :  die  Linien  der  ersten  Nebenserie,  welche  der  Linie  /«  =  a 
der  Balmerschen  Formel  entsprechen  (für  welche  sich  v  =  o  er- 
gibt), fallen  bei  den  Elementen  He,  Cd,  Zn,  Hg,  Tl  in  das  bis  jetzt 
durchforschte  Gebiet  und  können  auf  Grund  der  Formel  (4)  ge- 
nau berechnet  werden.   Statt  in  dieser  Gegend  der  Spektren  Linien 
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von  besonderer  Intensität  zu  finden,  wie  zu  erwarten  war,  haben 
Runge  und  Paschen  bei  He  ('),  Hermann  (-)  bei  Cd,  Zn,  Hg, 
Kayser  und  Runge  bei  Tl  überhaupt  keine  Linien  wahrgenom- 
men. Besonders  auffallend  ist  das  Beispiel  von  Tl,  für  welches  die 
Linie  sehr  genau  berechnet  werden  kann  [(4)  reduziert  sich  hier 
auf  (3)  sehr  annähernd]  zu  A  =  5417,0.  Sie  sollte  also  in  der  Nähe 
der  grünen  Thalliumlinie  535  i  liegen,  welche  der  zweiten  Neben- 
serie angehört,  und  sie  bei  Anwendung  des  elektrischen  Bogens  an 
Intensität  übertreffen.  Aber  selbst  wenn  diese  blendend  auftrat, 
konnte  Vei'fasser  keine  Spur  der  gesuchten  Linie  wahrnehmen. 
Die  Hypothese  einer  ungewöhnlich  \  ollständigen  Selbstumkehr  der 
Linie  (wofür  Beispiele  vorliegen)  \\urde  dadurch  geprüft,  dass 
hinter  den  Bogen  oder  die  Flamme  eine  Nernstlampe  gestellt 
wurde;  auf  diesem  kontinuierlichen  Hintergrund  hätte  sich  nun 
die  Linie  dunkel  abheben  müssen,  was  nicht  der  Fall  war. 

Gehen  wir  zur  Interpretation  der  die  Beobachtungen  in  den 
meisten  Fällen  sehr  genau  darstellenden  Formel  (4)  über,  so  be- 
sagt dieselbe,  dass  bei  andern  Elementen  als  Wasserstoff  nicht  nur 
der  Abstand  der  schwingenden  Ladung  e  zum  nächsten  Pol  von 
Serie  zu  Serie  variieren  kann,  sondern  dass  auch  der  Abstand  des 
zweiten  Poles  von  e  (und  vom  ersten)  kein  einfach  additives  Gesetz 
befolgt.  Die  Abweichung  nimmt  jedoch  ab,  wenn  der  Abstand  von 
e  (die  Zahl  7i)  zunimmt;  sie  ist  proportional  A  —  v,  d.  h.  dem 
reziproken  Quadrat  der  Entfernung  von  e.  Diese  Wechselwirkung 
zwischen  Atom  und  Pol,  die  besonders  bei  höheren  Atomgewichten 
sich  fühlbar  macht,  muss  aber  ihrer  Form  nach  als  unsicher  gelten, 
ja  selbst  der  Schluss,  dass  das  Feld  stels  von  einem  Linearmag- 
neteii  und  nur  einem  herrühre,  kann  aus  der  Erfahrung  nicht  mit 
Sicherheit  gezogen  werden,  da  (4)  mancherlei  Transformationen 
und  Entwickelungen  zulässt,   so  z.  B.   die  Reihenentwickeluiigen 

«2        n3        ,1, 

V  r 

(8)  v  =  A- 


{  n  -r-  OL  )-         i  n  -^  X  )* 


(')  C.  Runge  und  F.  Paschen,  As/rophys.  Journ.,  Janv.  1896, ,p.  16. 
(^)  H.  Hermann,  Inaug.-Diss.,  Tübingen  1904. 
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aus  welchen  man  schliessen  würde,  dass  unter  der  Einwirkung  des 
Atoms  die  \  erteilung  des  Magnetismus  eine  andere  geworden  ist. 
Die  Serie  (7)  unterscheidet  sich  von  den  Formeln  von  Kajser 
und  Runge.  Runge  und  Paschen  dadurch,  dass  der  zweite 
Koeffizient  nicht  veränderlich,  sondern  universell  ist.  Bei  gleicher 
Zahl  willkürlicher  Konstan  ten  ist  diese  Formel  den  eben  genannten 
entschieden  überlegen;  zu  einer  ersten  Berechnung  einer  Serie  ist 
sie  anderseits  viel,  geeigneter  als  (4) :  für  die  Grenze  A  ergibt  sich 
überdies  fast  derselbe  Wert  wie  aus  (4)-  Für  die  definitive  Dar- 
stellung und  die  Extrapolation  ist  letztere  Formel  allerdings  vor- 
zuziehen. Dieselbe  besitzt  auch  [wie  (8)]  den  Vorzug,  dass  der 
niederste  Wert  der  Ordnungszahl,  für  den  noch  eine  Linie  zu  er- 
warten ist,  und  der  durch  die  Analogie  der  Spektren  zwar  häufig, 
aber  niclit  immer  rz/Jr/o/'«  festgestellt  werden  kann,  nicht  bestimmt 
zu  werden  braucht:  Erhöhung  von  n  um  eine  Einheit  kann  durch 
A  erkleinerung  von  a  aufgehoben  u erden. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  dass  Längenänderungen  der  Ele- 
mentarmagnete durchaus  nicht  mit  Längenänderungen  der  Korpus- 
keln verbunden  zu  sein  brauchen,  für  die  sie  das  abgekürzte  Sym- 
bol bilden.  Auch  lässt  sich,  durch  Einführung  zweier  Magnete  an 
Stelle  des  einen,  das  einfache  additive  Gesetz  der\  erbindung  der 
Magnete  aufrecht  erhalten.  Solange  aber  neue  numerische  Bezie- 
hungen sich  aus  solchen  Spekulationen  nicht  ergeben,  scheint  es 
mir  richtiger,  mich  auf  die  Betrachtung  des  allgemeinen  Charakters 
der  Seriengesetze  zu  beschränken. 

Bei  Wasserstoff  war  der  Abstand  auch  des  ersten  Poles  von  e 
durch  dieselben  Korpuskeln  bestimmt,  wie  der  des  zweiten,  und 
€s  ist  daher  plausibel,  dass  die  Lage  des  ersten  Poles  durch  eine 
ähnlich  gebaute  Formel  sich  darstellen  lässt  als  Funktion  der  An- 
zahl dieser  Korpuskeln,  wie  die  Lage  des  zweiten  Poles,  d.  h.  dass 
die  Atomkräfte  aul  beide  einen  ähnliciien  Einfluss  haben.  Damit 
erhalten  wir  die  Interpretation  des  Satzes  von  Rydberg,  dass 
Hauptserie  und  z^veite  Nebenserie  durch  die  zwei  Formeln  gegeben 
seien  : 

V  —  i\     ; — -        (Hauptserie), 

«  =  I,  2,  3,  ... 

V  —  N rr— ( 5>.  .Nebenserie), 
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und  die  Richtigkeit  der  damit  ausgesprochenen  Bezieliungen  zwi- 
schen den  zwei  Serien  hat  sich  auf  Grund  der  genaueren  Formeln 
bestätigt  (').  Ob  aber  in  diesen  Formeln  statt  i  auch  eine  willkür- 
liche ganze  Zahl  ni  gesetzt  werden  darf,  wie  Rydberg  annimmt, 
so  dass  noch  eine  unbegrenzte  Reihe  neuer  Serien  im  Infrarot  zu 
erwarten  wäre,  ist  bisher  unentschieden;  die  Zahl  2  der  Ralmer- 
schen  Formel  kann  ebensogut  durch  den  Bau  des  Atoms  aus  den 
besprochenen  Korpuskeln  bedingt  sein,  wie  sie  auch  als  Spezialfall 
einer  willkürlichen  ganzen  Zahl  aufgefasst  werden  kann:  denn  für 
3,  4:  5  ...  an  Stelle  von  2  erhält  man  voraussichtlich  wesentlich 
schwächere  Linien,  die  im  Infrarot  liegen,  während  für  i  sich 
Schumannsche  Strahlen  ergeben.  Allerdings  entspricht  der  Formel 

2" 

eine  der  intensivsten  Linien  des  von  Ljman  (-)  neuerdings 
ausgemessenen  ,  extrem  -  ultravioletten  Wasserstoffspektrums : 
).,,g^=  i2i5,  3  ;  )vj,eoi,=  1 2 1 6 ,  o  (in  der  vorläufigen  Mitteilung 
),  ^  121 5, 6).  Die  nächste  Linie  der  Serie  X  =  io25,  ^  liegt  an  der 
Grenze  des  beobachteten  Bereichs;  die  letzte  von  Lyman  wahr- 
genommene Linie  ist  io33,  so  dass  1020,  wenn  überbaupt  vor- 
handen, nicht  intensiv  sein  kann.  Die  Zuordnung  bleibt  daher  un- 
sicher. Ebensowenig  verlangt  die  vorgetragene  Theorie,  dass  jeder 
INebenserie  eine  Hauptserie  entspreche. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  dieses  Schema  der  Linear- 
magnete nicht  etwa  in  Widerspruch  befindet  zur  Elektronen  theorie, 
welche  den  Magnetismus  aus  der  Bewegung  der  Elektronen  abzu- 
leiten sucht,  und  von  der  Hypothese  magnetischer  Massen  absieht. 
Hierbei  kommen  vor  allem  in  Betracht  zirkulierende  Bewegungen 
der  elektrischen  Ladungen,  insbesondere  innerhalb  des  Atoms  und 
gleichförmige  Drehung  elektrischer  Rotationskörper  und  ihrer 
Achse  (=*). 

Was  zunächst  die  ersteren  betrifft,  so  ist  nicht  anzunehmen, 
dass  sie  merkliche  Kräfte  auf  das  schwindende  Elektron  ausüben. 


(*)  Vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.,  loc.  cit;  OEiwres,  I,  p.  i. 

(')  Th.  Lyman,  Astrophys.  Journ.,  t.  XIX,  igo'j,  p.  268;  t.  XXIil,  1906,  p.  181. 

(•■')  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  ii5. 
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Denn  —  und  hierauf  hat  Lord  Rayleigh  ( ' )  aufmerksam  gemacht  — 
die  Feinheit  mancher  SpektralHnien  ist  eine  so  grosse,  dass  sie 
eine  ausserordenth'che  Stabilität  des  Systems  und  eine  Unverän- 
derlichkeit  der  wirkenden  Kräfte  unter  allen  möglichen  Bedingun- 
gen verlangt,  die  mit  zirkulierenden  Bewegungen  der  Elektronen 
schwer  vereinbar  erscheinen,  ^iimmt  man  etwa  kreisförmige  Be- 
wegungen an,  so  müssten  Radius,  relative  Lage  der  Bahn  und  Ge- 
schwindigkeit bei  allen  Atomen  eines  Elementes  auf  mindestens 
^ ^ ^ J P p ^  ihres  Betrages  (bei  sehr  feinen  Linien)  dieselben  sein  und 
dauernd  bleiben,  und  dabei  die  Zahl  der  Teilchen  genügend  gross 
sein,  um  den  Linienreichtum  mancher  Spektren  zu  erklären.  Man 
wird  solchen  Bewegungen  wohl  eher  nur  einen  schwachen  pertur- 
bierenden,  die  Linie  mehr  oder  weniger  verbreilernden  Einfluss 
zuschreiben. 

Leichter  verständlich  ist  eine  sehr  angenäherte  relative  Unver- 
änderlichkeit  der  Drehgeschwindigkeit  von  Rotationskörpern, 
wenn  diese  als  sehr  gross  vorausgesetzt  wird:  diese  Drehung  be- 
dingt überdies,  im  Gegensatz  zu  der  zirkulierenden  Bewegung, 
keine  Ausstrahlung. 

Setzt  man  Oberflächenladung  voraus,  so  gilt  zunächst  der  Satz, 
dass  man  für  jeden  um  seine  Achse  sich  gleichförmig  drehen- 
den Rotationskörper  die  Elektrizität  in  der  Weise  auf  der 
Oberfläche  verteilen  kann.,  dass  derselbe  im  ganzen  Aussen- 
raum  einem  Linearmagneten  äquii^alent  wird,  dessen  Pole 
Pi,  Po  im  Innern  des  Körpers  auf  dessen  Achse  eine  vorge- 
schriebene Lage  haben  ^  und  dass  die  magnetische  Kraft  im  Innern 
des  Körpers  endlich  und  stetig  bleibt.  Denn  in  diesem  Falle  exis- 
tiert im  ganzen  Raum  ein  magnetisches  Potential^',  welches  über- 
all der  Gleichung  A^F  =  o  genügt,  und  im  Aussenraum  die  Form 
hat 

wo  /'i,  ro  die  Abstände  von  [x,  y,  z)  zu  den  im  Innern  des  Kör- 
pers gegebenen  Polen  P.,  P2  sind.    Beim  Durchgang  durch  die 


(')  Lord  i^vYLEiGn,  P/iil.  Mag.,  6'  serie,  t.  XI,   1906,   p.  ly.o;  vgl.  auch  Je>.ns, 
Phil.  Mag.,  6°  seric,  t.  II,  p.  421;  t-  XI,  p,  604. 
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Fläche  ist  H  unstetig.    Durch  Integration  der  Gleichungen 
cuiIH  =  — i — ,         divH  =  o 


über  ein  an  der  Oberfläche  gelegenes,  geeignet  geformtes  Volum- 
element und  Grenzübergang  findet  man,  dass  der  Sprung  von  H 
durch  einen  in  der  Fläche  senkrecht  zur  Geschwindigkeit  v  lie- 
genden Vektor  von  der  Grösse  4  "^ 3- (^c  dargestellt  wird  (t  =  Ober- 
flächendichte). Derselbe  liegt  somit  in  der  Meridianebene,  und 
man  hat,  unter  ria,  fU  die  äussere  und  innere  Normale  verstanden, 
unter  ds  ein  Linienelement  des  Meridians: 

Olli  Ölla  '  (JS  (^S  (•  C 

WO  R  der  Abstand  von  der  Achse,  to  die  Drehgeschwindigkeit  ist. 
Aus  diesen  Bedingungen  bestimmt  sich  Wi  bis  auf  eine  additive 
Konstante.  Sei  nämlich  F  (:r,  y,  ^,  «,  6,  c)  die  zweite  Green- 
sche  Funktion,  welche  also  in  bezug  auf  a^,  y,  z  den  Bedingungen 

•^r  =  o,        -—  =  — TT- 

(F  =  Oberfläche)  genügt,  und  im  Punkte  («,  6,  c)  unendlich  wird 
wie 

-~\(.r  —  a)''-r-iy  —  b}-^{z  —  cy']    '^ . 

Seien  «,,  />,,  c,,  «o?  ^2?  Co  die  Koordinaten  von  P,  und  Pj.  Wird 
Wi= 1-  Kr(.r,  jK,  z,  «1,  bi,  e, )  —  Kr(a;,  y,  z,  «,,  ^2,  Co)  -+-  konst. 

gesetzt,  so  erfüllt  diese  Funktion  die  gegebenen  Bedingungen  und 
bleibt  im  Innern  stetig  und  endlich;  es  gibt  also,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  die  Formel 

^^^      ~?ir~^^^^'-^' ""'  ""•'  "  ""'■"  ^(•^'•^'' '''  ''="  ^^'  ""^^ 

die  verlangte  Oberflächendichte. 

Für  die  Kugel  sei  P,,  Po  als  :r-Achse  gewählt,  und  der  Ursprung 
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der  Koordinaten  im  Mittelpunkt.  Dann  ist  ('),  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante  : 

r(^,  ai )  =  —  log(a- —  aix  -\-  a  \J a--i.a^x  -+-  «j ) 

1 


v/a2 


la^x  -^  a-,         '^ 


=  —  log(a-—  2  «i.r  -f-  «Ti) 


und  da  dx/ds=  R/ö,  so  ergibt  sieb 


(.o) 


eK  dx 


Die  in  (^)  und  (8)  gegebenen  Formeln  würde  man  durch  eine 
Verteilung  der  Elektrizität  interpretieren  können,  die  von  der  oben 
angegebenen  mehr  oder  weniger  abweicht.  So  ist  z.  B.  das  Feld 
eines  Zylinders,  der  durch  Juxtaposition  von  n  identischen  Zylin- 
dern ents'teht,  durch  eine  Reihe  von  der  Form  (8)  gegeben,  falls 
die  Dichte  t  konstant  ist.  Entspricht  t  aber  der  Formel  (9),  so 
fallen  die  höheren  Glieder  der  Entwickeliing  weg,  der  Zylinder  ist 
einem  Linearmagneten  streng  äqui\alent,  was  vorher  nur  ange- 
nähert der  Fall  war. 

Dabei  können  die  Pole  beliebig  nalie  den  Endflächen  des  Zylin- 
ders bz.  den  Endpunkten  der  Achse  liegen;  es  wird  dann  die 
Dichte  T  an  diesen  Punkten  sehr  gross  ;  in  bezug  auf  seine  elektro- 
statische Anziehung  verhält  sich  der  Körper  nahezu  als  ob  seine 
Ladung  in  P,  und  P2  konzentriert  wäre.  (Im  Grenzfall  wird  o-  un- 
endlich wie  die  dritte  Potenz  der  reziproken  Entfernung  von  der 
Achse:  dieser  Fall  ist  daher  auszuschliessen.) 

Reiht  man  eine  Anzahl  derartiger,  untereinander  identischer 
Rotationskörper  mit  abwechselnd  entgegengesetzter  Ladung  und 
Rotation  und  gemeinsamer  Achse  aneinander,  so  ergibt  sich  ein 
sehr  stabiles  System,  welches  einem  Magneten  von  der  n-fachen 
Länge  der  einzelnen  Körper  beliebig  nahe  äquivalent  ist. 

Ln  Falle  der  Balmerschen  Formel  hat  man  sich  an  den  End- 
punkt des  so  konstruierten  Magneten  zwei  ebensolche  Rotations- 
körper angereiht  zu  denken,   die  aber  entweder  ungeladen  sind. 


(')  F.  Nkumann,  Potential-  und  KugelfunlUionen,  Leipzig,  1887,  p.  272.  — 
H.  Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  niath.  Physik,  t.  I, 
Braunscliweig,  1900,  p.  437. 
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oder  keine  Drehgeschwindigkeit  besitzen.  Nimmt  man  das  letztere 
an  und  berücksichtigt,  dass  die  elektrische  Ladung,  wie  vorausge- 
setzt, nahezu  auf  zwei  Punktladungen  sich  reduziert,  so  kann  man 
beim'  letzten  Körper  der  Reihe  die  eine  dieser  Ladungen  mit  der 
früher  angenommenen  oszdlierenden  Punktladung  e  identifizieren, 
während  die  andere  durch  die  ihr  sehr  naheUegende  entgegenge- 
setzte Ladung  des  nächsten  Körpers  sehr  kräftig  angezogen  wird, 
und  einen  festen  Drehpunktfür  die  Oszillationen  darstellt  (').  Vor- 
aussetzung ist  allerdings,  dass  die  übrigen  Ladungen  des  Atoms 
keine  der  Verschiebung  des  Endpunktes  aus  der  Ruhelage  propor- 
tionale, merkliche  Kraft  ausüben. 

An  diese  besonders  einfache  Interpretation  der  Balmerschen 
Formel  kann  man  versuchen,  eine  Hypothese  über  den,  in  den 
meisten  Fällen  nicht  unbedeutenden  Unterschied  im  Charakter  der 
beiden  JNebenserien  und  ibre  gegenseitige  Beziehung  zu  knüpfen. 
Bei  Wasserstoff  hat  bekanntlich  Pickering  die  zweite  Nebenserie 
in  den  Spektren  gewisser  Sterne  entdeckt,  und  ihre  Gleichung 
lautet 

V  _  ]\  /  J . -:;  \,  /;  =  2,  3, 


/ —,   \ 


so  dass  man  die  Balmersche  Serie  als  den  geraden,  die  Picke- 
ringsche  als  den  ungeraden  Ordnungszahlen  einer  einzigen  Serie 
entsprechend  betrachten  kann.  Man  wird  es  nun  als  plausibel  be- 
trachten dürfen,  dass  in  unserem  Modell,  wo  negative  und  positive 
Ladungen  abwechseln,  die  geraden  und  die  ungeraden  Ordnungs- 
zahlen in  der  Tat  einen  verschiedenen  physikalischen  Charakter  der 
Linien  bedingen  können,  und  dass  die  Abtrennung  zweier  Korper, 
die  dann  ein  neutrales  System  bilden,  andere  Energieformen  er- 
fordert als  die  eines  einzigen  Körpers.  Besitzt  das  Atom  eine  nega- 
tive Ladung,  und  hat  z.  B.  unser  System  bei  der  Ordnungszahl  n 
ebenfalls  eine  resultierende  negative  Ladung,  so  wird  bei  den 
Ordnungszahlen  n  +1,  /,  -  i,  die  Gesamtladung  des  Atoms  klei- 
ia  oder  sogar  ihr  Vorzeichen  ändern.    Bei  höheren  Atom- 


ner seil 


(.)  Es  haue  dann  an  Stelle  von  e/rn  eine  andere  Grösse  -  treten  in  der  mein 
elektromagnet.sches  Trägheitsmoment,  e  eine  ähnlich  gebaute  Grosse  bedeutet. 
Dies  ändert  nichts  Wesentliches  in  den  Darlegungen. 
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gewichten  können,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  übrigen  im  Atom 
anwesenden  Ladungen  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  unserer 
Pieihe  von  Rotationskörpern  modifizieren.  Veränderung  des  Vor- 
zeichens der  Gesamtladung  derselben  wird  daher  von  Einfluss  sein, 
so  dass  für  gerade  und  ungerade  n,  d.  h.  für  erste  und  zweite  Neben- 
serie, die  Abweichung  von  der  Wasserstoffformel  verschieden  sein 
können.  Bei  den  Alkalien  ist,  ganz  im  Sinne  dieser  Darlegung, 
das  Vorzeichen  dieser  Abweichung  bei  den  beiden  Nebenserien 
ein  entgegengesetztes. 

Ich  habe  nicht  geglauljt,  diese  Betrachtungen  unterdrücken  zu 
müssen,  so  sehr  sie  auch  unsicher  sind.  In  einem  Gebiet,  in  wel- 
chem alle  Ansätze  fehlen,  können  auch  solche  Analogien  von  Wert 
sein. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  aus  bekannten  Sätzen  leicht  ab- 
leitet, dass,  wenn  die  Ladung  einer  Kugel  aus  homogenen,  kon- 
zentrischen Scliichten  besieht,  und  sie  unter  dem  Einfluss  irgend 
eines  stationären,  inhomogenen  Magnetfeldes  Translalionsschwin- 
gungen  ausführt  (bei  welchen  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten 
der  Kugel  dieselbe  ist)^  die  Bewegung  so  vor  sich  geht,  als  ob 
die  gesamte  Ladung  der  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkt  konzen- 
triert wäre. 

Prinzipiell  wenigstens  dürfte  also  vom  Standpunkt  der  Elektro- 
nentheorie gegen  die  gemachten  Annahmen  nicht  viel  einzuwenden 
sein.  Allerdings  ist  die  geforderte  ^erteilung  der  Elektrizität  keine 
einfache.  Ob  sich  aber  bei  den  Molekularwirkungen  die  einfachen 
Gesetze  auf  die  elektrische  Dichte  beziehen^  oder  auf  die  wirkenden 
Kräfte,  ist  uns  a  priori  gänzlich  unbekannt.  Letztere  erscheinen 
hier,  der  Riemannschen  Auffassung  der  Funktionentheorie  ent- 
sprechend, in  einfachster  Weise  durch  ihre  Singularitäten  (die 
Pole  der  Magnete)  definiert :  auf  die  Form  der  Funktion  in  deren 
Nähe,  und  auf  die  räumliche  Anordnung  derselben  beziehen  sich 
die  einfachen  Gesetze,  die  übrigens,  soweit  ihre  Abhängigkeit  von 
Raum  und  Zeit  in  Betracht  kommt,  ja  vollständig  mit  bekannten 
Gesetzen  übereinstimmen.  Und,  da  eine  vollständige  Theorie  der 
Linienspektra  ohne  ganz  spezielle  Annahmen  über  den  Bau  der 
Atome  nicht  möglich  scheint,  dürfte  es  w^ohl  vom  erkenntnistheo- 
retischen Standpunkt  ein  Vorzug  eher  als  ein  Nachteil  dieser  Hypo- 
these sein,  dass  sie  über  die  Gestalt  der  Elemente,  aus  denen  die 
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Atome  aufgebaut  gedacht  werden ,  keine  Annahme  zu  machen 
braucht,  sondern  nur  mit  als  starr  gedachten  Strecken  oder  Ent- 
fernungen operiert.  Im  übrigen  wird  man  bei  einer  Frage  dieser 
Art,  bei  welcher  ein  zwingender  Schluss  von  der  Wirkung  auf  die 
Ursache  kaum  möglich  scheint,  und  einerseits  die  beobachteten 
Tatsachen  prinzipiell  so  sehr  von  allen  bekannten  Erscheinungen 
abweichen,  und  so  kompliziert  sind,  anderseits  über  die  voraus- 
zusetzenden Grundlagen  so  grosse  Unsicherheit  herrscht,  wohl 
kaum  erwarten  dürfen^  dass  ein  in  jeder  Beziehung  befriedigen- 
der Anschluss  an  unsere  gewohnten  Vorstellungskreise  möglich 
sei;  ja,  es  dürfte  schwer  fallen,  über  das,  was  in  diesem  Falle  als 
«  befriedigende  Erklärung  »  zu  betrachten  sei,  sich  zu  einigen. 

Über  den  allgemeinen  Cliarakter  einer  etwa  noch  zu  findenden 
exakten  Serienformel  ist  noch  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Die  Berechnung  vieler  Spektren  lässt  kleine  Unstetigkeiten  im 
\  erlauf  der  Serienkurve  erkennen,  die  die  Beobachtungsfehler 
überschreiten  und  zeigen,  dass  die  allgemeine  exakte  Serienformel 
nicht  einfach  sein  kann.  Besonders  auffallend  und  schon  von 
Kayserund  Runge  hervorgehoben  sind  die  Tl-Linien  ).=  2665, ö'-' 
tind  2267,  i3,  die  ein  Paar  der  zweiten  \ebenserie  bilden  und  die- 
selbe Differenz  der  Schwingungszalilen  ergeben  wie  die  andern 
Paare,  und  überdies  von  Exner  und  Haschek  ebenfalls  gemessen 

o 

sind,  so  dass  der  Fehler  nur  einige  Hundertstel  Angström  betragen 
kann.  Die  Formel  (4)  gibt  für  die  Linien  dieser  Serie  die  Fehler(  '  ) 

(in   A.-E.) 

0,00;    — 0,12;    -i-o,i4;    — i,i4;    — 0.02;    — o,o3; 

0,00;     -i-0,08;     — o.ai;     — 0,07;     — o,o[;      — 0,07;     — 0,23. 

Die  Linie  2065  fällt  ganz  aus  der  Serie  heraus,  was  besonders  auf- 
fallend ist,  wenn  man  die  Grösse 

v/N 

=  //i  -^  a  —  |i  (  A  —  V  j 


y/A  —  V 

bildet.  Die  Grösse  dieses  Felilers  ist  auch  bei  Anwendung  anderer 
Formeln    ungefähr   dieselbe.    So    berechnen    Kavser  und   Runs^e 


(')  Vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.,  QEuvres,  I,  p.  70;  Inaug.  Diss.  Auszug,  Ann. 
d.  Phys.  t.  XII,  1903,  p.  3o5. 
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die  Konstanten  ihrer  Formel  aus  den  weiteren  Linien  (ohne  Be- 
rücksichtigung der  vier  ersten)  und  finden  die  Fehler: 

— 1,09;     -T-o,oi;     — o,o'i;     -i-0,01  ;     -f-0,08;     — 0,21; 
— o,o3;     -f-0,07;     -r-o,2'-', ;     — 0,01. 

Endlich,  wenn  man  die  Konstanten  von 

A  :=  rt  -+-  6  ni"-  -+-  c//?i* 

(statt  i/a=  .  .  .)  aus  den  nächsten  Linien  berechnet,    ergibt  sich 
o , 00 ;     0,00;     — 1,60;    0,00;     .... 

Bei  2065  hat  also  die  Serienkurve  einen  Knick. 

Auf  Bandenspektren  sind  diese  Theorien  nicht  anwendbar.  Ich 
möchte  mich  in  dieser  Hinsifht  auf  die  Bemerkung  beschränken, 
dass  man  sie  vielleicht  geschlossenen  Ringen  oder  Polygonen,  aus 
den  betrachteten  Elementarmagneten  bestehend,  zuschreiben 
könnte,  in  der  Annahme,  dass  solche  Gebilde  eine  wichtige  Rolle 
im  Bau  des  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregenden 
elektrischen  oder  chemischen  Vorgänge  erst  gesprengt  werden 
müssen,  bevor  ein  Serienspektrum  zustande  kommen  kann. 

Der  hier  vorgetragenen  Vorstellungsweise  kann  man  den  Vor- 
wurf machen,  dass  sie  die  willkürliche,  in  den  Serienformeln  auf- 
tretende ganze  Zalil  11  durch  eine  Art  magnetischer  Polymerisation 
einführt,  während  die  mechanischen  oder  elektrischen  Eigen- 
schwingungen eines  stetig  ausgebreiteten  Körpers  durch  ihre  Kno- 
tenlinien und -flächen  diese  Zahl  in  einfacherer  Weise  einzuführen 
gestatten.  Dieser  grösseren  Einfachheit  steht  jedoch  die  Schwierig- 
keit gegenüber,  dass  im  allgemeinen,  wenn  die  Wellenlänge  gross 
ist  gegen  die  Dimensionen  des  Erregers,  eine  merkliche  Ausstrah- 
lung der  Oberschwingungen  nicht  zustande  kommt  eben  wegen  der 
Knotenllächen  ('),  so  das';  auch  hier  neue  Hypothesen  nötig  werden. 
In  diesem  Zusammenhang  sei  noch  auf  ein  wichtiges  Experiment 
von  Wood   (-)   hingewiesen.   Wird    Natriumdampf  mit    weissem 


(')  Vgl.  Dissertation,  Anhang;  CEuvres,  I,  p.  ^5. 

(2)  R.-W.  Wood,  Physik.  Zeitschr.,  i.  VII,  190G,  p.  §73. 
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Licht  bestrahlt,  so  erscheint  ein  ziemlich  linienreiches  Banden- 
si)ektrnin  als  Fluoreszenzlicht.  Benntzt  man  dagegen  monochro- 
matisches Licht,  dessen  A  einer  der  Linien  dieses  Bandenspektrums 
sehr  nahe  entspricht,  so  wird  durch  Resonanz  nicht  nur  diese 
Linie,  sondern  auch  eine  Reihe  anderer,  mit  ihr  durch  einfache 
numerische  Gesetze  verknüpfter,  erregt;  dieselben  gehciren  often- 
bardem  gleichen  schwingenden  System  an.  Man  kann  hierin  eine 
Wirkung  der  ungeordneten  Molekularbewegung  erblicken,  die, 
wenn  auch  unfähig,  die  nötige  kinetische  Energie  hervorzubringen, 
doch  eine  gleichmässige  Verteilung  derselben  über  die  verschie- 
denen Freiheitsgrade  (hier  Schwingungszustände)  hervorzu- 
bringen bestrebt  ist.  Bringt  man  etwa  den  Grundton  einer  Saite 
durch  Resonanz  hervor,  und  berührt  dann  dieselbe  (ohne  An- 
schlag) in  der  Mitte,  so  werden  Obertone  entstehen.  Als  nun 
Hr.  Wood  den  Na-Dampf  mit  geibem  Na-Licht  bestrahlte,  erhielt 
er  ein  intensives,  aus  den  D-Linien  bestehendes  Fluoreszenzlicht; 
doch  erschien  keine  Spur  des  nächsten  Paares  der  Hauptserie,  zu 
welcher  die  D-Linien  gehören,  trotzdem  dasselbe  sonst  eine  grosse 
Intensität  besitzt.  Man  wäre,  im  Sinne  der  eben  angestellten  Über- 
legung, geneigt,  daraus  zu  schliessen,  dass  die  beiden  Paare  nicht 
von  demselben  schwingenden  System  ausgesandt  werden,  so  dass 
ein  Ausgleich  der  Energie  nicht  stattfinden  kann.    Bei  Annahme 

Do 

der  Elementarmagnete  ist  dem  tatsächlich  so.  Wenn  auch  die  Über- 
legung unsicher,  und  ein  einzelnes  Experiment  ungenügend  sein 
dürfte,  so  scheint  mir  der  Hinweis  doch  nützlich,  dass  hier  mö- 
glicherweise ein  Ansatz  zur  experimentellen  Prüfung  der  Frage 
vorliegt. 

Der  Zeemaneffekt. 

Eine  wichtige  Anforderung  an  jede  Theorie  der  Linienspektren 
ist  die  Erklärung  der  mehr  oder  weniger  komplizierten  Zerlegungen 
der  Linien  im  magnetischen  Feld.  Ein  einigermassen  befriedigen- 
des Bild  dieser  Erscheinung  und  ihrer  Gesetze  auf  Grund  der 
Lorentzschen  Annahme  der  komplexen  Elektronen  zu  gewinnen 
ist  bisher  nicht  gelungen.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass  die  bisher 
entwickelten  Anschauungen  in  der  Tat  zu  einer  grossen  Mannig- 
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faltijikeit  mehr  oder  weniger  komplizierter  Zerlegungen  führen ^ 
deren  allgemeiner  Charakter  durchaus  der  Beobachtung^  entspricht. 
Doch  auch  liier  muss  ich  mich  damit  begnügen,  einen  Zusammen- 
hang mit  wohlbekannten  Tatsachen  und  Problemen  nachzuweisen. 
Es  ist  in  diesem  Gebiet  des  Unliekannten  zu  viel,  als  dass  von  der 
Theorie  zunächst  mehr  als  eine  solclie  Reduktion  des  Problems 
verlangt  werden  dürfte. 

Dass  die  Ersetzung  quasielastischer  Kräfte  durch  molekular- 
magnetische eine  wesentliche  Änderung  im  ZeemanefFekt  be- 
dingt, ist  ohne  weiteres  klar  :  gelänge  es,  das  Molekulaifeld  H^. 
dauernd  parallel  dem  äusseren  Feld  II  zu  stellen^  so  würde  einfach 
statt 

V  =  — -  resultieren  :  v  =  • 

mc  mc 

Die  Spektrallinie,  in  Richtung  der  Kraftlinien  gesehen,  erschiene 
zirkularpolarisiert  und  um  die  Grösse  eWjnic  aus  ihrer  früheren 
Lage  verschoben,  und  zwar  nach  links  oder  rechts,  je  nachdem 
Hund  Ho  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Sind  beide 
Fälle  in  der  Lichtquelle  gleich  häufig,  so  ergibt  sich  ein  Doiiblett; 
der  Polarisationszustand,  in  beliebiger  Richtung  beobachte!,  ist 
derselbe  wie  bei  Lorentz  aber  die  Longitudinalkomponente  fehlt,. 
und  die  Zerlegung  ist,  für  einen  und  denselben  Wert  von  c j m^ 
doppell  so  gross  wie  bei  Lorentz  (' ). 

Infolge  der  molekularen  Agitation  wird  jedoch  im  allgemeinen 
der  Träger  der  Serienspektren  im  Magnetfeld  Bewegungen  aus- 
führen, welche  die  Erscheinung  wesentlich  ändern;  Hr.  Voigt  (-) 
hat  gezeigt,  dass,  falls  nicht  Kräfte  herangezogen  werden,  die  einer 
Reibung  äquivalent  sind,  keinerlei  Tendenz  zur  Orientierung  ro- 
tierender Ladungen  im  Magnetfeld  besteht.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus, dass  diese  Rotationsbewegungen  analog  den  in  der  Mechanik 
starrer  Körper  behandelten  Fällen  der  freien  Bewegung  um  einen 
festen  Punkt  oder  um  den  Schwerpunkt,  der  Kreiselbevvegung, 
des  Pendels  usw.  durch  gewisse  Periodizitätseigenschaften  ausge- 
zeichnet seien. 


(')  Vielleirht  gehören  hierher  die  Beobachtungen  von  Wood  bei  Quecksilber- 
dampf und  Na-Dampf  {Physik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p,  120). 
(-)  \V.  Voigt,  Ann.  d.  Pliys.,  t.  IX,  1902,  p.   ii5. 
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Nach  unseren  Voraussetzungen  führt  die  Ladung  e  unter  dem 
Einfluss  von  H„  Oszillationen  von  sehr  kleiner  Amplitude  aus,  und 
ist  an  ein  Flächenelement  ±  Ho,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, an  eine  Ebene  ±  Hq  gebunden  ( ' ).  Die  5-Achse  eines  festen 
Systems  (O,  x,  y,  z)  sei  parallel  H;  von  der  +  ^-Achse  aus  be- 
trachtet möge  die  +y-Achse  durch  eine  Drehung  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  mit  der  +.27 -Achse  zur  Drehung  gebi-acht  werden 
können.  Seien  2»  der  Winkel  von  Ho  und  H  ;  d/  —  71/2  der  Winkel 
der  Ebenen  O  zx  und  OHo^;,  also  die  Polarkoordinateu  der  ver- 
änderlichen Richtung  Ho ;  so  sind  deren  Richtungskosinus 

sinSrsintl;,     — sinSl"  cosi];,      cosS". 

Bei  gegebener  Lage   und  Bewegung  von  Ho  sind  S,   'b  gegebene 
Funktionen  der  Zeit.    Man  setze 


X  =^  u  cos  V  —  ('  COS.?  siii  <b,  y  =  11  sin  J;  4-  c  cos.^  cosJ^i 

(II)        '  ^  ,  ^  , 

V  siii.:7. 


so  kann  man  //,  r  als  Lagrangesche  Koordinaten  des  Teilchens  e 
auf  der  Ebene  X  Ho  betrachten.    Die  kinetische  Energie  von  e  ist 


_         in  \  i  an  \^        /  av  x^-  wj         r~    V     dv  du~\ 


in  [  f  du  \  -  ^    /  dv  \  2  d'h 

'dl )    ^  \dt)    ^  ^'di 


-(.=-^.')(§ 


:os"-.:7  -t-    V  — u  sin  .3'— H- 

L     dt  dt  J 


Die  Berechnung  der  virtuellen  Arbeil  der  magnetischen  Kräfte  wird 
vereinfacht  durch  den  Umstand,  dass  in  einem  ruhenden  Koordi- 
natensystem dieselbe  identisch  verschwinden  muss,  wenn  ou^  Zv 
durch  diij dt,  dv j dt  ersetzt  werden.  Man  findet 

■V  t  ^  /  1 1  I  j  r>     l  du  ^  dv  ^ 

c^  '  \dt  dt 

d'h  ^  ,rx     ,  >  ^  d'b    ,,       .  r-      ^  d?J    ,.       .        r-      ^ 

T^  (  Hq  cos;5-t-  II )  (  «  ot^  +  i'  o;i)-i-  r  -~  Ji  sin^.^  or-i-c  —j-  n  sin.^  oti. 

dt  dt  dt 


(')  Diese  liedingun;;  kana  durch  andere  ersetzt  werden;  wesenllicii  ist  nur, 
dass  die  Ladung  e  ihre  relative  Lage  zu  den  Elcmentarmagneten'  niciit  merklich 
ändere. 
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Daraus  folgen  die  Lagrangeschen  Gleichungen 

I         cl^u  d'l  dv        r.  r.  d-i<l> 

— 7— •  —  i  -V — 7-  cos;? V  COS^  -r— 

dr^  dt   dt  •  dt^ 

d'b  dCii    .    r^  /  d'h  \  - 

dt    dt  \ät  J 

^      \  /fr  TT  Cn   '^''  ^'^i       /u  C  UX 

=  — i  —  (Ho-t-  H  cos;?)  — Y-  iiiWo  cos;?  —  H) 

nie  {  dt        dt 

u    •    c  ^ 
-\-  vti  sin«/  — p- 

(i^i^  d^  du        r-  ^  6^2 -J^ 


(12) 


,,     .    2— r i-cos;? -I- ?i  cos  ~(     ,, 

dt^  dt    dt  dt^ 

dii  dlj    .    r-  I d'h \-        , ^  / f/2r 

—  lu—;^  —r-  Sin.?  —  V  {  -T-  ]   cös- ;?  -H  ^•  (  ^- 

rf/    «y;  \  «5^^  /  \  dt 

«i/o         Ti         c    du        d<h  ^ 

'  (  Ho-f-  H  cos;?  )  — r-('(  Ho  cos;?  -f-  H  1 

nie  (  dt         dt 

-4-  i'H  — r-  sin-.j  / . 

dt  \ 

Sind  H,  cVjjdt^  d'bjdt  gleich  Null,  so  ergibt  sich  die  ungestörte 

Linie : 

d- u  eHo  dv  d-v  eHo  du 

dt-  nie    dt  dt-  nie     dt 

eHo 


(l3)      «  =  Mfl-i-  A  COSVo(<  —  <0  j;  f  =  t'o-r- A  sin7o(  / — /o),  ''o  = 


nie 


Im  ZeemanefFekt  ist  die  relative  Perturbation  der  Schwingungszahl 
sehr  klein;  bei  Feldern  von  10 000  bis  40000  Gauss  ist  H/Ho  von 
der  Grössenordnung  io~''.  Wir  vernachlässigen  Grössen  von  der 
Ordnung  (H/Hq)-  sowohl  in  den  Amplituden  wie  in  den  Schvvin- 
gungszahlen.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  die  gegebenen  Funk- 
tionen der  Zeit  sin«!/,  cos-i/,  sinS?,  cos^T  sich  durch  rasche  kon- 
vergente Entwickelungen  der  Form 

Aq  -;-  ^[  A,  coscü/f  -I-  B/  sin  ojj  /] 
/  — 1 

darstellen  lassen  (die  im  Spezialfall  einer  periodischen  Bewegung 
in  Fourier-Reihen  übergehen).  Die  oj,-  seien  proportional  H, 
und  (für  die  in  Betracht  kommenden  ersten  Glieder)  mögen  sich 
zur  ungestörten  Schwingungszahl  Vq  verhalten  ungefähr  wie  H  zu 
Hq.    W^ährend  jede  Differentiation  von  u  und  p  einen  Faktor  von 
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der  Grüssenordnun^  Vq  einführt,  wie  aus  der  angenäherten  Lösung 
(i3)  hervorgeht,  führt  die  Differentiation  von  cos  di,  .  .  .  nur  solche 
von  der  Ordnung  w,  ein,  so  dass  z.  B.  u ( d- 'l { d  1-)  sin  6  zweiter 
Ordnung  gegen  (d- n / d t-)  cos 'l  ist.  Beschränken  wir  uns  auf  die 
erste  Ordnung,  so  reduzieren  sich  also  die  Gleichungen  (12)  auf 


d-  u  d'li  dv 

dt^  dt    dt 


(•4) 


e 
nie 

mc    dt 


d'-v  d<b  du        r-  ß    /IT 

-T-r  =  —  '■>■  —r  —r  cos;j  -, (  Ho  ■ 

dl-  dt    dt  mc 

nie    dt 


Ti         IT         o    dv 
Hq-H  H  cos^  )-j- 


dt 


II         c    du 

\\  COSw(   1—7- 

'  dt 


Sind  zunächst  d'l  j dt^  ?j  konstant  (reguläre  Präzession),  so  ergibt 


sich  die  Lösung 


ff  =   Ai  cos  Vi  (  t  ^1  ~)  -^  Aj  COSVol'^  ?2  )> 

i'  =  Ai  sin  V]  (^  —  ?i )  -T-  A-i  sin  vo(^  —  <2  ), 
WO  A,,  Ao,  ^1,  ^2  willkürlich,   und  v,,  Vo  die  Wurzeln  der  Glei- 


r  feW  d'l\        .1        d'l 


cos;^  =  o, 


also,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung, 


VH        d')j\ 

Vi  =  vo-h  ( J-]  COS. 

nie         dt 


d-l 
V.,  =  -V-  cos;j. 
dt  ■ 


Der  Wurzel  Vo  entsprechen  also  Strahlen,  deren  Wellenlänge 
10''  mal  grösser  ist  als  die  in  Betracht  kommenden.  Wi  haben 
also  nur  die  erste  Wurzel  zu  berücksichtigen. 

Sei  nun  allgemein,  bei  veränderlichen  ^,  d'l/dt: 


so  ist 


AcosQ 


AsinQ 


/eH 
\nie 


d'h  \ 
dt  J 


eU_ 
mc 


d'l  , 
— r-     cos 
dt  J 
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Denn  durch  Einsetzen  in  die  Diflerentiali^leichungen  (i4)  oder 
(12)  erkennt  man,  dass  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung  sich 
aufheben,  so  dass  die  Gleichungen  innerhalb  des  vorgeschriebenen 
Annäherungsgrades  erfüllt  sind. 

Diese  Werte  von  a,  v  sind  in  (11)  einzutragen,  und  die  sich  er- 
gebenden Ausdrücke  für  x,  y,  z  in  Summen  rein  periodischer 
Funktionen  aufzulösen.  Dabei  kann  man  A  =  Vq  setzen,  und  den 
Faktor 


inc         dt  /      Vy 


weglassen,  da  er  von  der  Einheit  nur  um  Grössen  von  der  Ordnung 
10"''  abweicht.  Denn  durch  Hinzufügen  dieses  Faktors  werden 
die  Amplituden  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelungen  von 
sin  Q,  cos  Q  nicht  in  merklicher  Weise  beeinflusst ;  anderseits 
erhalten  etwaige  durch  den  Faktor  neu  hinzukommende  trigono- 
metrische Glieder  die  Amplitude  io~'',  mithin  sind  die  ent- 
sprechenden Jiilensitäten  lo^*  mal  kleiner  als  die  der  schon  vor- 
handenen Glieder. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  Hq  senkrecht  zu  H  steht 
und  sich  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  oj  um 
diese  Achse  dreht.    Es  ist  dann 

^J;=Oj(^  —  /'j,  005  27  =  0, 

X  =  cosvo(<  —  /fl)  cos'J;  =        -  cos[(vo-i-  a)j<  -H  c] 

I  ,  ,  ,, 

-t cos     (  Vy M  )t  -\-  C      , 

2 

y  —  cosvo(^  —  to)  siin];  =       -  sin  [(vt,-H  M)t  -h  c] 


I     .     ,  ,  ,  -, 

SU)  [(  Vo li)}(  -h-  C  J, 


sinvjt—  /^)), 


wobei  c,  c' Pliasenkonslanten  sind,    auf  die  es   nicht   weiter  an- 
kommt. 

Die  Linie  Vo  spaltet  sich  also  auf  in  ein  Triplett,  dessen  Ge- 
samtbreite in  der  Skala  der  Schwingung s zahlen  2  oj  ist^  und 
dessen   Intensitäten    und  Polarisationen    im    ührioen     "enau 
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denen  entsprechen^  die  sich  in  der  elementaren  Loren tzsclien 
Theorie  ergeben. 

Soll  der  Drehungssinn  des  Lichtes  mit  demjenigen  übereinstim- 
men, welchen  die  Erfahrung  ergibt,  so  ist  es  liier  nicht,  wie  bei 
Lorentz,  nötig,  dass  das  Teilchen  e  negativ  geladen  sei ;  viel- 
mehr ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Drehung  der 
Achse  Ho  um  H  in  dem  Sinne  erfolgt,  in  welchem  freie  Elek- 
tronen im  betreffenden  FeldW  rotieren  würden.  Ist  endlich  die 
Drehgeschwindigkeit  o)  gleich  der  der  Elektronen,  so  ergibt  sich 
ein  Triplett  mit  doppelt  so  grossem  Komponentenabstand,  wie 
nach  der  Lorenizschen  Theorie  zu  erwarten  wäre.  Das  Triplett 
Zn  4680,  Cd  4678  der  zweiten  Nebenserie  nnd  ihre  Homologen 
zeigen  in  der  Tat  ungefälir  diesen  Absland. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel,  dass  durch  die  Hypothese  der 
Molekularmagnete  die  Interpretation  des  ZeemanefFektes  wesent- 
lich verändert  wird. 

Ich  gehe  zur  allgemeinen  Annahme  über,  es  sei  die  Bewegung 
von  Hfl  eine  periodische,  so  dass 

cos^  =  «0-i-^iCOScot-f-/!'isin{.of-4-a2COS2w<-i-6äSin2w<-4-..., 

'1/  =  '%  -r-  M  t  -I-  «1  cos  w  ^  -f-  [j  1  si n  o)  /  -I-  ao  cos  >  oj  t 
-\-  [j-i  sin  2fo  t  -T- .  .  . 

Es  müssen  w,  to'  in  rationalem  Verhältnis  stehen,  damit  die 
Bewegung  eine  periodische  sei.  Soll  w  die  Periode  sein,  so  muss 
<o'  ein  Vielfaciies  von  ui  sein. 

Die  Fourierschen  Reihen  für  sin  'b,  cos  'l,  sin  •!/  erliält  man  dann 
durch  Entwickelung  nach  Potenzen  und  Umrechnung  von  cos",  sin" 
auf  cos,  sin  der  Vielfachen  des  Winkels.  Verstehen  wir  unter 
2i,S2,S;i,  S  Summen  trigonometrischer  Funktionen  (die  letzte 
ohne  konstantes  Glied),  so  ist 

.     f-  I -T  COS^S'  COS^S; 

sin.j  =  \  I  —  cos^  "^ 

si:l(  'i^  — '1^^)  = 


2                  8       "^ 

sin  tu'/  cosZ-f-  co's.m' t  sin  Z 

sin  M  t 

X-               S* 

1.2         1.2.3.4 

cos  0// 

'  X            X^ 

[.              I.2.3^---J 

sin  ^^:^' t.l 

'\-i-  COStü'/.Sj. 
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Da  S  zwischen  zwei  Werten  hin  und   lier  schwankt,  konvergiei'en 
die  Reihen. 

Q  ist  dann  von  der  Form 


vo  —V  w  n ( a„  b„  —  3„  a,, )  -i-  «o  f  -^  —  w' j 


(f  — /o)H-S 


=  (vo— £)(^  — /o) 


WO 


(l5)  £  =  «0  (  "-    —  ^')  -H^fJ^C'-t/i^n—  ßn««), 

1 

SO  dass 

II  =  cos(vo-^  t)(t  —  /q)  cosS  —  sin  (vo-t-  z){t  —  <o)  sinS, 
(j  =  sin  (vo-f-  z){  t  —  tyj)  cosS  —  cos(vo-r-  t)  ( t  —  ^„)sinS 

sich  als  Summen  von  Gliedern  der  Form 


}  Vrt  -+-  £  dr  m  oj  I  \t 


(  m  =  0,  1,2,  .  .  .) 


darstellen  lassen.    Gleiches  izilt  von  der  parallel  fl  schwingenden 

Komponente 

z  =^  V  sin  3. 

Dieselbe  wird  also  in  ein  Spektrum  mit  den  Schwingungszahlen 

Vo -i-  £  —  ni  oj,  (//?=  o,  I  ,:>..... ) 

zerlegt.  Von  diesen  Linien  gelangt  aber  selbst  bei  massig  rascher 
Konvergenz  der  Pieihen,  wie  unten  an  Beispielen  erörtert  werden 
soll,  nur  eine  sehr  beschränkte  Anzahl  zur  Wahrnehmung,  weil 
die  Intensitäten,  die  ja  den  Quadraten  der  Amplituden  proportio- 
nal sind,  viel  rascher  abfallen  als  diese. 
Man  hat  ferner 

X  =  cosoj'/f  u  cos'Z  —  t'  sin  il  cosä'j  —  sin(.o'<(  ?/  sin  S  -+-  v  cosSt  cosX  ), 

j/  =  sin  oj'/(  «  cos  2^  —  t-'  sinS  cosäj  -i-  cosw'f  (  «  sin2^  -+-  t'  cos2r  cosZ), 

S  =:  ai  cosojf  -r-  ßi  sinoj  t  -^  cco  cos2a»<  -^  [j2  sinaoj^  -5-. .  . . 

Die  Klammern  sind  wieder  in  trigonometrische  Summen  der  oben 
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genannten  Form  enlwickelbar;  jedem  Gliede 

A  cosv„,  /  -+-  B  sinv,„  /, 

v„,  =  Vfl  -4-  £  -^  in  oj         ( /n  =  o,  d=  i ,  ±  ■;>,  .  .  . ) 

der  ersten  Klammer  und 

A'  cosv,,,  <  -r-  B'  sin  v„,  < 


der  zweiten  entsprechen  zwei  entgegengesetzt  zirkularpolcwi- 

szahlen 


sierte  Wellen  mit  den  Schwingungszahlen 


und 


A  — B'\2       /A'+B 


Jeder  parallel  H  schwingenden  Komponente  entsprechen  so 
zwei  1  H  schwingende,  doch  können  die  Intensitäten  sehr  ver- 
schieden sein,  so  dass  einige  Linien  ganz  zu  fehlen  scheinen.  Be- 
sonders auffallend  ist  diese  Anordnung  in  dem  von  Hrn.  Loh- 
mann (')  untersuchten  Spektrum  von  Neon.  Im  Quadruplelt  der 
Linie  D,  sind  dagegen  zwei  Longitudinal-  und  nur  zwei  Trans- 
versalwellen, Wir  behandeln  den  Fall  unten:  es  sind  die  Intensi- 
täten von  V  -h  w'  und  v  —  0/  hier  sehr  verschieden. 

Allerdings  erscheint  die  Mitte  des  ganzen  Liniensystems  selbst 
aus  der  ursprünglichen  Lage  Vo  nach  Vq-I-s  verlegt.  Betrachten 
wir  aber  entgegengesetzte  Richtungen  von  Hq  im  Atom  (bzw.  um- 
gekehrte Stellung  der  Süd-  und  Nordpole  des  Molekularmagnetes) 
als  gleich  möglich,  so  bleibt  das  Vorzeichen  von  cos  ^  willkürlich, 
und  man  erhält  das  Spektrum: 

Eleklr.  Kraft  parallel  H  schwingend: 

Vq  zir  £  ±  7?i  o)  ( /;/ 1  /« 1  =  o,  1 ,  2,  .  .  . ). 

Elektr.  Kraft  senkrecht  zu  H  schwingend: 

Vo±  £  =t  «w  ztr  w'         («Ji  «1  =  o.  1 ,  2,  . .  .). 

Unter  sehr  allgemeinen  Annahmen  ergibt  sich  übrigens  für  £  eine 
erheblich  kleinere   Zahl    als  w   und  w',    so  dass  Linien  mit   den 

(')  W.  Lohmann,  Inaug.-Diss.,  Halle  1907. 
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Schvvingungszahlen  v -|- £  und  v  —  e  auch  in  Instrumenten  mit 
hohem  Auflösungsvermögen  nicht  mehr  getrennt  erscheinen.  Wir 
setzen  dies  im  folgenden  voraus.  Da  nun  to'/oj  eine  rationale  Zahl, 
und  insbesondere  eine  ganze  Zahl  ist,  falls  to  die  Periode  der  Be- 
wegung, so  folgt: 

Bei  beliebigen  periodisclien  Bewegungen  des  Systems  wird 
jede  Linie  in  mehrere  zerlegt,  deren  Abstände  von  der  ur- 
sprünglichen Lage  der  Linie  untereinander  in  rationalem 
Verhältnis  stehen.  Dies  ist  das  Gesetz  von  Runge  und  Paschen. 
Allerdings  haben  diese  Forscher  darüber  hinaus  noch  festgestellt, 
dass  zwischen  den  Werten  von  lu  für  verscliiedene  Serien  und  ver- 
schiedene Elemente  ebenfalls  rationale  Verhältnisse  stattfinden. 
Damit  wird  gefordert,  dass  für  solche  Gruppen  verwandter  Serien 
die  Grundperiode  der  Bewegung  von  Hy  dieselbe  sei,  während 
allerdings  die  Koeffizienten  «/,  Z»,,  a/,  ß/  veränderlich  sein  können, 
wodurch  die  Intensitäten,  nicht  aber  die  Schwingungszahlen  be- 
einflusst  werden:  so  können  z.  B.  im  einen  Fall  die  Linien  mit 
geraden,  im  andern  die  mit  ungeraden  Ordnungszahlen  ganz 
fehlen. 

Ist  die  Bewegung  nicht  periodisch,  so  ergibt  sich  das  allgemeine 
Gesetz 

(   Parallel       zu  H  :         vo±/nto  { m  =  o,  i.?..  ...), 

(   Senkrecht  zu  H  :         vo=trtw±a)'  ( /i  =  o,  i, 'i,  .  .  .). 

Es  lassen  sich  alle  Schwi/igungszahle/i  linear  und  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  aus  zwei  Grundzahlen  m   und  lo'  be- 
rechnen ;  dj'  tritt  nur  in  den  J.  schwingenden  Komponenten  auf; 
sein  Vorzeichen  bestimmt  den  Drehungssinn. 
Ob  das  Gesetz 

—  =  rationale  Zahl 

ein  durchaus  allgemeines  sei^  muss  vorderhand  dahingestellt  blei- 
ben. In  manchen  Fällen  scheint  diese  Spezialisierung  eine  etwas 
gezwungene,  und  Hr.  Runge (*)  sieht  sich  z.  B.  in  dem  von  Loh- 
mann (loc.  cit.)  untersuchten  S])ektrum  von  Neon  genötigt,  recht 
grosse  Zähler  und  Nenner  einzuführen,  während   bei  Benutzung 

('•)  C.  Runge,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VIII,  1907,  p.  282. 
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von  (i6)  die  Zahlen  o,  1,2^  selten  3  und  4  in  allen  mir  bekannten 
Fällen  ausreichen.  So  flehen  bei  Xeon  65o6,-  die  lUmiiesclien 
Zahlen  bis  auf  i-,  ^vährend  ist: 

paiallel  :  y^zhi  .'jGm.  (m  =  o,  i), 

senkrecht:  vq  =  l  ,5(i»i  —  j,o8         ("71  =  0,1). 

Bei  6402,40  (Piunge  bis  10): 

(p)     vo=i=  o.jSmi  (m  =  o,  1,  2),         (s)     v„±  6,1 1  ±  0,78«  Tn  =  o,  i ,  2) 

(i5  Komponenten). 

Bei  62  I  -,  00  (Fl.  bis  i  4)  '■ 

{p)      vo±3,9o/n  (/»  =  o,  i),         (s)     vo±  7,04  ± 'j.90«    (n  =  o,\). 

Bei  6143,28  (B.  bis  20): 
{p)      vorzi,22/H   (/»  =  !,■_•;),         (s)     Vo±  5,68  ih  1,22 n    («  =  1,2). 

Bei  6096,37  (B.  bis  i5): 
{p)      Vur=o,S()7/i  (/H=:o,  i),         (5)     Vo±  5,54  =t:  0,80«    f«  =  o,  i). 

Bei  6o3o,  20  (B.  bis  9): 

{p)      vo±o,34'»  r^i  =  2),  (5)     Vüz!=  2,76  =r  0,34- 

Bei  5944i9i  (P^-  bis  8): 

(/»)      Vo±o,45/»  (/n  =  2,  4),         (■«)     Vodz  5,58  ±  0,45 rt    («  =  i,3j. 

Bei  5882,04  (B.  bis  21): 

(/))       vo=:  0.777»  («i  =  o,  1),  (s)     Vodr  7,14  ±  0,77777  (7??  =  o,  i). 

Bei  der  Linie  61 43  liegen  Vo±  (5,68  —  2.  i,22)  =  Vo±3,24  wohl 
zu  nahe  bei  der  starken  parallel  sch^^  ingenden  Komponente  ;  daher 
sind  sie  nicht  wahrgenommen.  Im  übrigen  beweist  wegen  den 
möglicherweise  sehr  verschiedenen  Intensitäten  das  Fehlen  einer 
berechneten  Linie  nichts  gegen  die  Formel,  welche  gewissermassen 
nur  ein  Schema  darstellt,  in  das  die  Linien  hineinpassen  müssen. 
Dieses  Schema  ist  nicht  eindeutig;  bei  61 43  könnte  man  z.  B. 
setzen: 

(/>)         VoZho,Go777    (771=2,4),  ( s)       Vo  ==  6,3o  ±  0,6o  71      (71  =  1,3), 
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wobei  nun  die  beobachteten  Linien  und  nur  diese  dargestellt  wer- 
den. 

Bei  den  Satelliten  der  ersten  Nebenserie  von  Hg  und  ihren 
Homologen  ergeben  sich  ebenfalls  (')  hohe  Zahlen  bei  Anwendung 
des  Ralionalitätsgesetzes: 

3663,5  (R.  bis  8): 

(p)      vo=bo.24m  («?  =  2,  4j,         (s)     vo=ir  i,36±o,'28m  (m  =  I,  3j. 

3663, o  (R.  bis  5): 
(p)      vo=t  i,io/«  Cm  =  o,  i),         (s)     Vo±  i,6G  =r  i,io/i    (/i  =  o,  i). 

365o  (R.  bis  7): 

(p)      vo±o,34w    (m  =  i),  (s)     vo±  1,28  ±  o,34»i  fw  =  o). 

3 1 32,0  (R.  bis  3): 

(p)       Vod=  0,60m  C/??  =  o,  i),  (s)     Vo±  1,10  rh  0,60m  ('«i  =  o,  i). 

3 12.5,  8  (R.  bis  16): 
(/>)      vo±  o,38m  f^m  =  I),  (s)     Vo=l=  1 ,20  d=  o,38n    (n  =  o,i). 

2967,4: 
(p)       vodr  0.60m   ( rn  ^  o.  \ ),  (s)     Vo±  0,60  =h  o,6o/i     ( n  =  o). 

Die  neue  Darstellung  dürfte  also  den  Vorzug  der  Einfachheit 
beanspruchen,  und  man  wird,  auch  abgesehen  von  der  hier  vor- 
getragenen Theorie,  die  Möglichkeit  einer  Erklärung  der  Erschei- 
nung als  naheliegender  betrachten,  wenn,  wie  es  hier  geschieht, 
das  Problem  in  zwei  andere  zerlegt  wird:  erstens,  die  Formeln  (16) 
zu  begründen,  wobei/??,  n  klein  bleiben;  zweitens,  die  häufig  auf- 
tretenden rationalen  Verhältnisse  zwischen  co'  und  0:),  insbesondere 
die  Formel  oj'=  Vielfaches  von  u),  aus  speziellen  Annahmen  über 
die  Bewegung  abzuleiten.  Die  Frage,  ob  to'/oj  =  rationale  Zahl 
eine  allgemeine  Regel  darstellt,  d.  h.  ob  die  Bewegung  stets  eine 
periodische  ist,  für  welche  alle  Punkte  sich  in  geschlossenen  Bah- 
nen   bewegen,    ist  ein  Wahrscheinlichkeitsproblem,    für   dessen 

( ' )  C.  RcNGE,  loc.  cit.  —  C.   Runge  und  F.  Paschen,  Berliner  Ber.,  1902. 
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sichere  Lösung  noch  weitere  genaue  Messungen  abzuwarten  sind. 
Die  von  Hrn.  Runge  [loc.  cit.)  angestellten  Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen werden  ungültig,  wenn  man  von  vornherein  für  die 
Linien  das  Gesetz  (i6)  annimmt,  statt  eine  willkürliche  Verteilung 
vorauszusetzen. 

Als  Beispiel  behandeln  wir  zunächst  den  Ansatz 

cosS'  =  rt  cos  to/  -f-  6  sin  w  ^,  d;  =  co^  -H  a  cosoj  <  -i-  ß  sinoj/, 

also  oj'=  (L)  unter  der  Annahme,  dass  die  Grössen  zweiten  Grades 
in  aß,  «6,  vernachlässigt  werden  dürfen.    Da  hier 

z  =z  io( oi.b  —  ^«), 

so  wird  a.b — ß«  höchstens  =777  etwa  sein  dürfen,  damit  feine 
Linien  v  +  s,  v  —  z  im  mittleren  Teil  des  SjDektrums  nicht  mehr 
zu  trennen  seien. 

Es  ergibt  sich  in  dieser  Annäherung ,  wenn  abkürzend  k  =  e}ilMmc 
gesetzt  wird, 

sinS  =1,         Q  =  -i-  (  A"  —  i )  ( —  a  sin  w/  -i-  h  cos  10  ^)  -i-  vo(<  —  /o)i 
cos'ii  =  cosoj  f  —  ('X  cosw  t  -h  ß  sin  to  t)  sinw  ^, 
sin'\i  =  sin  CO/  -t-  (a  cos  tu/  -4-  ß  sin  w/)  cos  w  /. 

Es  ergeben  sich  somit  durch  Einsetzen  in  (11)  die  folgenden 
Linien : 


Parallel  H  schwingend : 

vo(Intens.  =  i;;         vq 


Intens.  = 


(ri'i—  6-  )  (  k  —  1  V- 


J.  H  schwingend 


Vq  —  2tO, 


Intens.  = 
Intens.  =; 


a  ( A' 


a(k 


,  1 

Intens.  =  -; 


Der  Drehungssinn  von  Vo  H-oi,  V(,  +  2o)  ist  entgegengesetzt  dem- 
jenigen von  Vfl  —  (0,  Vo —  2w.  Die  Dissymmetrie  der  Intensitäten 
wird  aufgehoben,  wenn  man^  wie  oben  auseinandergesetzt,  ent- 
gegengesetzte Lagen  von  Ho,   d.  h.  entgegengesetzte  Vorzeichen 
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von  COS  3,  «,  b  als  gleich  möglich,  und  in  der  Lichtquelle  gleich 
häufig  vorkommend,  betrachtet,  so  dass  zu  den  angeschriebenen 
Werten  der  Intensitäten  noch  weitere  ebensolche  Ausdrücke  hinzu- 
kommen, in  welchen  a,  b  durch  —  a,  —  b  ersetzt  sind. 

Es  ergibt  sich  also  ein  Ouintuplett  äquidistatiter  Linien,  bei 
welchem  die  parallel  und  senkrecht  schwingenden  Komponenten 
zum  Teil  aufeinanderfallen.  Sind  a,  b  bedeutend  kleiner  als  a,  ^, 
so  verschwinden  die  seitlichen  Parallelkomponenten. 

Die  Intensität  der  äussersten  Linien  ist  bedeutend  kleiner  als  die 
der  mittleren. 

Wird  derselbe  Ansatz  gemacht,  aber  to'=  3co  statt  oj'^  co  ge- 
setzt, so  ergibt  sich  ein  Nonett  äqiiidistanter  Linien^  wie  es  von 
Runge  und  Paschen  in  der  zweiten  Nebenserie  beobachtet  ist 
(Hg  5461^  3342  und  Homologe j;,  wobei  die  äussersten  Linien  am 
schwächsten  sind: 

(/))     vo± /nto  (m  =  o,  i),         (s)     vo±  3io  =ir  « to  (n  =  o,  1). 

Bei  der  Rechnung  sind  Glieder  zweiten  Grades  vernaclilässigt 
worden.  Dieselben  würden  zunächst  die  Intensitätsverhältnisse 
der  erhaltenen  Linien  etwas  beeinflusst  haben;  doch  sind  dieselben 
so  unsicher  beobachtet,  dass  diese  Korrektion  ganz  bedeutungslos 
ist.  Fernerwerden  neue  Linien  eingeführt,  deren  Intensitäten  von 
der  Ordnung  («  ±  ^/4)'',  (^  ±  ,3/4)''  sind.  Wählt  man  also  für  rt, 
6,  a,  ß  Zahlen  von  der  Ordnung  \,  wobei  li  mit  i  vergleichbar  sei, 
so  ist  die  Intensität  der  äussersten  Linien  etwa  -^  bis  -^  der  mitt- 
leren, oder  noch  weniger,  die  der  bei  exakter  Berechnung  neu 
hinzukommenden  j|^  '^i^  1^3  oder  noch  geringer;  dieselben  würden 
sich  also  in  den  meisten  Fällen  der  Beobachtung  entziehen,  da 
selbst  bei  längerer  Exposition  die  viel  grössere  Intensität  der  Zen- 
trallinien die  Beobachtung  sehr  erschwert. 

Ein  weiterer  einfacher,  wenn  auch  ziemlich  allgemeiner  Fall  ist 
der^  dass  d^j\dt^=-  konst.,  und  zwar(') 

d^  _e^  _     , 
dt         nie 


(')   Die  Ebene  (  H  IJJ  dreht  sicli  also  um  H  luil  der  konstanten  Winkelgeschwiii- 

t>  H 

digkeit und   in  demselben   Sinne,  wie   freie  Elektronen   im    Felde   H;    dabe 

°  mc 

führt  aber  H„  in  dieser  Ebene  noch  pendelarlige  Schwingungen  aus. 


VII.    —    MAGNETISCHE    ATOMFELDER    CND    SERIENSPEKTREN.  127 

Dann  reduziert  sich  Q  auf  Vo(^  —  Cq),   und  es  ergibt  sich,  falls  ab- 
kürzend /o  =  o  gesetzt  wird  : 
Parallel  II :         :;  =  sin  Vo  t  sin  ?j, 

(  a?  =  cosVß^  costo'^ — cosSr  sinV|i^  sin  to'^, 
I  y  =  cosVfl  t  sin  w'^  -I-  cosS'  sin  Vq^  cos  10'  t. 

Hierin  ist  nun  für  ?3  eine  beliebige  periodische  Funktion  einzu- 
setzen.   Sei  sehr  annähernd 

sinS' =  A  siiiü)(^  —  ^o),         |  xV  |  ■<  i , 


so  ergibt  sich  für  positives  Vorzeichen  von  cos2r  =  y/i  —  sin-2f: 
Parallel  H : 


Senkrecht  H 


A2 

vo±a),         Intens.  =  — -  : 


(         A2        3Ai 
Intens.  =     1 

,  A2        3  Vi 
Intens.  = 1 r-. 

8  i'28 

2(0  ii=  w  ,  Intens.  = 1-  -^ 


Für  negative  Vorzeichen  von  cos  27  werden  die  Parallelkomponen- 
ten nicht  geändert  in  ihrer  Intensität  und  Lage  ;  die  Intensitäten 
vonvo+w',  Vo — (o'  vertauschen  sich  aber.  Da  umgekehrte  Vor- 
zeichen von  cos  2?,  d.  h.  von  Hq,  verschiedenen  Molekülen  ent- 
sprechen, und  keine  Phasenrelation  zwischen  solchen  besteht, 
addieren  sich  die  Intensitäten  und  man  erhält: 

Parallel : 

A2 


Vodztu,      Intens. 

2 


Senkrecht : 


,       ,  ,  A2  \2       /A-^ 

CO  ,      Intens.  =  (  i  —  ■-; — (-...]   +  (  -7- 

/A.2 
Intens.  =  i\  — r  H-.  .  . 
10 


Für  A=  \  sind  die  Intensitäten  also 

o,28(/»),     0,87(5)     und     o,ooo3 
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Die  letztere  Linie  ist  nicht  wahrzunehmen,  so  class  ein  Quadru- 
plett  resultiert. 

Für  A  =  ^  ergibt  sich  : 

Intens.  (/>)     o,38;         is)     0,80;         is)     o,oo5. 

Hier  könnte  längere  Exposition  ein  Oktett  ergeben. 

Es  müssten  also,  wie  man  sieht,  die  Fourierschen  Reihen  für 
cos  2?  recht  langsam  konvergieren,  um  noch  kompliziertere  Zer- 
legungen zu  ergeben. 

Für  A=  I  ergibt  sich  ein  neues  Oktett : 

{p)     vo±oj,  (5;     vodrto',  is)     Vo±:o)'±:w. 

Zwischen  w' und  o)  soll,  nach  Voraussetzung,  ein  rationales  Ver- 
hältnis bestehen.  Sei  zunächst  A=|  ungefähr,  und  w'=to,  so 
ergibt  sich  ein  Dublett  mit  koinzidierenden  Parallel-  und  Perp.- 
Komponenten  [Hg  2536, 72  nach  Runge  und  Paschen,  und  viele 
von  Purvis  untersuchte  Linien,  z.  B.  Vanadium  (')  3885,  o3; 
3876,25;  3566,32  usw.;  Rutlienium  (-)  4584,7;  4'^72'7  usw.]. 

Für  0/=  2  0)  ergibt  sich  das  Quadruplett  der  Linie  D,. 

Für  o>'::=3cü,  A  vergleichbar  mit -^j  reduziert  sich  das  Oktett 
auf  das  Sextett  der  Linie  Do. 

Mit  den  beiden  (/?)-K.omponenten  koinzidieren  zwei  (5)-Kom- 
ponenten,  die  aber  wesentlich  schwächer  sind,  und  vielleicht  des- 
halb niciit  beobachtet.  Im  übrigen  sind  die  quantitativen  Verhält- 
nisse die  von  Runge  und  Paschen  beobachteten.  Bei  Do  hat 
man  co  halb  so  gross  zu  wählen  wie  bei  D,,  oder  besser  bei  D,  an- 
zusetzen 

sinHr  =  A  sin2  oj(f  —  /„)         statt  Asinto(^  —  to). 

Die  beiden  D-Linien  würden  bei  dieser  Auffassung  zu  einer  und 
derselben  Grundperiode  gehören.  Der  Wert  e//;<c  =  oj'/H,  der 
sich  für  das  schwingende  Teilchen  ergibt,  beträgt  allerdings  nur  | 
des  Kathodenstrahlwertes  1,  88.  10'.  Allgemein  übersteigt  co'/H 
in  keinem  bisher  beobachteten  Fall  den  KathodenslrahUvert ; 
bei   den  sehr  weiten  Tripletls  Zn  4680  und   ihren  Homologen  bei 


(')  Purvis,  Trans.  Canibr.  Phil.  Soc.  t.  XX,    1906,  p.  210. 
C^j  Pluvis,  Pioc.  Canibr.  Phil.  Soc,  t.  XIII,  1906,  p.  35i. 
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Hg  USW.  ist  nacli  den  neueslen  absoluten  Messungen  \on  P.  Weiss 
und  A.  Colton  ('),  sowie  nacli  A..  Stettenheimer  (-)  tü'/H  = 
1,78.10'';  der  BLathodenstrahlwert  wird  nicht  ganz  erreicht.  Für 
dasselbe  Triplett  ergibt  sich  dagegen  nach  T^orentz'  Theorie 
e I nie  =^  3,56.  lo^,  und  es  gilt  der  Satz:  liir  kein  Triplett  ist  e j mc 
grösser  als  dass  Doppelte  des  Kathodenstrahlwertes.  Von  kompli- 
zierteren Zerlegungen  muss  ich  dabei  absehen,  da  eine  Theorie 
derselben  nicht  vorliegt,  ausser  in  den  von  Robb  (•')  behandelten 
Fällen  (Nonett  usw.) ;  hier  gilt  derselbe  Satz:  für  das  jNonett  ist 
e I mc  ^r=  Doppelter  Kathodenstrahlwert. 

Ich  halte  die  Aussage  e///ic;^  tCathodenstrahlvvert,  in  welcher 
die  Annahme  magnetischer  (und  nicht  elastischer!)  Moleknlar- 
kräfte  eine  wesentliche  Rolle  spielt,  für  bedeutend  einfacher  und 
plausibler  als  die  Aussage^  es  könne  e j nie  sowohl  kleinere  als 
gnissere  Werte  wie  i ,  88 .  i  o'  annehmen,  jedoch  über  das  Doppelte 
dieses  Betrages  nicht  hinausgehen,  und  glaube  hierin  eine  nicht 
unwesentliche  Stütze  der  gemachten  Grundhypothese  erblicken 
zu  dürfen. 

Es  kann  aber  auch  co' -=  a)/2  gesetzt  werden;  dann  erscheint  ein 
inverses  Qiiadrupletl^  in  welchem  die  (.s)-K.omponenten  Zixischen 
den  (/>  )-lvomponenten  liegen. 

Ist  endlich  tL)'=  m / n  bedeutend  kleiner  als  (o,  so  ergibt  sich  das 
inverse  Triplett,  welches,  wie  das  in\erse  Quadruplett,  von  Bec- 
querel  und  Deslandres  (')  im  Spektrum  von  Fe  zuerst  beobachtet 
wurde:  die, seitlichen  Komponenten  sind  (/>),  die  zentralen  [s). 

Dem  Ansatz 

sin!^  =  rt  + /j  sinoj(/ —  ^'),  |a|<i,  |6|<i 

entspricht  die  Zerlegung  in  drei  (/^)-Komponenten  Vq,  Vq  ±  tu  ;  die 
(5)-Komponenten,  deren  Intensitäten  je  nach  den  Werten  \oii  a 
und  b  sehr  verschieden  sein  können,  sind 

Vo±:w',  vo±ojiiiw',  v„=iz2a)±a>'. 

Sind  rt,  b  von  der  Grösse  f  etwa,  und  ist  w'^  co,  so  erhält  man  ein 

(')  P.  Weiss  und  A.  Cotton,  Journ.  de  Phys..  Juni  1907. 
(-)   A.  Stkttenhei.mer,  Inaug.-/)iss.,  Tübingen,   1907. 
(•^)  A.-A.  Robb,  Inaug.-Diss.,  Götlingen,  190). 

(^)  H.  Becql'ekei.  et  H.  Deslandres,  Comptes  rendus,  t.  CXWII,  1)^98,  p.  18. 
H.  a 
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Triplett,  wie  es  Kmige  und  Pasclien  in  der  ersten  Nel)enserie 
von  Mg,  Ca,Sr,  Hg  (hier /.^  29(37,07  ;  2534,89)  beoLaelilel  haben, 
in\\elchern  drei  ( />)-lvomponenlen,  und,  niil  den  zwei  äusseren 
koinzidierend,  zwei  (5  )-küniponenlen  ersclieinen. 

Diese  Beispiele,  die  sich  leicht  vermehren  Hessen,  nir>gen  ge- 
niigen, um  zu  zeigen,  dass  die  Theorie  in  der  Tat  eine  grosse  An- 
zahl charakteristisciier,  anomaler  Zeemanefl'ekte  quantitativ  richtig 
darstellt.  Zu  den  bisherigen  Betrachtungen  kommt  aber  noch  ein 
neues  Moment  hinzu.  \  erändert  man  bei  gleich  bleibender  Be- 
weginig  des  Moleküls  und  somit  gleichem  (o  die  Stellung  von  Hq 
im  Molekül,  so  bleibt  das  Schema  der  Linien  v  ± /?i(o  usw.  un- 
verändert, die  Inlensitäten  aber  ändern  sich.  Beschreiben  wir  die 
Bewegung  des  Molekids  mittels  der  drei  Eulerschen  Winkel  (' )  cp, 
2r,  'L,  wobei  die  erste  J^age  von  Hq  als  s-Achse  des  bewegten  Ko- 
ordinatensystems gelte,  so  dass  3,  'l  mit  den  bisher  so  bezeichneten 
Winkeln  zusammenfallen.  Seien  XS^^  i,,  die  in  bezug  auf  dies  be- 
wegte System  unveränderliche  Polarkoordinaien  der  neuen  Rich- 
tung von  Ho  (^),  und  endlich  2r',  'V  die  Winkel  von  Hy'  mit  dem 
festen  System,  die  den  früheren  .C;,  -i  entsprechen,  und  die  nun- 
mehr statt  ?j,  'l  in  die  Formeln  (11)  einzutragen  sind.    Dann  ist 

cosS''  =  sinS'  siii^ij  (•(js(cp  —  5?u)  -!-  cosä'  cos  27«, 

sin  <1)'  =  — — ;r-7 1  —  sinä',,  cos  -li  sinf  o  —  9«  ) 
sin.j  '  •         ^ 

—  sin  27|)  cosSr  sin'I/  cos (9  —  'fo)  -I-  cosS/o  sin2<  sin  <|^], 

cos'ii'=  -: — ;r7  [sinä^A  sin  •!/ sinfo  —  c&o  ) 
«in  r  '  .         .    / 

—  sinä^ft  cosä  cosy  cüs((5  —  o« )  -!-  cos  Jo  sinä  cos<{/ J. 

Mithin  ist  .3''  von  o)'  unabhän^io,  und  sin  -V,  cus  'V  sind  w  ie  sin  •!>, 
cos  d/  lineare  Funktionen  von  cos  w' ^,  sin  w' ^,  womit  unsere  Be- 
hauptung bewiesen  ist. 

Falls  nun  dem  Atom,  wir  einem  Kristall,  unter  Umständen  ge- 
wisse Symmetrien  zukommen,  so  werden  sich  die  Elementarmag- 
nete bei  verschiedenen  Molekülen  an  verschiedenen  Stellen  ansetzen 


(')  Vgl.  z.  B.  F.  Klein  uml  \.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  l.  I.  Leipzi;;, 
1897,  p.  17. 

(-)  So  dass  sin.'Si  sin 'f ,  sinSrcos'j,  cosS;  die  Kiclitungskosinusse  von  H'^  in  bezug 
auf  die  bewegten  Achsen  sind. 
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k()iinen.  Pv.otieren  etwa  alle  Moleküle  um  liire  grösste  Haiij)!- 
irägheitsachse,  so  dass  d^ljät,  ?j  konstant  sind,  so  entsprechen 
den  verschiedenen  Ansatzstellen  zwar  dasselbe  t»',  aber  im  all- 
gemeinen verschiedene  ?j,  und  die  magnetische  Zerlegung  einer 
Linie  der  einsprechenden  Serie  erscheint  als  die  Superposition 
dieser  Einzelzerlegungen. 

Wichtig  ist,  dass,  von  einzelnen  Fällen,  wie  z.  B.  das  Tnplett, 
abgesehen,  im  allgemeinen  sich  eine  theoretisch  unendliche  \nzahl 
von  Komponenten  ergibt,  deren  Intensitäten  aber  mehr  oder  weni- 
ger rapid  abnehmen,  so  dass  eine  verhältnismässig  einfache  Zer- 
Tegung  sich  ergibt.  Die  Beobachtung  bestätigt  in  der  Tat  in  vielen 
Fällen,  dass  bei  komplexen  Zerlegungen  einzelne  Komponenten, 
besonders  die  äussersten,  schwach  sind  ('),  so  dass  man  den  Eindruck 

erhält,  dass  die  Linie  sehr  wohl  in  ein  ganzes  Spektrum  zerlegt 
sein  kr.nnte,  von  welchem  nur  die  eine  gewisse  .Minimalintensität 
besitzenden  Linien  wahrgenommen  werden.  Dies  ist  wohl  ins- 
besondere auch  der  Fall  bei  der  von  Lohmann  i/oc.  cit.)  gel'undenen 
Zerlegung  in  i5  komponenlen,  \on  denen  je  fünf  äquidislant  sind, 
und  deren  Erklärung  auf  Grund  der  Theorie  der  komplexen  Elek- 
tronen, wenn  sie  überliaupt  mtiglich,  ein  sehr  kompliziertes  Bild 
erfordern  müsste.  In  der  hier  vorgetragenen  Theorie  entspricht 
sie  einer  etwas  langsameren  Konvergenz  der  Founer-Reihen, 
wobei  aber  doch  die  Ordnungszahlen  m  =  o,  m  =  i,  m  =  2  allein 
in  Betracht  kommen,  und  to'=  öoj  ist  (angenähert).  Längere  Ex- 
])osition  kr)nnte  daher  wohl  in  vielen  Fällen  neue,  schwache  Linien 
zum  Vorschein  bringen.  Bei  weniger  scharfen  Linien  würde 
—  was  vielfach  beobachtet  wird  —  eine  mehr  oder  weniger  dilTuse, 
nach  den  Rändern  hin  abschattierte  Erscheinung  sich  zeigen,  deren 
Auflösung  nicht  mehr  gelingt. 

Die  Beurteilung  der  Intensitäten  ist  sehr  unsicher  und  wird  noch 
dadurch  erschwert,  dass,  wie  Hr.  Zeeinan  (- )  neuerdings  gezeigt 
hat,  das  Retlexionsx  ermögen  der  Gitter  für  verschieden  polarisier- 
tes Licht  sehr  verschieden  sein  kann.    Die  Anwesenheit  Aon  Tra- 


(')  Bei  komplizierlen  Trennungen  beobachtete  Hr.  Lohniann  {loc.  cit.),  wie  er 
selbst  angibt,  immer  einige  sehr  schwache  Linien.  Vgl.  die  phologr.  Reproduk- 
tionen bei  Lohmaiin,  insbesondere  Fig.  3  und  4  (Nunett  und  Sextett),  und  bei 
l'.LNGE  und  Paschen,  Abh.  d.  Berliner  Akaä.,  1902. 

(-,  P.   ZEE.MAN,  yersl.  Amsterdam,  Dez.  1907. 
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banten  kann  eine  bedeutende  Unsicherbeit  aucb  der  Wellenzahlen, 
und  selbst  eine  scheinbare  Disjmnietrie  im  Felde  hervorrufen, 
besonders  wegen  des  Umstandes,  dass  ihre  relative  Intensität  im 
Feld  sich  oft  sehr  verändert  ('),  so  dass  einige  Linien  ganz  ver- 
schwinden, während  dafür  Linien  erscheinen  (-),  die  vorber  nicht 
wahrnehmljar  waren. 

Ich  inuss  es  daher  dahingestellt  sein  lassen,  ob  die  entwickelte 
Theorie  in  jeder  Hinsicht  zur  Darstellung  der  Beobachtungen  sich 
eignet.  Doch  zeigen  die  vorangehenden  Entwickelungen,  wie  ich 
glaube,  dass  die  Annalitne,  es  sei  ein  Molekularfeld  Hq  —  von 
starren  Bedingungen  —  abgesehen  die  einzige  treibende  Kraft, 
welche  auf  die  die  Serienspeklren  erzeugenden  schwingenden 
Teilchen  wirkt,  in  wesentlich  höherem  Masse  als  die  Lorentz- 
sclte  Hypothese  der  Ionen  geeignet  ist  die  Erscheinungen  des 
ZeenianejU'ektes  in  ihrer  grossen  Mannigfaltiiikeit  und  ihren 
charakteristischen  Merkmalen  darzustellen,  wobei  von  Wich- 
tigkeit ist,  dass  sie  sich  auch  bei  der  Erklärung  der  Serien- 
gesetze bewährt  —  ein  Problem,  welches  von  der  Lorentzschen 
Theorie  ganz  unberührt  geblieben  ist. 

Damit  wäre  zunächst  die  Frage  nach  der  Lrsache  der  anormalen 
Zee  man  eile  kte  auf  die  einfachere  reduziert,  die  angenommenen 
periodischen  Bewegungen  des  Moleküls  im  Felde  zu  erklären. 
Hierbei  spielen  aber  eine  wesentliche  Rolle  die  ganz  unbekannten 
Faktoren:  Struktur  des  Atoms,  \  erteilung  seiner  Ladung,  innere 
Bewegungen  (wie  z.  B.  die  die  molekularen  Magnetfelder  erzeu- 
genden sehr  grossen  Drehgeschwindigkeiten  elektrischer  La- 
dungen), endlich  elektromagnetische  Trägheitsreaktionen.  Viel- 
leicht hat  man  also  eher  aus  dem  Zeemanelfekt  auf  diese  Faktoren 
zu  schliessen.  \  on  der  Lösung  der  Aufgabe,  jeder  einzelnen  Serie 
ihren  bestimmten  Zeemanelfekt  zuzuerleilen,  muss  die  Theorie  im 
gegenwärtigen  Stand  unserer  Kenntnis  der  Atome  wohl  absehen. 
Doch  ist  es  wichtig  wenigstens  zu  zeigen,  dass  prinzipielle  Schwie- 
rigkeiten den  gemachten  Annahmen  über  die  Molekularbevvegung 
im  magnetischen  Feld  nicht  entgegenstehen. 


(')  Vgl.  insbesondere  W    Hartmann,  y«aMg'.-0/ss.,  Halle,  1907. 
(^)   Hierbei-  gehörl  verinullicli   die  von  Kunge    und  Paschen  {loc.  cit.)   bei   der 
Linie  Hg  2036,72  erwähnte  Erscheinung. 
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Es  ist  zunächst  zu  beachten,  dass  die  Molekularstrissc  in  der 
Lichtquelle,  in  Abwesenheit  eines  magnetischen  Feldes,  keine  mit 
den  hier  in  Betracht  kommenden  vergleichbare  Rotationsgeschwin- 
digkeit  hervorbringen,  worauf  Lord  Rayleigh  hingewiesen  hat; 
es  würden  sonst  die  Linien  sämtlich  diüus,  da  innerhalb  gewisser 
Grenzen  alle  Rotationsgeschwindigkeiten  möglich  sein  müssten. 
Hinfällig  wird  der  Schluss  nur,  wenn  man,  wie  dies  in  der  Lo- 
rentzschen  Elementartheorie  des  Zeemaneffektes  angenommen 
wird,  für  die  auf  ein  schwingendes  Teilchen  wirkenden  Kräfte 
vol/stä/u/is^r  Kugelsjmmetrie  annimmt,  und  zwar  für  (die  emit- 
tierten Linien;  eine  Annahme,  die  recht  unwahrscheinlich  ist. 
Die  besondere  Schärfe  der Quecksilberliiiien  (zu  denen  jetzt  noch 
Neon-  und  Heliumlinien  zuzufügen  sind)  wird  darauf  zurückge- 
führt, dass  bei  einatomigen  Gasen  nach  der  kinetischen  Theorie 
keine  Rotationsenergie  bestehen  soll. 

Ferner  erfordert  die  von  Runge  und  Paschen  wenigstens  sehr 
angenähert  konstatierte  Unveränderlichkeit  der  Zerlegung  inner- 
halb einer  Serie,  dass  die  Hinzufügung  neuer  Elementarmagnete 
ohne  merklichen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Moleküls  bleibe. 
Man  wird  also  wohl  die  magnetische  Polarisation  des  Moleküls  von 
der  Betrachtung  aiisschliessen  kc'uincn. 

Träiil  das  Molekül  elektrische  Ladungen  —  wobei  seine  Gesamt- 
ladung,  und  daher  sein  DopplerelFekt  in  den  Kanalstrahlen,  null 
sein  kcinnen  —  so  wird  das  Magnetfeld  die  Bewegung  beeinflussen. 
Allein,  da  die  magnetische  Kraft  bekanntlich  bei  reibungslos  be- 
wegten Ladungen  keine  Arl)eit  leistet,  bleibt  die  Energie  der  Ro- 
tation des  Moleküls  um  seineu  Schwerpunkt  im  grossen  ganzen 
dieselbe  wie  vorher,  und  es  kann  keine  Zerlegung  der  Linien  er- 
folgen. 

Diesem  Einwand  kann  man  durch  folgende  Ueberlegung  be- 
gegnen. In  allen  für  Speklraluntersuchungen  dieser  Art  benutzten 
Lichtquellen  bewegte  sich  eine  grosse  Anzahl  freier  Elektronen, 
welche  im  Magnetfeld  Schraubenlinien  mit  einer  und  derselben 
DiekgescIuvindigLeit  (o  =  eHj nie  durchlaufen.  Dass  diese  Ver- 
änderung ihrer  Bewegung  auf  die  Intensität  der  Linien  von  Einfluss 
ist,  wurde  oben  bemerkt;  es  liegt  die  Annahme  nahe  genug,  dass 
sie  den  Molekülen  nun  wesentlich  grössere  Rotationsgeschwindig- 
keiten beizubringen  vermögen,  als  wenn  sie  sich  in  geradlinigen 
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Bahnen  bewegen.  Da  der  «  Stoss  o  eines  Elektrons  auf  ein  \JolekiiI 
ein  recht  schwieriger  Begrif]  ist,  wird  man  wohl  besser  von  ehk- 
Ironiagnetischen  hnpiilsen  bei  grosser  Annäherung,  oline  Be- 
rührung, reden;  dann  ist  fiir  die  Energieübertragung  von  den 
freien  Elektronen  auf  die  Moleküle  die  Ladung  derselben  und  die 
Verteilung  dieser  Ladung  massgebend.  Bei  Bandenspektren  scheint 
nach  den  bisherigen  ('ntersuchnngen  keine  Ladung  vorhanden  zu 
sein;  daraus  eiklärt  sich,  dass  kein  Zeemanellekt  der  betrachteten 
Art  bei  ihnen  eintritt. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Molekül  als  einen  starren  Körper, 
mit  welchem  die  Elementarmagnete  starr  verbunden  sind.  Die 
Bewegung  dieses  K(;rpers  im  magnetischen  Felde  geht  nicht  kräfte- 
frei vor  sich.  Doch  erscheinen  die  Drehmomente,  die  das  Feld 
auf  ihn  au6übt('),  mit  einem  Faktor  von  der  Form  EH /AC  multi- 
pliziert, woA  ein  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt 
ist.  und  E  eine  ebenso  mit  den  elektrischen  Ladungen  an  Stelle 
träger  Massen  gebildete  Gr()sse  bedeutet.  Bei  homogener  Ladung 
er-gibt  sich  also  die  Grcissenordnung  r^H  Mc  { (^  gleich  Ladung  des 
Vtoms.  M  seine  Masse  i.  Da  aber  r'  Mc  htichstensj^^des  Kathoden- 
strahlwertes  beträgt,  so  sind  die  durch  diese  Drehmomente  hervor- 
gerufenen Oszillationen  viel  langsamer  als  die  zur  Erklärung  des 
Zeemaneftekles  herangezogenen  (-).  Betrachten  wir  also  zunächst 
die  Bewegung  als  kräftefrei;  es  ist  bekannt,  dass  die  Integration, 
in  diesem  Falle  wie  auch  beim  schweren  Kreisel,  beim  Pendel  usw., 
auf  eine  Darstellung  der  Eulerschen  Winkel  durch  elliptische 
Funktionen  führt.  Die  Fourierschen  Entw  ickelungen  der  Funk- 
tionen sfKT,  c/ix,  tlnx  sind  \on  Jacobi  (^j  gegeben  und  konver- 
gieren in  den  meisten  Fällen  so  rasch,  dass  nur  die  beiden  ersten 
Glieder  in  Betracht  kommen.  Die  Bewegung  hat  also  den  voraus- 
gesetzten Charakter;  im  allgemeinen  ist  sie  allerdings  nicht  perio- 
disch, sondern  es  sind  (o,  to'  beliebig  und  hängen  von  den  Inte- 
grationskonstanten  ab.     Dies    ist    im   allgemeinen    bei   ähnlichen 


(')  IJieselben  sind,  uiiler  der  speziellen  Voran ssclzuiif;  lioiiiogener  I.adung,  von 
W.  Voigt  gegeben  {Ann.  d.  Pkys.,  l.  IX,  1902,  p.  ii5j 

(■^)  Zwingend  isL  der  Scliiuss  allerdings  niclil,  da  für  das  Zuslandekoinmen 
einer  Wirkung  genügen  würde,  dass  ein  Träglieilsinomenl  bedeutend  kleiner  als 
die  andern  sei,  oder  dass  die  lileincnlarrnagnele  im  Atom  beweglirii  seien. 

(^)  G.-C.-J.  J.vcoBi,  Fimdanienta  nova,  ^  30,  Formeln  (ii)),  (21),  (25). 
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Problemen  der  Fall,  und  es  würde  hierin  ein  wichtiger  Einwand 
liegen,  wenn  man  diese  Konstanten  wirklich  als  willkürlich  be- 
trachten könnte.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  Denn  da  die  Be- 
wegung durch  die  Rotation  der  Elektronen  um  Achse  H  hervor- 
gebracht wird,  und  andere  Elektronenbewegungen  keinenierklichen 
Drehgeschwindigkeiten  horvorzubringen  imstande  sind,  wird  die 
bei  freier  Bewegung  im  Raum  unveränderliche  Richtung  des 
FI;ichen\ektors  parallel  H  liegen  müssen,  und  die  ebenfalls  un- 
veränderliche Komponente  der  Instantanrotation  in  Richtung  des 
Fläch enveklors  gleich  der  Elektronen ro tat ion  co  =  eH j  nie  zu  setzen 
sein.  Es  bleibt  dann  nur  noch  die  Grösse  der  Rotationsenergie  des 
Moleküls  willkürlich.  Unter  Berücksichtigung  der  schon  ange- 
gebenen Bedingungen  dürfte  dieselbe  sehr  wahrscheinlich  einem 
Maximum-  oder  Minimumwert  zustreben  —  schon  aus  Stabilitäts- 
gründen —  (I.  h.  eine  der  Haupfträgheitsachsen  wird  bestrebt  sein, 
sich  in  die  Richtung  von  H  zu  legen,  so  dass  schliesslich  eine 
gleichfcirmige  Rotation  um  diese  Achse  bei  der  grossen  Mehizahl 
der  Moleküle  resultiert.  Der  Winkel  von  Ho  gegen  diese  Achse, 
und  somit  ye^en  H,  hat  tiabei  einen  durch  die  Molekularstruktur 
beslimmten,  unveränderlichen  Wert  l^,, ;  besitzt  das  Molekül  Sym- 
metrien, so  sind  mehrere  Werte  von  .^o  möglich.  Auch  d'lldt  hat 
nach  Voraussetzung  den  un\  eränderlichen  Wert  o>' ==  eH///iC. 
Wir  halten  diesen  Fall  oben  behandelt:  es  entspricht  dim  insbeson- 
dere, für  ."^  =  90",  das  Triplett  Zn  4^80  und  die  Homologen  bei 
Hg,  Cd,  usw. 

Doch  ist  diese  Bewegung  ein  viel  zu  spezieller  Fall  des  allge- 
meinen Ansatzes,  um  zur  Beschreibung  der  Erscheinungen  aus- 
zureichen. Sie  sollte  uns  nur  als  Beispiel  dienen  zur  Festlegung 
scheinbar  willkürlicher  Integi  ationskonstanten,  die  in  to,  o)'  ein- 
gehen kiinnen. 

Wie  nun  die  von  der  Theorie  gelorderten  Bewegungen  des 
Moleküls  oder,  besser  gesagt,  der  \  ielleicht  im  Molekül  beweglichen 
Achse  H,)  zustande  kommen,  und  warum  sie  bei  verschiedenen 
chemisch  verwandten  Molekülen  dieselben  sind,  wie  aus  den  L  nter- 
suchungen  von  Runge  und  Paschen  über  die  Zerlegung  einander 
entsprechenden  Linien  im  magnetischen  Feld  hervorgeht,  muss 
ich  dahingestellt  lassen.  Dass  periodische  Bewegungen  ausge- 
zeichnet seien,    bzw.    dass    die    ihnen   entsprechenden   Anlangs- 
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bedingungen  besonders  häufig  vorkommen,  wie  wir  angenommen 
haben,  v\ird  man  wohl  als  plausibel  betrachten  kcinnen,  da  hierbei 
jeder  Punkt  eine  geschlossene  Bahn  durchläuft,  im  Gegensatz  zu 
allgemeinen  Bewegungen,  wo  w',  tu  zueinander  inkommensurabel 
sind. 

In  dieser  Darstellung  bildet  also  der  Zeemanefi'ekt  für  die  Rota- 
tionsbewegungdes  Moleküls,  wie  dasOhrfür  die  Luftschwingungen, 
gewissermassen  einen  harmonischen  Analysator. 

Tübingen,  Januar  1908. 


VIII. 

IJßER  DIE  SPEKTREN  DER  ALK4LIEN 

BEMEHKÜNGEN  ZU  DEH  ARBEIT  DES  HERRN  C.  RUNGE  (')• 


Physikalische  Zeitschrift^  9.   Jahrgang,   No.   8,   Seile  ■if\\-i\i. 


Durch  die  pholo-phosphorographische  Methode  hat  Herr  A. 
Bergmann  kürzlich  (-)  neue,  im  Rot  und  Uhrarot  verlaufenden 
Serien  von  K,  Rh.  Cs  entdeckt.  Herr  Runge  hat  hieran  die  Be- 
merkung geknüpft,  es  ständen  die  neuen  Serien  zur  ersten  Neben- 
serie in  derselben  Beziehung  wie  die  Hauplserie  zur  zweiten 
Nebenserie,  woraus  sich  der  Nachweis  einer  zur  ersten  Nebenserie 
gehörigen  Hauptserie  ergäbe.  Die  numerischen  Beziehungen,  auf 
die  Herr  Runge  diesen  Schluss  gründet,  sind  zwar  nur  roh  an- 
genähert, doch  konnte  der  Fehler  mciglicherweise  an  der  bei  der 
geringen  Genauigkeit  der  Messungen  sehr  bedeutenden  Unsicher- 
heit der  Extrapolation  liegen.  Als  Kriterium  für  die  Richtigkeit 
seiner  Annahme  hebt  Herr  Runge  mit  Recht  hervor,  dass  die 
Differenzen  der  Schwingungszahlen  der  Paare  der  neuen  Serien, 
die  nur  bei  Cs  und  auch  da  \on  Herrn  Bergmann  nur  quantitativ 
sehr  unsicher  beobachtet  wurden,  nicht  konstant  sein  sollten  (wie 
es  Herr  Bergmann  angibt),  sondern  mit  wachsender  Ordnungs- 
zahl, wie  bei  der  Hauptserie,  enger  zusammenrücken  uiüssten. 

Nun  sind  aber  schon  früher  von  Saunders  (•'  )  dieselben  Cs- 
Linien  (nebst  weiteren  (iMedern  der  Serie),  soweit  ihre  \\  ellen- 
lange kleiner  als  ()ooo  ist,   photographisch   mit  dem  Konkavgitter 


(')   Physikal.  Zeiisclir.,  t.  IX,   1908,  p.  1. 

(^)  A.  Ber(;manx,  Inaug.-Diss.,  lena,  1907. 

(')   P.  Saunders,  Astinphys.  Journal..  1.  XX,  1904,  p.  i''^8. 
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Leobachlel  und  gemessen  worden,  vNobei  eine  wesentlich  höliere 
Genauigkeit  erzielt  wurde.  Saunders  ben)erkte  auch  ihren 
Seriencharakter,  bildete  aber  irrtümlicherweise  aus  ihnen  zwei 
Serien,  die  nun  durch  die  bekannten  Formeln  sich  nicht  darstellen 
Hessen.  Die  Differenzen  der  Schwingungszahlen  (diese  fünfstellig 
geschrieben)  sind  :  96;  98,3  ;  97,5  ;  98,4  ;  97,7  ;  80  (sehr  unsicher!, 
wozu  noch  nach  A.  Bergmann  das  erste  Glied  mit  9",  5  kommt. 
Damit  ist,  in  bester  Lbereinstimmung  mit  X.  Bergmann  die 
Ko/ts/f/nz  der  Differenzen  der  Schwingungszahlen  erwiesen  :  die 
neue  Serie  hat  den  Charakter  einer  /Yebense/ie,  womit  die  von 
Herrn  Runge  gemachte  Annahme  hinfällig  wird. 

Durch  die  Auffindung  von  Satelliten  der  erslen  Nebenserie  war 
Saunders  in  der  Lage  nachzuweisen,  dass  auch  bei  Cs  das  Gesetz 
der  konstanten  Differenzen  streng  gültig  ist.  Für  die  schon  be- 
kannten Serien  ist  die  Differenz  554  !  ^i'f  die  neue  97,5.  Man  wird 
daher  eher  geneigt  sein,  die  neue  Nebenserie  als  eine  Analogie 
zu  den  Nebenserien  engerer  Tripletts  bzw.  Paare  von  O,  S.  Se, 
vielleicht  auch  zu  den  einfachen  Linien  von  He  zu  betrachten. 
Allein  auch  diese  Hypothese  ist  hinfällig.  Berechnet  man  nämlich 
bei  Cs  das  Liiiienpaar  n  =  3,  so  i-rgibt  sich  ).  =  2.  \i)'j.  und  2.-2\'x 
nach  Bergmann,  wobei  die  letzte  Stelle  unsicher  ist.  Nun  hat 
W.  J.  H.  Moll  (  '  )  die  infraroten  Spektren  der  Alkalien  bis  fu. 
untersucht:  bei  Cs  fand  er  die  Linien  1 ,0028'j.  unrl  i,oi2-'j.  von 
Bergmann  (die  er  allerdings  nicht  trennen  konnte)  mit  der  In- 
tensität 90.  ebenso  das  folgende  Paar  bei  o,8o;j.  (Intensität  4o). 
Das  Paar  n  =  ,i  sollte  also  eine  gnissere  Intensität  besitzen.  Aber 
Herr  Moll  findet  in  dieser  Spektralgegend  nur  zwei  schwache 
Linien  2,08  ;j.  (Intensität  5)  und  2,41  u.  (Intensität  5).  Wenn  auch 
aus  der  numerischen  Abweichung  keine  sicheren  negativen  Schlüsse 
zu  ziehen  sind,  so  ist  das  Fehlen  (  -';  intensi\er  Linien  von  i.4;jl  bis 
4  [J-  ein  hinreichender  Beweis  dafür,  dass  die  Linien  m  =  .)  fehlen, 
oder  wenigstens  sehr  schwach  sind. 

Nun  ist  die  erste  Nebenserie    von   Wasserstoff  die    Balmersche 


(')  \V.  J.  U.  Moll.  Proc.  Anist.  Acaä.  Welensch.,  26  Jan.  1907  (aus  dre 
Inaug.-Disserl.j. 

(^)  Die  Linien  3.5i;jl  (InUnsiläl  3o ;  und  3, 00  (Intensität  5o)  bilden  das 
Paar  «  =  3  der  erslen  Nebenserie. 
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Serie 

r-   =   109675. Ü  (  — ), 

in  welcher  der  Wert  m  .^=  2  singiilär  wird  (a  =  3o).  Es  hat  sich 
merkwürdigerweise  bei  He('),  Zn,  Cd.  H>j(-),  T1(*),  wo  Beobach- 
tungen vorliegen,  gezeigt,  dass  die  entsprechende  Linie  m=2, 
für  welche  man  eine  bedeutende  Intensiliit  erwarten  sollte,  sicher 
fehlt.  Gleiches  gilt  für  Na  nach  den  Beobachliingen  von  Moll. 
Hier  sollte  A  =  !^,24ü;j.  sein;  für  ///  =  .>  (),=:  0,820)  findet  Moll 
die  Intensität  240,  während  bei  3,24  i-»-  (m^='->-)  überhaupt  keine 
Linie  liegt  und  in  der  Nähe  sich  nur  schvvache  l^inien  finden. 
Existiert  aber  die  Linie  /i  =  2  nicht,  so  kann  auch  die  zugehcirige 
Hauptserie,  deren  erstes  Glied  sie  ist,  nicht  wohl  existieren  (  '). 

Man  wird  also  vermuten,  dass  es  sich  bei  den  von  Herrn  Berg- 
mann gefundenen  Serien  um  erste  Nebenserien  handle,  die,  dem 
Rydbergschen  Schema  entsprechend,  der  hypothetischen  Was- 
serstofTserie 

I  .      r         /    '  '      \ 

T-  =  ioq(i-5,o  (  — 1 

X  ^    '    '    \ii         ni-i  I 

analog  wären.  Damit  würde  das  Fehlen  der  Linien  für  m  =  i  sich 
einigermassen  erklären,  und  ferner  der  befremdliche  Linstand, 
dass  die  neuen  Serien  mit  wachsendem  Atomgewicht  statt,  wie 
gewöhnlich,  nach  grösseren  A,  nach  kleineren  rücken.  Die  Grenzen 

der  Serien  sind   in  der  Tal  nach  Bergmann,    wenn  .    lünfstellig 

geschrieben   wird, 

hei  k  :  i3  i8i,     bei  Rb  :  i4->1.1.     bei  C<  :   16888   und    16792, 
und  nach  den  Rydbergschen  Anschauungen  wären  die  Serien  in 


(')  C.  Rlxgk  und  I''.  Paschen,  Astrophys.  Journ..  Januar  uSqö. 

(^)   H.  Hkumann,   //«aw^.-/)m,  Tübingen,   ujo'i. 

(')  Vgl.  Mtigneiisclie  Atoinfelder  und  Serienspektren;  OEitvres.  Nil.  p.  98. 

(*)  Zwar  haben  Runge  und  Paschen  inshesoiulere  bei  Cu,  \s,  Linienpaare 
;;efunden,  deren  inagnelische  Zerleguns;  und  Abstand  die  für  diese  neue  Hauplserie 
zu  fordernden  sind.  Allein  es  war  mir  nicht  möglich,  auch  nur  einen  roh  ange- 
näherten, zahlenmässigen  Anschluss  an  die  erste  Nebenserie  zu  linden,  wie  er 
zwischen  der  zweiten  Nebenserie  und  der  Hauptserie  besieht. 


l4o  («UVRES    DE    WALTHER    RITZ. 

der  Form  zu  schreiben  : 

Hb  :   loqfi;  }     — ., ,    ..,  —  ; r^^     > 

Gs  :    10967 j    7- —  ; — -r    ' 

^    ^     [(»  -^'j-        (^w  —  0,0176)2 J 

wo  rt  =  o,45i6  und  o,444'^  isi. 

Man  erkennt,  dass  sowohl  in  den  ersten,  als  in  den  zweiten 
Klammern  die  Zahlen  o,  1  478,  0,0081  usw.,  welche  die  Abweichung 
vom  Wasserstoflspektrum  bedingen,  mit  wachsendem  Atomgewicht 
dem  absoluten  Werte  nach  zunehmen,  wie  es  bei  den  übrigen 
Serien  der  Alkalien  der  Fall  ist. 

Zwischen  den  Konstanten  der  neuen  Serien  und  denen  der  früher 
bekannten  konnte  ich  keine  Beziehungen  finden.  Die  von  Herrn 
Runge  aufgestellten,  angenäherten  Relationen  sind  bedeutungs- 
los, da  sie,  wie  oben  gezeigt,  mit  den  genauen  numerischen  Werten 
der  Schwingungsditlerenzen  nicht  vereinbar  sind. 

Zürich,   Miirz   1908. 


IX. 
ÜBER    EIN   ^EÜES    GESETZ    DER    SERIENSPERTREN, 

(VORLÄUFIGE  MITTEILUNG.) 


Physikalische  Zeitschrift,  9.  Jahrgang,  No.    16,  Seile   5ai-529. 


hu  folgenden  soll  gezeigt  werden,  dass  man  aus  bekannten 
Spektralserien  eines  Elements  neue  Serien  ableiten  kann,  durch 
welche  insbesondere  fast  sämtliche  neuerdings  von  Lenard, 
Ronen  und  Hagenbach,  Saunders,  Moll,  Bergmann  u.  a.  in  den 
\lkalien  entdeckten  Serien  und  Linien  genau  dargestellt  werden  — 
ohne  Hinzuziehung  irgend  einer  neuen  Konstanten.  Auch  auf 
andere  Spektren,  insbesondere  He  und  die  ErdaHtalien,  findet  das 
neue  Koinbinationsprinzip  Anwendung.  Es  ergeben  sich  nähere 
Beziehungen  zum  Atomgewicht,  als  bisher  bekarat  war,  und  die 
Gesamtheit  dieser  neuen  Relationen  erleichtert  die  Auffindung 
der  Serien  bei  Elementen,  wo  sie  noch  nicht  bekannt  sind. 

Die  von  mir  (')  aufgestellte  Serienformel  lautet  in  ihrer  zweck- 
mässigsten  Form  : 

N  =  109675.0 

wo  V  die  auf  Vakuum  bezogene  reziproke  Wellenlänge  ist,  fünf- 
stellig geschrieben;  N  eine  universelle  konstante,  m  die  Ordnungs- 
zahl (2)  der  Linie,  A  die  Grenze  der  Serie,  a,  ^  Konslanten.  Für 
kleine  m  kann  v  negativ  werden;   dies  muss  natürlich  beim  Glied 


(•)  W.  Ritz,  Ann.  d.  Physik,  t.  XII.  ujoS.  p.  264.  Inaug.-Diss.  Auszug; 
OEuvres.  I,  p.  1.  ,  . 

(■')  Diese  Zahl  habe  ich  noch  näher  durch  die  FeslseUuiig  |a|<o,5  definiert. 
Eine  Änderung  der  Numerierung  könnte  sonst  durch  eine  entsprechende  .\nde- 
rung  von  a  immer  kompensiert  werden. 
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ß(A  — v)  berücksichtigt  werden.   Dies  lässt  sich  aucli  sclireibeii 

\  

(»)  '' =  ^ : ÜP\ ZZüT.  -?• 

(  //i  -+-  a  -H  ^ ■ 1- .  .  . 

\  m-  m  I 

Die  Konstanten  a,  |j  charakterisieren  den  \'erlauf  der  Serie  ;  sie 
sind  für  zwei  Serien  von  Paaren  mit  konstanten  Differenzen  A 
identisch  ('),  da  man  heim  Übergang  von  der  ersten  zur  zweiten  v 
init  V  +  A,  A  mit  V  +  A  zu  vertauschen  hat ,  so  dass  A  aus  der  For- 
mel herausfäih.    Wir  setzen  abkürzend 

(3)  (-,-,ß;=7 .^  ^  ,,^^ — 


Die  Konstanten  a,  fj  miigen  für  die  l^aare  der  ersten  Nebenserie 
idi(Juse  Sei-ie^  uacti  llydbergs  Bezeichnung;  die  Werte  <J.  o 
haben;  für  die  der  zweiten  Nebenserie  \schar.fe  Serie)  die 
Werte  5,  t;  für  die  der  Hauptserie  {Prinziftalserie)  die  Werte 
/?,,-,,  bez.  />.j,  -,,  (p\^p>)-  £s  ist  (foc.  cit.,  S.  291  )  7z,=z:iz.,  sehr 
angenähert.  Besitzt  die  erste  Nebenserie  einen  Satelliten,  welcher 
mit  der  einen  Hauptlinie  konstante  Dill'erenzen  aufweist,  so  kommt 
der  zweiten  Haiipllinie  imit  gWisserem  X)  ein  anderes  Wertsjstem 
f/',  0'  zu,  wf)bei  wieder  angenähert  0  =  0'  ist. 

Das  System  von  Hauptserie,  erster  und  zweiter  Nebenserie  lässt 
sich  nun  (Joe.  eil.,  S.^gi)  durch  das  Gleichungssystem  (  5j  darstellen. 

Hauptserie  : 

((1,5,5,  (j)  — (m,/>i,TTi)  kleineres  X.     (m  =  2,  o,  4.  •••), 
|(i,5,5,  a)   — (m,  p-2,  Tz^)  grösseres  A. 

i.   Nebeni>erie  : 

)  \{i.-,  P\^t:^)  —  {rn,s,T)       grösseres  X.     (m  =  1 ,5,  2,5,  3,5,  .  .  . ,) 

(  5 )   '   dr  V  =  ^ 

(  (2,  /'s,  ■'^2)  —  ( '"1  *)  '^ )       kleineres  A. 

I.   Nebenserie  : 
I  (■/.,  Pi,  TZi)  —  {m,d,o)      Haupllinie,  grösseres  X, 
I    zh  V  =  ■  (2,/>2,  7:«  j  —  (m,d,^)      Satellil  ( /»  =  3,  i,  5,  . .  .), 

'  (2,/»2,  T^i)  —  ( fn,  d' ,  0  )     Haupllinie,  kleineres  X. 

(')   Die  enlgegengeselzle   Behauptung  von    H.  Hermann   ( öm.  Tübingen,  1904, 
S.  27)  entbehrt  jeden  Grundes. 
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Der  konstante  Abstand  der  Doubletts  ist  (  2,^2,7:2)  —  {'2.p,,T:,). 
Auf  Grund  des  vorliegenden  ßeobachtungsmalerials  lässl  sich 
nun  zeigen  : 

1.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  der  Hauplserien  i,5  durch  die 
grösaeren  Zahlen  2,0,  3,5,  ...,  ferner  in  denjenigen  der  ISeben- 
serien  2  durch  die  grösseren  Zahlen  3,  4?  5»  •  •  v  so  ergeben  sich 
neue  Linien,  die  in  vielen  Fällen  beobachtet  sind,  so  dass  man 
obige  Gleichungen  mit  zwei  unbestimmten  Ordnungszahlen  /w,  n 
schreiben  kann,  wie  schon  Rvdberg  vermutete. 

2.  Für  jedes  Symbol  (  m,  a,  ^)  besteht  eine  kleinste  Zahl  m 
(nämlich  3  für  die  erste  Nebenserie,  i  ,5  für  die  zweite  bei  der  von 
mir  loc.  cit.  benutzten  Numerierung),  welche  der  Grundlinie 
entspricht;  gibt  man  m  noch  kleinere  Werte,  so  sollte  man  eine 
noch  kräftigere  Linie  erwarten  ;  in  Wirklichkeit  wird  diese  Linie 
nicht  beobachtet.  Für  die  Ordnungszahl  n-=^  j.  der  ersten  Neben- 
serie habe  ich  schon  a.  a.  O.  nachgewiesen,  dass  sie  in  keinem 
Spektrum  einer  wirklichen  Linie  entspricht,  soweit  die  Beobach- 
tungen reichen  (  '  ). 

3.  Bildet  man  aus  diesen  Symbolen  die  neue  Kombination 

SO  erhält  man   eine  (wenig   intensive^    Linie,   die   bei  He,  K,  Rb 
beobachtet  ist,  bei  Cs  und  den  Erdalkalien  ins  Infrarot  fällt. 
4-.    Auch  die  Kombination 

V  =  (-2,  /V|,  -,)  —  (m,/»,,  11,  ), 

V  =  (■?.,pi,  -i)  —  i  m,  />■,,  r,) 
ist  nachweisbar. 

o.    Bildet  man  ferner 

(3,  (/,  0  )  —  (/?!,/)[  —  />»,  •7:1  —  TTg)         (ni  =^  ^,  5,  6,  ...'), 
so  ergeben   sich  die    von    Bergmann    (-)   gefundenen    ultraroten 

(')  W.  Ritz,  (JEuvres,  VII,  p.  98;  VIII,  p.  1.37. 

(^)  A.  Bekgmann,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  uttiaroten  Emissionsspektren 
der  Alkalien  {Jnaug.-Diss.,  Jena,  1907).  üie  Differenz  der  Grenzen  dieser  Serie 
gegen  die  der  ersten  Nebenserie  ist  nach  dieser  Formel  gleich  der  Grundlinie  der 
ersten  iNebenserie,  wie  Herr  Runge  (diese  Zeitschr.,  l.  IX,  1908,  p.  i)  gefunden 
bat.  Dass  es  sich  nicht  um  eine  zur  ersten  Nebenserie  gehörige  Hauptserie 
handelt,  wie  Herr  Runge  zuerst  vermutete,  habe  ich  schon  hervorgehoben  (diese 
Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  240). 
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Serien  von  K,  Rb,  Cs  und  die  entsprechenden  von  Li,  Na,  He, 
die  unhelvannl  waren.  Bei  Rb.  Cs  besitzt  die  erste  Nebenserie 
einen  Satelliten,  und  man  hat  dementsprechend  noch  eine  zweite 
Serie 

V  =  (3,  d\  3')  —  (m.pi  —  p2,T^i  —  -;), 

die  in  der  Nähe  der  ersten  verläuft  und  j^egen  diese  konstante 
Diß'erenzen  aufweist,  was  von  Rergmann  und  Saunders  in  der  Tat 
bei  Cs  beobachtet  ist,  während  bei  Pib  die  Linien  nicht  gelrennt 
werden  konnten.  Für  das  Symbol  (m,  p,  — />o,  tz,  — -3;  ist  m  =  4 
die  Fundamentzalil  ;  t:,  —  -.,  angenähert  gleich  Null, 

6.  Es  existieren  endlich  die  Kombinationen 

v  =  ii,pi-~i)  —  (in.px  -/)2:  -,—-.,) 
und 

7.  v  =  (4,/>i — p-i-  T.^ — -o )  —  (ni,pi — y>o.7:,  — -2).  Bei  allen 
Kombinationen  kann  man  zweifellos  die  Ordnungszahlen  beider 
Glieder  erhöhen;  die  entsprechenden  Linien  sind  aber  meist 
zu  schwach,  um  wahrgenommen  zu  werden. 

Bei  den  Erdalkalien  fehlen  ausgedehnte  L  ntersuchungen  über 
das  infrarote  Gel)iet,  wie  sie  bei  den  Alkalien  vorliegen,  und  die 
Hauptsericn  sind  nicht  beobachtet,  so  dass  eine  Prüfung  des 
Kombinationsprinzips  in  dem  bisher  besprochenen  Sinn  zunächst 
noch  unterbleiben  muss.  Dass  es  aber  auch  hiei'  gültig  bleibt, 
zeigen  folgende  Umstände  : 

Bei  Triplettserien  mit  zwei  Satelliten  in  der  i.  Nebenserie  hat 
man  noch  die  neuen  Symbole  (/?r,y>:,,  tt,,)  ,  {fn,d",o"),  wobei 
p\^  pi^  pi  'Sit,  einzuführen.  Da  ti,  —  7C2,  0  —  0' bei  den  Alkalien 
angenähert  iNull  sind,  erhält  man  y>, — p.,^  p-, — />3,  angenähert 
aus  den  Grenzen  der  Nebenserien,  wenn  man  diese  in  der  Form 

-^i    i  =  I,  2,  .3    schreibt,     und   />)  —  />>=  K(  —  K>,    usw.    setzt 

(wobei  t:,  =-0  =  -3  =  o  angenommen  wird).  Es  ist  p,  — />j  etwa 
doppelt  so  gross  wie  p-^ — p^,  und  die  beiden  Schwingungs- 
zahldiflerenzen,  die  Rydberg  mit  v,,  Vo  bezeichnet,  lassen  sich 
schreiben 

V,  =  (2,/J2,7r,)  —  ('i,  Pi^TZi), 
V2=  (2,  pi,  7:3)  — (2.  p,,  TTs). 

Bekanntlich  schwankt  der  Quotient  von  v,  durch  das  Quadrat  des 
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Atonif-ewiclits  u.  innerhalb  einer  Gruppe  chemisch  verwamller 
Elemente  nicht  sehr;  dagegen  schwankt  er  von  Gruppe  zu  Gruppe 
beträchtlich,  von  3i,6  bei  Cs  bis  187,0  bei  Tl.  Da  v,  einen  kom- 
plizierten Ausdruck  hat,  ist  dies  zu  erwarten  :  wir  führen  besser 
die  Grösse  ^'~^'  an  Stelle  von  ^  ein  ;   ihre  Schwankung  ist  viel 

serin2:er : 

Na  K  Rb  Cs  Cu  Ag 

H2!^     (i; 32,3  37,8  32,3  3i,6  61,8  79,0 

(pi—p\}fo'  Q   j,j2         0,189         0,180         o,i8G         0,186         0,242 

Mg  Ca  Sr  Zn  Cd  Hg 

'"  '"^     (i)     68,8  66,1  5i,5  ()i.o  f)3,2  II 5, 4 

(po-Pi)io\  _    ,,6         ,3,-_         o,i37         0,172         0,186         o,>23 


0,146         0,1 


1 '  /  / 


AI  In  Tl  He 

'''  '"'■    (i) i52,8  172,1  187,0  63,8 

u- 

!Zi_zZilL^....      0,248        0,292       0,327      0,204 

üabei  dürfte  die  noch  bestehende  Schwankung  zum  Teil  von  der 
Unvollkominenheit  der  Serienformel,  vor  allem  aber  von  der  Ver- 
nachlässigung von  7:,  —  -.  herrühren,  die  bei  hohen  Atom- 
oewichten  sicher  einen  grosseren  Fehler  bewirkt.  Die  Kenntnis 
der  Hauptserien  würde  erlaiiijen,  dies  zu  entscheiden. 

Ferner  gelang,  es,  bei  Ca,  Sr,  Ba  die  Gleichung  der  zweiten 
Nebenserie  für  die  starken,  ultravioletten  Paare  der  Erdalkalien, 
für  welche  die  Differenz  der  Schwingungszahlen  v',  etwa  doppelt 
so  gross  wie  v,  ist,  aufzustellen,  und  aus  den  Grenzen  dieser 
Serien  die  entsprechende  Diflerenz  der  konstanten />/ zu  bilden: 
die  Differenz  unterscheidet  sich  von  derjenigen  der  Triplettserien 
nur  um  ca.  i  5  Proz.  ;  bei  exakter  Berechnung  (es  war  t:,  —t:.,  =  o 
gesetzt,  da  die  Hauptserie  ins  Gebiet  der  Schumannschen  Strahlen 
fällt  und  nicht  beobachtet  ist)  würden  wohl  beide  Grössen  einander 
gleich,  was  dem  Kombinationsprinzip  der  Konstanten  entspricht. 


(')   Die  Ziisainmenslellung  ist  von   Kydbeug,  Bapporls  du  Congres,  etc.,   t.  If, 
Paris,  1900. 

R  '° 
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Endlich  sind  bei  Ca,  Sr  neuerdings  Nebenserien  engerer  Tri- 
pletls  gefunden  worden,  aus  deren  Grenzen  sich  wieder  Dif- 
ferenzen />', —  /?!,,  /?!,  —  />3  bilden  lassen.  Innerhalb  derselben 
Genauigkeitsgrenze  zeigte  sich,  dass  sie  mit  den  aus  den  Haupt- 
linien der  ersten  Nebenserie  berechneten  Konstanten  d  —  d' , 
d'  —  d"  bzw.  gleich  sind,  so  dass  hier  eine  neue  Kombination 
vorliegt. 

Diese  Umstände  zeigen,  dass  man  in  manchen  Fällen  mit  \  or- 
teil an  Stelle  der  Wellenzahlen  die  Konstanten  der  Formeln  in 
Betracht  zieht.  Bei  einer  definitiven,  exakten  Formel  würde  dies 
in  noch  erhöhtem  Masse  der  Fall  sein. 

In  den  Erdalkalien  sind  Doppellinien  mit  den  Abständen  v, ,  Tri- 
pletts  mit  den  Abständen  v,,  v^  ausserhalb  der  Serien  noch  mehr- 
fach beobachtet.  Solche  Tripletts  sind  nach  dem  Kombinations- 
prinzip in  der  Tat  dann  und  nur  dann  zu  erwarten,  wenn  die 
(2,/)/,  71/)  mit  irgendeiner  Grösse  (m,  a,  ß)  verbunden  werden;  sie 
müssen  somit  zu  Serien  gehören,  die  an  denselben  Stellen  endigen, 
wie  die  schon  bekannten  Nebenserien,  enthalten  aber  offenbar 
nur  wenig  Glieder,  die  intensiv  genug  sind,  um  beobachtet  zu 
werden,  und  dürften  sich  sogar  häufig  auf  ihre  Fundamentallinie 
beschränken. 

Es  ist  bekannt,  dass  bei  wachsendem  Atomgewicht  oder  Siede- 
punkt die  Serien  immer  rascher  abklingen,  so  dass  nur  die  den 
niedrigsten  Ordnungszahlen  entsprechenden  Linien  beobachtet 
werden.  Anderseits  nimmt  die  Zahl  der  verschiedenen  Serien  zu  ; 
neben  den  Triplettserien  zeigt  z.  ß.  Mg  Serien  von  Doppellinien 
und  von  einfachen  Linien,  und  es  wächst  die  Anzahl  der  Kombi- 
nationen. Man  gelangt  so  schliesslich  zu  einem  Spektrum,  in 
welchem  eine  grosse  Anzahl  charakteristischer,  konstanter  Diffe- 
renzen, aber  keine  Serien  wahrnehmbar  sind.  Es  scheint  mir  sehr 
wahrscheinlich,  dass  die  sog.  Spektren  ziveite/- yi rt,  welche  diesen 
Charakter  aufweisen,  Serienspektren  mit  zahlreichen  Kombina- 
tionen und  sehr  wenig  entwickelten  Serien  sind. 

Die  Berechnung  einer  Grösse  {m,  ci.,  ß)  setzt  die  Kenntnis  der 
Grenze  einer  Serie  voraus,  in  deren  Formel  sie  eingehl.  Diese 
Grenze  lässl  sich  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmen,  ausser  wenn 
nur  wenige  unscharfe  Linien  beobachtet  sind  ;  sie  ist  auch  ziemlich 
unabhängig   von   der  noch    vorliegenden    Unsicherheit    über   die 
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exakte  Form  der  Serieiigleichiing.  Dalier  die  unten  mitgeteilten 
Reclinun^sergebnisse  nur  gerinj^e  Uusiclierheit  involvieren ;  bei 
den  oben  sub  i.,  3.,  4-  angeführten  Fällen  hat  man  sogar  aus- 
schliesslich Differenzen  oder  Summen  beobachteter  Wellenzahlen 
zu  berechnen;  hier  ist  die  Sicherheit  naturgemäss  noch  grösser. 

Dagegen  lassen  sich  die  in  das  Symbol  (m,/?, — /Oo,-, — t:^) 
eingehenden  Konstanten  um  20  Proz.  variieren,  ohne  dassder  An- 
schliiss  an  die  Beobachtung  viel  schlechter  würde.  Wegen  der 
Kleinheit  von  /:>,  — />o,  -, — -j  ist  nämlich  der  Einffuss  dieser 
Konstanten  relativ  gering,   diese  Serien  entfernen  sich  alle    nur 

N 
wenig:  von  A — ;  besonders  bei  Li,  Na  ist  dies  der  Fall,  wäh- 

°  ni- 

rend  bei  K,  Rb,  Gs  die  Beobachtungen  zu  ungenau  sind,  um 
einige  Sicherheit  zu  gewinnen. 

In  einer  kürzlich  erschienenen  Arbeit  (')  habe  ich  gezeigt,  dass 
man  Systeme  einfachster  Art  angeben  kann,  deren  Energie  rein 
elektromagnetisch  ist,  und  die  die  ßalmersche  Formel,  die 
Seriengesetze,  anomalen  Zeemaneffekte  usw.  ergeben.  Die  Schwin- 
gung 
<6)  ±.,  =  ^(''\ 

wird  durch  das  magnetische  Feld  von  m — -2  aneinandero:ereihten 
Elementarmagneten  hervorgebracht,  die  untereinander  identisch 
sind.  Ahnliches  gilt  bei  andern  Spektren.  H'jheren  Ordnungs- 
zahlen entsprechen  so  gewissermassen  höhere  magnetische  Poly- 
merisationen, die  schliesslich  instabil  werden,  so  dass  die  Linien 
mit  wachsendem  m  sich  verbreitern  und  immer  schwächer  werden. 
Auch  stürmische  Bewegungen,  wie  sie  im  elektrischen  Funken 
stattfinden,  sind  der  Stabilität  ungünstig,  daher  die  Serien  im 
Funken  bei  kleineren  Ordnungszahlen  aufhören  als  im  Bogen. 

Das  magnetische  Feld  im  Atom  kann  bei  allen  Spektren  be- 
trachtet werden  als  erzeugt  durch  zwei  Pole  entgegengesetzten 
Vorzeichens;  jedes  der  zwei  Glieder  von  (m,a,  [3)  —  (/z,  a',  ß') 
stellt  je  den  Eintluss  eines  Poles  dar;  jeder  dieser  Pole  kann  im 
Atom  verschiedene   Lagen  annehmen,   die  z.  B.   bei  Wasserstoff 


(')  VV.   Ritz,   Magnetische  Atomfelder   und  Serienspektren;    QEuvres,   VII, 
p.  98. 
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äquidistant  auf  einer  Geraden  liegen.  Vertauschung  dieser  Lagen 
untereinander  entspricht  dem  Kombinationsprinzip.  Allgemeiner 
kann  man  wohl  die  Vermutung  aussprechen,  dass  sich  die  ein- 
fachen Gesetze  auf  die  Lagen  dieser  Pole  im  Atom  beziehen. 

Dass  für  die  Ordnungszahl  ein  gewisses  Minimum  vorgeschrieben 
ist  —  was  bei  keinem  bekannten  Schwingungsvorgang  stattfindet, 
besagt  in  dieser  Vorstellungsweise  nur.  dass  die  Magnetpole  durcli 
die  Struktur  des  Atoms  in  einer  gewissen  Minimalentfernung  vork 
dem  im  Innern  des  Atoms  schwingenden  Elektron  gehalten  werden^ 
was  recht  plausibel  ist. 

Ich  gehe  zur  Besprechung  der  einzelnen  Spektren  über. 

Wasserstoß'. 

Nach  einer  brieflichen  Mitteilung  von  Herrn  F.  Paschen  hat  II 
eine  infrarote  Linie  ).  =  i8'j5i  ±2;  sie  ist  das  Umfassungsglied 
der  Serie 

die  für  /;?  =  4  den  \\  ert  ).  =  i8j5i,7  ergibt,  ivomit  die  Annahme, 
es  sei  die  Balmersche  Formel  (6)  mit  zwei  fsanzen  Zahlen  zu 
schreiben, 

\n'        in- 1 

wohl  als  bewiesen  zu  betrachten  ist. 

Lithium. 

Bei  Li  haben  Hagenbach  ('),  Hagenbacli  und  Konen  (-), 
Saunders  (^)  eine  Reihe  neuer  Linien  entdeckt,  die  eine  Serie 
bilden.  Im  Infrarot  hat  A.  Bergmann  {loc.  cit.)  zwei  Linien 
gemessen  ;  endlich  verdanke  ich  Herrn  Paschen  die  gütige 
Mitteilung  einiger  vorläufiger  Messungsergebnisse  infraroter  Linien 
der  Alkalien. 


(')  A.  Hagknbach,  Ann.  d.  PliysiL,  t.  IX,  igo-!,  p.  729. 
(^)  Physika!  Zeilschr.,  t.  IV',  ifjoS,  p.  592,  8of. 
(^)   Astrophys.  Journ.,  l.  XX,  1904,  p.  188. 
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Nach  Analogie  der  übrigen  Alkalien  sollte  man  erwarten,  dass 
die  Li-Linien  aus  engen  Paaren  bestehen.  Herr  Hagenbach 
(loc.  cit.)  findet  aber  die  rote  Li-Linie  (Grundlinie  der  Haupt- 
serie) einfach,  während  er,  wie  auch  Saunders,  die  Linie  4602 
<ier  ersten  Nebenserie  doppelt  findet,  wobei  allerdings  der  Abstand 
doppelt  so  gross  ist,  als  zu  erwarten  war.  Die  Linie  6io3,  deren 
Komponenten  noch  weiter  auseinander  liegen  sollten,  findet 
aber  Saunders  einfach,  während  Konen  und  Hagenbach  auch  bei 
ihr  manchmal  eine  doppelte  Lmkehrung  wahrnahmen,  die  sie  in 
•dem  Sinne  deuten,  dass  die  Linie  doppelt  sei.  Durch  die  folgen- 
den Betrachtungen  wird  man  aber  zu  einer  andern  Auflassung  ge- 
drängt. Nach  der  oben  erwähnten  Beziehung  zu  den  Quadraten  der 
Atomgewichte  sollte  p^  — />o  =  c),oooo5  sein.  Über  7:, — 7:0  lässt 
sich,  nach  Analogie  der  übrigen  Alkalien  nur  sagen,  dass  es  von 
ähnlicher  Ordnung  sei,  nicht  abor,  dass  es  verschwinde.  Nunist(') 
/>  =  — -0,0481 5,  -=  0,0267;  setzt  man  etwa  p^=lp^  7:0  =  71, 
jPa  =^/>  H- o,oooo5,  7:0  :=  77-1- 0,0002,  so  kompensieren  sich  die 
Aenderungen  für  die  Grundlinie  tn  ^=  2  der  Hauptserie,  die  somit, 
■ebenso  wie  die  Nebenserien,  einfach  wird  ;  während  für  grössere  m 
die  Kompensation  zwar  nur  eine  teilweise  ist,  doch  sind  hier  die 
Linien  nur  um  einige  Hundertstel  A.-E.  voneinander  entfernt,  und 
somit  nicht  zu  trennen.  Bei  dieser  Annabme  erklären  sich  sämt- 
liche Beobachtungen  aufs  befriedigendste. 

Denn  bildet  man  zunächst  die  Kombination  5,  also  hier  die 
Serie 

V  =  12  20-2,0 -)         (/«  =  4,  ^,  6,  . . .) 


ni  —  0,0000 ) 


■; 


(wobei  die  Zusatzglieder,  bei  den  Genauigkeitsgrenzen  der  Be- 
obachtung, belanglos  sind),  so  ergibt  sich  für  m  =  /{■,  A  =;  i86g3,- 
(18694  nach  einer  ersten,  18698  nach  einer  zweiten  Messung  von 
F.  Paschen):  m  =  5,  ).r=  14^91,5   (Paschen   i2-84±io).   Wei- 


(')  In  meiner  Inaug.-Diss.  (loc.  cit.)  sind  irrlüinlicherweise  für  die  Konstanten 
von  Li  die  allerdings  nur  wenig  abweictienden  Ergebnisse  einer  vorläufigen  Berecti- 
nung  mitgeteilt.  Die  Grenze  der  Hauptserie  ist  4348^,7  (statt  43482,8),  die  der 
Nebensevien  28081,6;  5  =  0,09984;  5=  —  0,02210.  Die  Grundlinie  der  ersten 
Nebenserie  ist  v  =  16879,0,  somit  (3,  rf,  0)  =  2858i,f)  —  16379,0  =  12202,6. 
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tere  Glieder  sind  niclit  beobachtet.  Es  entspricht  diese  Serie  den 
ßergmannschen  Serien  von  K,  R.b,  Cs. 

Die  Formel  (2,/>,,-,)  —  (m,Pi — pi,~i — ~j)  entspricht  einer 
Serie,  die  parallel  der  vorigen  verläuft,  und  deren  Linien,  da  d,  o, 
P\  — P21  ~\ — 7^2  tei  Li  alle  sehr  klein  sind,  in  unmittelbarster 
Nähe  der  Linien  der  ersten  Nebenserie  liegen.  Berechnet  man  für 

/    ^ 
letztere  die  Grösse  aH-ß(A  —  v)  =  i/  -r -,  so  muss  sie,    nach 

Analogie  der  übrigen  Alkalien,  negativ  sein  und  dem  absoluten 
Wert  nach  mit  ni  wachsen.  Für  /??  =  3  ergibt  sich  — 0,00204  ; 
(ür  m  ^  ^  nach  der  ursprünglichen  Messung  4602, 3'j  von  Kayser 
und  Runge  — 0,00147,  ^vährend  die  neuen  Messungen  von 
Hagenbach  46o3,o4  und  Saunders  46^^? 2  ergeben  — 0,0024^ 
bzw.  — 0,00826.  Es  ist  also  die  eine  Linie  46o3  des  Paares  die 
Linie  der  ersten  Nebenserie.    Die  zweite  Linie  entspricht 

(2r/?l,-^l)  —  (m,/)i— /?2,-,  —  -2). 

/?«  =:  4,         h  ^  4601 ,02  [4602,00  Hag. ,  4601  ,G  S.]. 

Für  m  =  3  berechnet  man  6097,06.  eine  Linie  die  sicher  fehlt,  da 
sie  viel  zu  weit  von  6103,77  entfernt  ist,  um  bei  der  Erklärung  der 
oben  erwähnten  doppelten  Umkehr  in  Frage  zu  kommen.  Es  ist 
also  in  {m,p, — />2  5^i  — "2)  die  Ordnungszahl  4  die  Fundamental- 
zahl, wie  sich  noch  vielfach  bestätigen  wird.  Bei  m  =  5  ist  eine 
Trennung  von  der  ersten  Nebenserie  nicht  mehr  möglich. 

Bilden  wir  endlich  die  parallel  der  Hauptserie  verlaufende  Serie 

deren  Grenze  gleich  der  der  Nebenserien  ist,  und  die  man  einfach 
durch  Bildung  der  Dillerenzen  der  Sch^^ingungszahlen  der  Haupt- 
serie gegen  deren  Grundlinie  berechnet,  so  erhalten  wir  die  von 
Konen  und  Hagenbach  gefundene  Serie  von  Linien  :  ni  =  o, 
X=  6240,0  (6240,8  K.  H.  ;  6240,3  S.),  /?«=4,  A  =  4686,oS 
(4636,i4  H.;  4636,o4  H.  K.  ;  4636,3  S.),  m  =  o,  a=:4,46,8 
(4j49,»  K.  H.  ;  4148,2  S.  sehr  diflfus),  m  =  6,  A=  3922,00 
(3924  K.  H.;   3921,8  s.). 

Damit  sind  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  neuen  Li-Linien 
aufgenommen.  Herr  Paschen  findet  noch  17563  und  12209, 
Linien  die  noch  unsicher  bestimmt  sind  :   sie  dürften  den  Kom- 
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Ijinalioiien 

(3,/>,  tt)  —  (,'i,  c/,  5),      '  X  =  17549, 

(3,  p,  r.)  —  ('),  d,  5),         X  =  12236 

entspreclien,  die  wir,  ebenso  wie  alle  andern  Kombinationen,  bei 
l\a  wieder  finden  werden.  Man  beachte,  dass  hierbei  nicht  eine 
einzige  neue  Konstante  gebraucht  ist. 

Nal/'ium. 

Das  Spektrum  von  Na  ist,  ausser  von  den  schon  oljen  genannten, 
im  sichtbaren  Teil  von  Lenard  ('),  im  Infrarot  bis  /\,5[j.  von 
Moll  (-)  untersucht  worden. 

Aus  (3,  (i,  0)  —  [ni^pf  — /?>,  -|  — TTj)  ergeben  sicli  die  Linien 
(m  =  4)5  Ä=  18460  (Paschen  18459,0),  m  =  o,  A  =  1 2679 
(Paschen  126^4 7 5?  Messung  unsicher).  Die  nächste  Linie  io838 
ist  bis  jetzt  nicht  beobachtet,  weil  zu  schwach.    Aus 

(2./),,  TT,)  -im,  pi  —pi.i^i  —  r.-i) 
und 

(■2,pi,T.,)  —  (m,pi  —/).,,  TT,  —TT.,),       Pi—p-2  =  0,00074 

(Serie  von  Doppeliinien)  berechnet  man  für  m  =  4  das  Paar 
X^56'j5,'j45  5670,00.  Dies  ist  das  schon  von  Kajser  und 
Runge  beobachtete,  nach  Violelt  abschattierte  Paar  0675,92, 
5670,40  ;  die  Grenze  der  Nebenserien,  die  in  die  Rechnung  eingeht, 
lässt  sich  hier  nur  bis  auf  2  oder  3  Einiieiten  der  5.  Stelle  sicher 
angeben,  die  Abweicliung  von  der  Beobachtung  bleibt  innerhalb 
dieser  Grenzen.  Dass  diese  Auflassung  des  nach  Violett  abschat- 
tierten Paares  die  richtige  sei,  ergibt  sich  auch  durch  die  Analo- 
gie von  Cu,  Tl,  wo  bei  m  = /\  der  ersten  Nebenserie  ein  solches 
Paar  beobachtet  ist.   das  durch  eine  entsprechende  Formel  dar- 


(')  Lknahd,  Ann.  d.  Physik,  t.  XI,  1900,  p.  636. 

(^)  VV.-T.-H.  Moll,  Inaug.-Diss.,  s.  Proc.  Anist.  Acad.  Wet.  26.  Jan.  1907.  Die 
Wellenlängen  hat  .Moll  nacli  den  (  voneinander  etwas  abweichenden)  Dispersions- 
bestimmungen  für  Steinsalz  von  Rubens  nnd  Langley  bestimmt.  Nach  I".  Paschen 
{Ann.  d.  Physik,  Mai  1908)  ist  die  letztere  die  richtige  und  es  sind  daher  die 
entsprechenden  X  im  Texte  benutzt.  Die  Wellenlängen  sind  bei  kräftigen  Linien 
im  allgemeinen  auf  0,01— o.o2[j.  genau,  bei  schwachen  Linien  kann  der  l-'ehler 
grösser  werden. 


l5-2  («LVHKS    DE    WALTHER    ItlTZ. 

geslellt  wird  (s.  unlen).  Ferner  erhält  man  für  ni=z~j,  /\f)--,-^ 
und  4973,00  (4976',  1 ,  4973,0  K.  H.  ;  4975, o  S.,  unscharf);  m  =  6, 
4666,00,  4662,30  (4665,2  K.  und  Pt.,  koinzidiert  mit  einer  Linie 
der  ersten  Nebenserie;  4660  K.  und  H. ;  4660,2  S.j;  /;i  =  -, 
4496,4»  4492,9  (zu  nalie  bei  der  ersten  Nebenserie,  nicht  meln^ 
beobachtet).  Für  m  =  3  ergibt  sich  8i4o;  das  Paar  ist  nicht  beob- 
achtet, ebensow enig  wie  die  entsprechenden  von  Cu ,  Tl ;  dies  ist  zu 
erwarten,  wenn  m  =  4  die  Fundamentalzahl  für  (/w,/?, — /?o,7:, —  tz.,) 
ist. 

Wie  bei  Li  bilden  wir  ferner 

(2,/?i,  -1)  — Cm,/?!,  T.^).     (-1,  p,,  -,)  — (/n,/)2,-2) 

und  erhalten  die  schon  von  Lenard,  Konen  und  Hagenbach 
bemerkte  Serie  unscharfer  Linienpaare  mit  nahezu  konstanten 
Diflerenzen:  a?j  =  3,  751-, 3,  7510,8  (wohl  wegen  geringer  Intensi- 
tät und  ungünstiger  Lage  bisher  nicht  wahrgenommen);  /?ü  =  4, 
5533,10,  5527,80  (553i,7  K.  u.  IL;  5532,7  S.;  5527, i  K.u.H.; 
5528,2  S.);  m^  5,  49 '9» 2,  491 5,  i  (491 3,5  K.  u.  H.;  4918,4  S.; 
4910,1  K.  u.  H. ;  49'450  S.);  /«  =  6,  4635,6,  463 1 ,9  (4633,  i  K. 
und  H. ;  4629,5  S. ;  4629,4  K.  u.  H. ;  4625,5  S.");  in  =  7,  4  I77597 
4474)4)  (4470  Lenard  ;  447^,5  S.,  nicht  getrennt  wegen  zu  grosser 
Unscharfe);  m  =  8,  438o,8,  4377,0  (4372  S.).  Die  Linien,  beson- 
ders die  letzten,  sind  so  unscharf,  dass  die  Abweichungen,  wie 
schon  aus  dem  Vergleich  der  Messungen  verschiedener  Beob- 
achter hervorgeht,  innerhalb  der  möo;lichen  Beobachtunirsfehler 
liegen. 

Auch  die  Kombinationen  (3, />/,-,)  —  (4,»^/,  0),  /=i,2  exis- 
tieren, die  aus  der  Formel  der  ersten  Nebenserie  durch  Erhö- 
hung der  Ordnungszahl  des  ersten  Gliedes  entspringen:  es 
findet    sich  ),  =123378,   23346  (Paschen   23377,   vielleicht   dop- 

c 

pelt,  Fehler  bis  20  A.-E.  möglich).  Das  nächste  Paar  (/n  =  5) 
wäre  1,475  a,  i,476iji;  Moll  hat  eine  schwache,  daher  wenig 
genau  bestimmte  Linie  bei  i,44-  Ob  sie  dem  fraglichen  Paar  ent- 
spricht, bleibt  zweifelhaft. 

Ebenso  kann  man  zur  zweiten  Nebenserie  die  Parallelserie 
(3, />/,-/)  —  (/7?,  5,  3-),  /^  1,2  bilden,  deren  erstes  Glied  (m=  i,5) 
zur  Hauptserie  gehört,  die  weiteren  ins  Ultrarot  fallen,  wo  sie 
enge   Paare    bilden   (Abstand  =  5,5    für  fünfstellig  geschriebene 
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Wellenzahlen);    es    sind   :     /;?=2,5,     22080,     22o53     (Paschen 
22081/22056);  in  —  3,5,     3,421  |j.,  3,4i5;j.  (Moll  3,42). 
Endlich  ergibt 

(',,/5i— /),,-,— 7:,)  — i'5,/?i— /?2,-i  — -2).     >-  =  4.o49i  \i.  ('.M.  4,f>6). 

Diese  Kombination  entspricht  sowohl  bei  \a  wie  bei  R,  Pv.b,  Cs  der 
längsten  von  Moll  gemessenen  Wellenlänge.  Wie  immer,  fehlen 
die  den  niederen  Ordnungszahlen  2,  3  entsprechenden  Linien, 
wodurch  m  =  4  als  Grundzahl  von  (m.p^  — /?o,-,  — -.),  wie  oben 
schon  bemerkt,  sich  ergibt. 

E!)enso  wird  durch  die  Beobachtungen  von  Moll  die  Existenz 
einer  Linie  ni  =■  1  der  ersten  Nebenserie  und  damit  die  ent- 
sprechende Hauptserie  ausgeschlossen.  Es  ist  also  m  =  3  die 
Grundzahl  für  (m,  f/,  0)  (die  Numerierung  meiner  oben  zitierten 
Dissertation  stimmt  für  die  erste  Nebenserie  der  Alkalien  mit  der 
von  Kavser  und  Runge  übereinj. 

Die  Kombination  (1,5,  5,  n)  —  (3,  d,  0)  ergibt  A  =  3426,9  und 
ist  nicht  beobachtet;  dagegen  scheint  (2,5,  s.  t)  —  (3,  öf,  2), 
").  =:2,Qi3a  von  Moll  ("2. 90)  beobachtet;  die  Genauigkeit  ist  zu 
gering,  um  eine  Entscheidung  zu  erlauben. 

Nicht  aufgenommen  werden  durch  diese  Formeln  Lenards  Linien 
5 100,  4820,  4730,  die  weder  Konen  und  Hagenbach,  noch 
Saunders  gefunden  haben;  ferner  zwei  schwache  Paare  7369,4, 
n3-']/\i,  7410,0,  7418,3,  deren  Abstand  etwas  kleiner  ist  als  der 
normale  Abstand  17,2,  und  von  deren  Zugehörigkeit  zu  Na, 
wenigstens  für  das  zweite,  Saunders  nicht  sicher  ist;  Leh- 
mann führt  sie  nicht.  Endlich  hat  Moll  noch  eine  sehr  schwache 
Linie  i,57;jl,  die  sich  den  Formeln  nicht  fügt.  Die  Zugehörigkeit 
dieser  Linien  zu  Na,  resp.  ihr  Zusammenhang  mit  den  übrigen 
muss  zweifelhaft  bleiben. 

Kalium. 

Bei  K  haben  sich  für  die  im  sichtbaren  Teil  verlaufenden  neuen 
Serien  von  Li,  Na  bisher  keine  entsprechenden  gefunden.  Ramage 
hat  zwar  drei  schwache,  diffuse  Linien  4^9.g^  ^'^~i  4638,6,  die  aber 
weder  von  Liveing  und  Dewar,  noch  von  Saunders  gesehen  wur- 
den. Dagegen  findet  sowohl   letzterer,   wie  Pvamage,  eine  schär- 
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fere  Linie  bei  4Q4'2.,i  (4642,35  R.,  4642,0  S.),  die  sich  in  der 
Form  (1,5,  5,  o-)  — (3,  d,o)  darstellen  lässt :  eine  Kombination,  die 
ich  sonst  nur  bei  Rb  und  He  noch  finden  konnte.  Es  muss  zweifel- 
haft bleiben,  ob  es  sich  hier  wirklich  um  diese  Kombination 
handelt,  denn  zur  Rerechnung  von  (3,(i,  0)  ist  die  Kenntnis  der 
Grundlinie  der  ersten  Nebenserie  notwendig;  dieselbe  ist  nur  \on 
Bergmann  gemessen;  man  findet  (3.  <:/,  0  )  =:  i  3462  ±  8  aus  der 
einen  Linie  des  Paares,  und  1346;  ±8  aus  der  andern  ;  die  beiden 
Zahlen  sollten  identisch  sein.  Dagegen  ist  (i,5,  5,  o-)  =  35oo5,o 
genau  bekannt;  es  findet  sich 

V  =  35oo3 —  i34()5  =  11  j4o±8.         ).  =  4641,2=1=2,0, 

während  beobachtet  ist  4642,4-  Aehnliches  gilt  bei  Rb,  nicht  aber 
bei  Li,  Na.    L  m  hier  Sicherheit  zu  gewinnen,  müssten  wesentlich 
genauere  Messungen  vorliegen,   wie  wir  sie  bei  He  finden  werden. 
Die  Grenze  der  Bergmannschen  Serie 


ist  aus  demselben  Grund  unsicher;  diese  Gleichung  lautet,  expli- 


zite  geschrieben  : 


V  =  i3465 


( ni  —  (^,of)28|  )- 


und  ergibt  w  =  4,  >•>  ==  I  5i45±35  ;  /;i  =  5,   1  1019  ; /??  =  6,  9098; 
m  =  'j,   Sgo-j ;  m^S,   85o8;  während  beobachtet  ist    i5i68('), 
iioi2±:io,  93901+110,   89o8±io,  85oo±io. 
Wie  bei  Na  findet  sicli  aus 

(4, Pi~Pi,-i— -•■>)  — ('^,Pi—p2,-i  —  -,),    A  =  4,o43a        (Moll  4,o4). 

Auch  gil)l 
(3,/?,,  77/)  —  (^,d,r^),         ?'  =  i,2,         X  =  3.745  und  3,7-20         ('Moll  3,73), 
(3./>/,7:,)  —  (3,rf,o).  i=i,2,  /.  =  3,160  und   3,i44         (Moll  3,14)- 

Moll  hat  noch  2,24?   2,-6  (-),  schwache  Linien,  deren  Einord- 
nung zweifelhaft  bleibt. 


(')  Nach  vorläufigen  .Messungen  von  F.  Paschen.  Bergmann  gibt  16282,  eine 
Zahl,  die  er  jedoch  durch  Extrapolation  erhält  und  die  um  ii4  zu  gross  ist. 

(^)  Dürfte  der  Doppellinie  Na  2,20a  entsprechen;  die  Rechnung  ergibt  2,716 
und  2,702;  es  ist  bei  schwachen  Linien  wie  diese  wohl  ein  grösserer  Fehler  in 
Molis  Be<5bachtungen  möglich. 
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Rubidium. 

Bei  Rb  findet  Bergmann  für  das  Paar  /z  =  3  der  ersten  jNeben- 
serie  i54io,  i483o,  wobei  jedoch,  wie  bei  der  K-Linie  loaSa, 
die  Dispersionsformel  des  Apparats  von  K^=  i3  6oo  an  extrapoliert 
ist.  Korrigieren  wir  nach  der  obigen  Messung  der  R-Linie  von 
Paschen  durch  lineare  Interpolation  von  i3  6oo  aus,  so  ergibt 
sich  10265,  1472-,  wobei  nun  auch  die  Dififerenz  der  Schwin- 
gungszahlen 239  besser  mit  der  konstanten  Differenz  237,0  über- 
einstimmt, während  sie  nach  B.  2  54  war.  Dies  ergibt  (3,  <r/,o)  =  i432-, 
und  da/?, — p>^= — 0,01296,  t:,  — -^  =:  o,  so  gibt  die  Formel 
(3,c/,  0)  —  (m,  fjf — p-ii  ~\ — ~2)  tue  Linien  der  Bergmannschen 
Serie  : 

m  =  4,  A=  10459  (B.  134421;  //?=  5,  A  10082  (B.  10069); 
m  =  6,  8874  (B.8872);  m  =  7,  8276  (B.S271). 

Die  Differenzen  bleiben  innerhalb  B.s  Beobachtungsfehler. 

Ferner  ist  {4,d,o)  _  (5,yj«,  —p.,,7:,  — -o)  =  3073,  A=  2,799 
(Moll  2,80).  Weitere  K-ombinationen  dieser  Art  fallen  ausserhalb 
des  beobachteten  Bereichs. 

Die  Kombination  (3,r/,  0)  —  (i.5.  5,  o-)  ergibt  A  =  5  164.7,  ^^äh- 
rend  Ramage  eine  nicht  zu  den  Serien  gehörende  und  weniger 
diffuse  Linie  bei  5i65,35  hat,  die  vielleicht  mit  Lecoqs  Linie 
5i62±:?  identisch  ist.  Er  führt  ausserdem  Linien  bei  49Ö75  5o37, 
63o6,8 ;  Lehmann  hat  85 1 3,3;  über  die  Beziehung  dieser 
einfachen  Linien  zum  System  der  Doppellinien  habe  ich  keine 
Sicherheit  erhalten  können;  ihre  Zugehörigkeit  zu  Rb  ist  nicht 
ganz  sicher,  ebenso  wie  die  der  Linien  0,93,  1,11  von  Moll, 
deren  erste  mit  einer  starken  Cs-Linie,  die  zweite  mit  einer 
K-Linie  koinzidiert. 

Als  längste  Welle  haben  wir  wieder 

(j,/»!— />2.'^l  — -2)—  (5,pi— />2,7Ti  — -2),      A  =  4,oi8  (Moll  4,o3). 

Endlich     findet     sich    (3, />/, -,)  —  (3,c/,  0),     X  =  2,255,    2,290 
(Moll  2,28). 
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Cäsium. 


Die  Grundlinien  der  ersten  Xebenserie  müssen  nach  den  Serien- 
formeln bei  ?>'x  liegen  und  kräftig  sein;  sie  sind  von  Moll  beob- 
achtet: A=3,oo,  A=3,5i  ;  Differenz  der  Schwingungszahlen  480, 
während  die  normale  Differenz  55/|  ist;  dies  erklärt  sich  aus  dem 
Umstand,  dass  Moll  die  Hauptlinie,  nicht  aber  den  schwächeren 
Satelliten,  welcher  die  konstante  Diflerenz  gibt,  beobachtet  hat. 
Die  Abstände  des  Satelliten  von  der  Hauptlinie  sind  nach  Ra- 
mage  und  Saunders  Beobachtungen  (/«  ^  ^)  7, 3,  (6)  10,9, 
(5)  22.0,  (4)  ^~,^i  letzteres  nach  Lehmann,  der  die  Hauptlinie 
bei  9171,9,  den  Satelliten  l)ei  9211,9  gemessen  hat;  für  /i:=3 
ergibt  sich  also  aus  Molls  Beobachtungder  Abstand  554 — 4^0  =  "4, 
der  aber  sehr  unsicher  und  zu  klein  ist;  denn  die  Zunahme  von  (5) 
zu  (4)  sollte  bedeutend  kleiner  sein  als  die  von  (4)  zu  (3);  der 
schwächere  Satellit  verschiebt  das  bolometrisch  beobachtete  In- 
lensilätsmaximum  nach  seiner  Seite  hin,  so  dass  3,5 1  zu  gross 
gemessen  ist.  Daraus  ergibt  sich  (3,  r/,  0)  =  16900  zh  i5, 
(3,r/',  o')<  16825. 

Die  Bergmannsche  Serie  wird  aus  Doppellinien  bestehen: 

(3,flf,  0)    —  (m,/?|— /)2, -|  — -0), 
(3,  d\  0')  —  ( ni,  pi  —  P2,  -|  —  -2). 

Wir  setzen  (3,6^,  0)=  16906,  (3,  <:/',  0')  =1  16809,  ^^^^  durchaus 
innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  liegt,  die  bei  obiger  Fest- 
setzung \orgeschrieben  sind.  Dann  ergeben  sich  in  A.-E.  die 
Fehler  :  /n  =  4,  -^35,  +3o,  (Bergmann);  ///  =  5,  +2,8,  +2,5 
(Lehmann);  /??  =  6^  +1,1,  +1,0;  m  =  ~,  — 1,6,  — 1,5;/?<  =  8, 
— 1,6,  — 1,5;  m  =  g,  — 2,3,  — 1,7;  /;2  =  io,  +'-,0,  +1,6. 

Die  Differenzen  haben  einen  systematischen  Gang,  überschreiten 
jedoch  nur  wenig  die  möglichen  Beobachtungsfehler,  die  bei 
Bergmann  wohl  auf  20  bis  3o,  bei  Lehmann  auf  4  bis  5,  bei 
Saunders,  welcher  die  übrigen  Linien  beobachtet  hat,  auf 
I  A.-E.,  und  bei  der  letzten,  sehr  diffusen  Linie  auf  vielmehr  ge- 
schätzt werden  können.  Ob  unsere  Formel  nur  eine  Annäherung 
darstellt,  die,  wie  die  übrigen  Serienformeln,  mit  wachsendem 
Atomgewicht  schlechter  wird,  muss  dahingestellt  bleiben. 
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Bei  Cs  haben  wir  die  Miiglichkeit,  das  Nichtvorhandensein  der 
Linie  in  =  3  der  Bergmannschen  Serie  zu  konstatieren.  Moll 
findet  für  die  Linie  i,oi  u-,  die  der  Ordnun-szald  4  entspricht,  die 
Intensität  r)o.  Die  Linie  /»  =  .5,  für  die  man  A=2,29  und  2,24 
berechnet,  sollte  intensiver  sein.  Zwischen  iaund4,5;j.  hat  Moll 
ausserhalb  der  schon  bekannten  Serienlinien  nur  4  ganz  schwache 
Linien  (Int.  5  bis  10):  1,75,  2,08,  2,4.,  3,97,  wovon  die  zwei 
letzten  anderen  Korabinationen  angehören.  Die  Linie  m  =  3  fehlt 
also  sicher,  m  =  4  ist  die  Fundamentallinie,  wie  wir  schon  mehr- 
fach geschlossen  haben. 

Wie  bei  Rb  erhalten  wir  noch  aus  (3,/?/, -/)  —  (3,  r/,  o,  .esp. 
_(3,^'.  0')  die  Wellenlängen  1,3591,  1.3748  (Hauptlinien); 
1,39.30  (Satellit).  Die  erste  fällt  zusammen  mit  einer  Linie  der 
ersten  Nebenserie  (B.  1,3597),  die  zweite  hat  B.  bei  1,377  beob- 
achtet, der  Satellit  ist,  wegen  zu  geringer  Intensität,  nicht  beob- 
achtet. Die  Kombination  -  3, />/,  w)  -  (4,  ^/,  S)  resp.  (4,5/'.  S') 
entspricht  einer  Linie  von  sehr  grossem  A;  aber  (3,/;, ,-,)  —  (o,  c?,S) 
ergibt  A  =  2,425  (Moll  2,41,  schwach);  die  zwei  anderen, 
schwächeren  Linien  sind  nicht  beobachtet. 

Es  folgt  aus  (4, />,-/>..-. -'ä)  —  (^'/^' -/^^' "'""'^'''^"^•''Ö^^ 
(Moll  3,97). 

Es  bleiben  zwei  sehr  schwache  Linien,  1,74,  2,08,  und  eine 
Linie  von  Ramage,  5209,  die  Ronen  und  Hagenbach  nicht  finden 
konnten  und  daher  als  Verunreinigung  betrachten. 

(^,  5^ ,,,  ,3.)  _  ^3,  r/,  0)  gibt  A  =  6900  angenähert,  welches  vielleicht 
wegen  ungünstiger  Lage  nicht  beobachtet  ist. 


Kupfer. 

Die  Grenzen  fiir  die  Nebenserie  von  Cu  sind  nicht  sehr  genau 
bestimmbar,  weil  nur  wenig  Glieder  beobachtet  sind  ;  man  beredi- 
net  3  .  523,3  und  3 .  77  1 ,8,  p-,  -/>.  =  0,00740,  wobei  tt,  -  -..  -  o 
oesetzt  ist,  was  angenähert  erlaubt  sein  dürfte.  Die  Kombinationen 
(2./>/,  -,)  -  (4,/>.  -/>.•  -.  --^)  ergeben  bis  auf  einige  Hundertstel 
\-E  das  schwache,  nach  Violett  abschattierte  Paar  401  5,8,  4o56.8. 
oenau  wie  bei  Na.  H.ihere  Glieder  der  Serie  sind  nicht  gefunden. 
Bei  Tl  ist  auch  ein  solches  Paar  beobachtet;   hier  kann  allerdings 
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t:,  — ~2  ^  o  nur  eine  sehr  rohe  Annäherung  sein,  so  dass  man  das 
Paar  mit  einem  Fehler  von  20  Ijis  3o  A.-E.  erhält. 

Die  Hauptserie  von  Cu  ist  ihrem  Verlauf  nach  nicht  bekannt, 
und  Beobachtungen  im  Infrarot  liegen  nicht  vor.  Es  ist  dies  daher 
die  einzige  Kombination,  die  wir  zu  berücksichtigen  haben,  mit 
Ausnahme  von  ( i  ,5,  s,  7)  —  1 3,  c/,  0),  welche  fehlt. 

Helium. 

Im  Spektrum  von  He  fanden  Runge  und  Paschen  (')  nur  eine 
einzige  Linie,  die  ausserhalb  der  Serien  blieb,  8809, '>.'a,  und  die 
sie  infolgedessen  einer  \  erunreinigung  durch  ein  unbekanntes 
Gas  zuschrieben.  Sie  gehört  aber  zum  System  der  Doppellinien 
von  He,  und  entspricht  der  Kombination  (i,;^.^,?)  —  (3,c/,  0),  die 
sich  schreiben  lässt 

[(1.5.  S,  7)  —  (2,/>M  -/)]  -f-  [(-2,/?/,  TT,)  —  Ci,  d,  0)], 

ihre  Wellenzahl  ist  also  gleich  der  Summe  der  Wellenzahlen  der 
Grundlinien  der  Hauptserie  und  der  ersten  Nebenserie,  wobei  in 
beiden  Serien  die  stärkere,  oder  in  beiden  die  schwächere  Kom- 
ponente zu  nehmen  ist.  Herr  Paschen  hat  mir  das  Ergebnis  einer 
genauen  Messung  der  infraroten  He-Linien  freundlichst  mitgeteilt ; 
die  stärkere  Komponente  der  Grundlinie  der  Hauptserie  ist  da- 
nach ).  =  io83o,44  — 0,2  ;  die  Grundlinie  der  ersten  Nebenserie 
ist  58-5,870;  die  Wellenzahlen  im  Vakuum  9280,73  und  17014,13 
ergeben  als  Summe  2(3244,86,  während  beobachtet  ist  26244^78 ; 
der  Fehler,  0,01 5  A.-E.,  bleibt  innerhalb  der  Fehlergrenzen. 
Damit  ist,  wie  ich  glaulje,  die  Existenz  dieser  Kombination  bei  He 
über  jeden  Zweifel  erhoben.  Die  entsprechende  Linie  5o42,26 
für  das  System  einfacher  Linien  scheint  dagegen  nicht  zu  exis- 
tieren. 

Berechnet  man  auch  hier  die  Linie  (3,  <i,  0)  — (4,/?, — /»o,:!, — 7C2) 
für  das  System  der  Doppellinien  von  He,  so  ergibt  sich  A=  1 8680  ; 
dabei  ist  /), — />2  ^ — o,oooo3  und  kann  ebensogut  =  o  gesetzt 
werden.   Bei  den  einfachen  Linien,  als  sehr  enge  Paare  aufgefasst, 

(')  C.  Runge  und  F.  Paschen,  Astrophys.  Journ.,  t.  III,  Jan.  1896,  p.  i5. 
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T      f.ii     ,.        n     TT  — T,   üleicli    Null   ZU    setzen;    es   wird 
wäre  ebentaUs  />i — pa, '^y       '--^   s^^"-  .  . 

}.=  ,868n  Bei  18687, 5±:o,5  findet  Herr  Paschen  eine  Linie, 
von  der  skh  bis  jetzt  nicht  entscheiden  Hess,  ob  sie  doppelt  sei; 
dann  müssle  i8(38o  erheblich  schwächer  sein.  Weitere  Linien 
sind  vorläufig  bei  He  nicht  gefunden. 

Die  Erclalkalien. 

Bei    den  Erdalkalien    treten    bekanntlich    neben   den  Trlpletts 
starke  Paare  auf  mit  konstanten  Differenzen  v',  die  ungefähr  das 
Doppelte  der  grösseren  Differenz  v.  betragen.  Wie  Rydberg  ver- 
mutete, und   Runge   und    Paschen   durch    die    magnetische    Zer- 
leoung  der  Linien   bestätigt  haben,  gehören  dieselben  zu  Serien, 
welche  den  Serien  von  Paaren  der  Alkalien  durchaus  entsprechen. 
Da  nun  das  erste  Glied  der  Hauptserie  auch  als  erstes  Glied  der 
zweiten  Nebenserie  gelten  muss,  so  kennt  man  von  letzterer  je 
zwei  Glieder;  in  den  ultravioletten  Funkenspektren  von  Ca  Sr    Ba 
findet  sich  das  nächste  Glied,  so  dass  die  Serie  berechnet  und  die 
Grenzen,  wenn  auch  nicht  sehr  genau,  angegeben  werden  können. 
Fine  Rontrolle  dafür,  dass  das  ultraviolette  Paar  (bei  Sr,  Ba  exis- 
tiert nur  ein  einziges)  wirklich  zur  zweiten  Nebensene  gehört 
lieot   in  den  so    berechneten   Konstanten    der  Formel,    die    sich 
untereinander  und  den  Konstanten  bekannter  Serien  anschliessen, 
während  dies  bei  wesentlich  veränderter  Lage  des  dritten  Paares 
nicht   der  Fall  wäre.    Eine   direkte  Bestätigung  im  magnetischen 
Feld  oder  durch  Auffmdung  der  folgenden  Paare  wäre  allerdings 

erwünscht.  .  ^^j  ,, 

Die  zur  zweiten  Nebenserie  gehörenden  Paare  mit  ihren  Wellen- 
zahlen im  Vakuum  sind  durchdie  Tabelle  gegeben  (^eite  ibo). 

Man  berechnet  bei  Ca,  Sr,  Ba  für  die  Grenzen  A  und  A  und  die 
Konstanten  5,  o-: 


Ca 


Sr 


Ba 


A=      6o4'23,i,  A'=       60646,0, 

5=:_ü,9o533,  C7    =-+-0,62397; 

A=      55028,7,  A'=      5583o,o, 

5  =  — 0,85464,  ^    =  +  0,66488; 

A=       499-^5,8,  A'=       5i6i6,3, 

s=  — 0,76651,  CT  =-+-0,72693. 


i6o 


OEUVRES    DE    WALTHER    RITZ. 


Ordnungszahlen. 

1, 

2, 

5 

3,5 

), 

•/ 

/ 

■' 

>, 

V 

Mg..  .. 

2795,63 
2802,80 

35759,8 
35668.3 

2930,61 
2928,74 

34043,1 

3',. 34, 6 

- 

■/ =   qi,5 

Ca..  .. 

3933,83 
3968,33 

254 1 3, '1 
25190,6 

3737,08 
3706,18 

26751 ,5 
26974,5 

2208,95 

2ig8,o3 

(•) 

45256,6 
45481,5 

v'=::  222,0 

Sr.  ... 

4ü77,88 
4215,66 

245x5,7 
23714,5 

43o5,6o 
4161,95 

23219,2 
24020,5 

247. ,75 
2423,75 

C-) 

0 

40445 , 2 
41246,2 

v'=  801,3 

Ba 

4554,21 

:  4934,24 

,  38i4,58 
1   4682,36 
1 

21951,7 
20261 ,1 

4900, i3 
4520,19 

2o4o2,0 
22092,4 

2771 ,5i 
2647,4, 

36071 ,0 
37761,8 

•/  :=  1690,5 

Ra 

26207,9 
2i35o,9 

58i3,85 
4533,33 

17195,6 
22052,8 

— 

v-  =  4857,1 

1 

Setzt  man  wieder  in  erster  Annäherung  tti — 7:0  =- o,  so  ergibt 
sich  daraus  für  p^ — />i  :  Ca  0,002.47,  Sr  o^oioi-,  Ba  0,02448, 
während  in  den  Tripletlserien  für/^o — Pi  sich  findet :  Ca  0,00279, 
Sr  0,01  184,  Ba?  Sie  unterscheiden  sich  um  etwa  i5  Proz.  von  den 
ersteren,  während  die  konstanten  Differenzen  etwa  doppelt  so 
gross  sind.  In  der  exakten  Formel,  und  ohne  die  Vernachläs- 
sigung von  -|  — -o,  dürfte  also  wohl  dieselbe  Konstante  für  beide 
Differenzen  massgebend  sein. 

Auch  die  zwei  Satelliten  von  Ca,  Sr  bilden  mit  der  Hauptserie 
Tripletts,  für  deren  Abstand  die  Grössen  d — d\  d' — d"  mass- 
gebend sind.  Man  findet,  indem  man  0  —  o'  =  o,  0'  —  0' =  o  setzt, 
aus  dem  ersten  Glied  m:=3  der  ersten  Xebenserie  : 

I.   dass  d — d'  bei  den  Serien  von  Doppellinien  und  bei  den 


(')  Nach  Eder  und  Valenta,  Beiträge  zur  PhoCochemie  und  Spektralana- 
lyse :  Das  Funkenspektrum  von  Ca.  Wien,  1904.  Dieses  Paar  ist  schon  von 
liydberg  bemerkt  worden. 

(2)  Nach  ExNER  und  Hasciiek,  Wellenlängentabellen  {Funkenspektren).  Leip- 
zig, 1904. 

(')  .Nach  Kayser  und  Runge;  auch  E.  und  \\.  führen  die  Linien  im  Funken 
Spektrum. 
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Tripletts  angenähert  übereinslimmen.  (Null  bei  Mg,  0,000-  bei 
Ga-Tripletts,  0,0006  bei  den  Dubletts,  o,oo335  bei  den  Sr-Tri- 
pletts,  0,00339  ^^^  ^^^"^  Dubletts.) 

2.  Bei  Ca,  Sr  haben  Fovvler  (<)  und  Saunders  (-)  Serien 
engerer  Tripletts  gefunden  mit  den  konstanten  Differenzen  2r.2, 
i3,6  bei  Ca;  100, 3,  09,8  bei  Sr.  Berechnet  man  aus  deren  Gren- 
zen die  entsprechenden  p,  ~ pi-,  so  erhält  man  wieder  0,000- 
bei  Ca,  o,oo362  bei  Sr,  Null  bei  Mg.  Wieder  wird  man  zum 
Schluss  gedrängt,  dass  eine  und  dieselbe  Konstante,  also  eine  und 
dieselbe  Ursache,  diesen  Differenzen  zugrunde  liegt.  Die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Schwingungszahlen  variieren  da- 
gegen sehr  stark  :  der  Übergang  zu  den  Konstanten  unserer, 
wenn  auch  unvollkommenen  Formel  Iningl  also  entschieden 
Gewinn. 

Bei  den  Elementen  der  zweiten  Mendelejeffschen  Kolonne 
fehlt  die  Hauptserie,  und  zwar  sollte  das  als  Grundlinie  der  zweiten 
Nebenserie  extrapolierte  Triplett,  welches  zugleich  Grundlinie  der 
Hauptserie  ist,  nach  meinen  Rechnungen  ('*  j  bei  Mg,  Ca,  Sr  nicht 
sehr  weit  ins  Ultraviolett  fallen  ;  es  miisste  grosse  Intensität  be- 
sitzen, und  die  Differenzen  v,,  Vg  in  umgekehrter  Reihenfolge  auf- 
weisen. Bei  keinem  dieser  Elemente  existiert  aber  ein  Triplett  von 
solcher  Beschaflfenheit ;  man  kommt  also  zum  Schluss,  dass  bei  den 
von  mir  nach  der  willkürlichen  Festsetzung  (5)-<o,5  gewählten 
Ordnungszahlen  die  Grundzahl  für  das  Symbol  (m,5,c7)  bei  die- 
sen Elementen  2,5  ist.  Da  jedoch  bei  andern  Elementen  i,5  die 
Grundzahl  ist,  dürfte  es  empfehlenswert  sein,  die  Ordnungszahlen 
in  der  zweiten  Nebenserie  der  Erdalkalien  um  eine  Einheit  zu 
erniedrigen.  Man  erzielt  dadurch  auch  den  Vorteil,  dass — c-/.v, 
welches  bei  den  Alkalien  nur  zwischen  0,42  und  0,349  schwankte, 
auch  bei  den  Erdalkalien  angenähert  konstant  bleibt,  nämlich  : 

Mg  0,340,  Ca  0,421,  Sr  0,455,  Zn  0,3-26,  Cd  o,362.  Hg o, 368 
und  analog  Tl  o,3^^. 

Demnach  wäre  das  Triplett  2,5  der  zweiten  Nebenserie,  nach 


(')  FowLER,  Astrophys.  Journ.,  t.  XXI,  1905,  p.  81. 
(-)  Saunders,  ibid.,  p.  19.5. 

(')  W.  Ritz,  Inaug.-Dissert.,  Auszug,  Ann.  d.  Phys.,  t.  XII,  1908,  p.  3(.2  ff. 
CEuvres,  I,  p.  67  fT. 
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der  Numerierung  meiner  Inaug. -Dissertation,  Grundlinie  der 
Hauptserie  bei  diesen  Elementen,  und  dieselbe  würde  weiter  im 
Ultrarot  und  Rot  verlaufen. 


Göttingen,  Juni    1908. 


Autoreferat  ('). 


Während  die  bisher  bekannten  Gesetze  der  Serienspektren 
die  Linien  einei'  Serie  untereinander  verknüpfen  (vom  Gesetze 
der  konstanten  Differenzen  der  Wellenzahlen  abgesehen),  wird  hier 
sezeiat.  dass  auch  zwischen  verschiedenen  Serien  eines  Elements 
einfache  Beziehungen  bestehen  :  durch  additive  oder  subsiraktive 
Kombination,  sei  es  der  Serienformeln  selbst,  sei  es  der  in  die- 
selben eingehenden  Konstanten,  werden  neue  Formeln  gebildet, 
die  die  in  den  letzten  Jahren  von  Lenard  u.  a.  entdeckten  neuen 
Linien  der  Alkalien  vollständig  aus  den  früher  bekannten  zu  be- 
rechnen gestatten,  und  auch  bei  andern  Elementen,  insbesondere 
He,  weitgehende  Anwendungen  zulassen.  Die  von  Rydberg 
schon  ausgesprochene  [fypothese,  dass  die  Serienformeln  mit  zwei 
willkürlichen  ganzen  Zahlen  zu  schreiben  seien,  wird  aus  Mes- 
sungen  von  F.   Paschen   u.  a.    bestätigt  :    so   besitzt  Wasserstoff 


neben  der    bekannten    Serie  ^:=N  (— -]    noch    die    Serie 

A  \2-  in-/ 

l-z=z^i-^ —\,  USW.    (wobei  N  ein    numerischer    F'aktor   ist). 

Endlich  wird  gezeigt,  dass  für  die  willkürliche  ganze  Zahl  m  zwar 
keine  obere,  wohl  aber  eine  gewisse  untere  Grenze  existiert,  und 
dass  die  Konstanten  der  Formeln  nahe  Beziehungen  zu  den  Atom- 
gewichten zeigen.  Es  ergibt  sich  eine  neue  Ansicht  überdie  Kon- 
stitution der  sog.  Spektren  zweiter  Art. 

(')  Compte  rendu  par  l'auleur  lui-meme,  trouve  dans  ses  papiers  et  de  desti- 
nalion  inconnue. 


ON  A 

NEW  LAW  OF   SERIES   SPECTRA. 


Astropliysical  Journal,  Vol.  XXVIII,  No.  3,  October  1908, 
p.  '237-243. 


This  communication  Is  intended  to  show  how  we  may  derive  from 
the  known  spectral  series  of  an  element,  new  series  which  represent 
accuratelj,  vvithout  the  iiiclusion  ofany  new  constant,  nearly  all  of 
the  series  and  lines  recently  discovered  by  Lenard,  Ronen,  Hagen- 
bach, Saunders,  Moll,  Ramage,  and  Bergmann.  The  new  principle 
ofcombination  also  finds  application  to  olher  spectra,  parlicularly 
to  heliumand  the  earth  alkalies.  Closer  relationships  to  the  atomic 
weight  than  have  been  known  hitherto  are  also  furnished. 

In  its  most  convenient  form,  the  series  formula  proposed  by 
me  reads  ( '  j : 

where  v  is  the  wave-number  referred  to  vaeuum,  N  is  a  universal 
constant,  ni  the  niuneral,  and  A  the  limit  of  the  series;  a  and  ^ 
areconstants.  For  small  valuesof /?t,  V  may  become  negative,  which 
must  be  taken  into  account  in  the  term  |^(A  —  v).  The  constants  a 
and  [3  characterize  the  course  of  the  series  :  they  are  identical 
for  two  series  with  constant  differences. 


(')  Inaug.-Diss.   Auszug,  Ann.  der  Physik,  t.  \II,  igoS,  p.  264;  OEuvres,  I, 
p.  I. 
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We  also  have  approximatelj 

(2)  V  =  A- 

We  II se  for  abbrevialion 

(3)  m,a,  ß 


('"^'-^j 


N 


[m-+-a+  l^{\-v)Y 


Let  the  constants  a  and  ,3  have  the  values  d  and  o  for  ihe  pairs 
of  the  first  subordinate  series  for  instance  ("difluse  series"  accor- 
ding  to  Rjdberg's  nolation);  for  the  second  subordinate  series 
(Rjdberg's  "sharp  series")  let  the  values  be  5,  o-;  for  the  principal 
series,  let  the  values  be  /?, ,  t:,  ,  and  p.,,  "r.^  ;  for  tlie  alkalies  -,  =  -2 
verj  approximatelj  ( ' ). 

If  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  a  different  sei  of 
values,  d' ,  0',  applies  to  the  second  principal  line,  where  again 
ö  =  0',  approximately. 

The  Statement  of  ihree  series  may  „lOw  be  wrilten  (loc.  cit.y 
p.  291)  :  Principal  series  : 

zh  V  =  (1,5,  5,  <t)  —  ( m,  pi,  TT/)         (i  =  I,  2;  m  =  2,  3,  4,  •  •  •  i/^i  >  /'s  )• 

Second  subordinate  series: 

±  V  =  (1,  p,-,  -i)  —  (m,  5,  er)         (j  =  I,  2;  m  =  1,5;   2,5;   3,5,  .  .  .)• 

First  subordinate  series: 

(2,/?/,-/)  —  (m,d,  0)      (m  =  3,4,  5...J  (first  principal  line  and  satellile). 
{2. p,,r.i)—  (m.d' ,0')     (/?i  =  3,4,5...)  (second  principal  line). 

The  constant  Separation  of  the  doublet  is  v,  =  ( 2, />, , -,)  — 
(2,/>2,  ~-2)-  On  the  basis  of  the  observed  data  now  available,  the 
following  points  may  be  shown  ( -)  : 

1.  In  the  equation  of  a  principal  series,  if  we  replace  i,5  hy  the 
iarger  numbers  2,5;  3,5,  .  .  .;  and  in  the  equation  of  a  subor- 
dinate series.  if  we  replace  2  by  the  Iarger  numbers  3,  4,  5,  •••, 


(')  Loc.  cit.,  p.  291;  OEitvres,  1,  p.  32. 

(-)  The  reader  will  find  fiirlher  particuiars  in  a  puper  lo  appear  presenlly  in  ihe 
Physikalische  Zeitschrift.  OEuvres,  IX,  p.  i4i. 
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new  llnes  will  result  which  have  been  observed  in  manj-  cases. 
This  was  alreadj  suspected  by  Rydberg. 

2.  For  every  symbol  (/?e,  a,  ~i>)  there  exists  a  minimum  number 
m  (namely,  3  for  the  first  subordinate  series;  i,5  for  the  second 
subordinate  series,  aecording  to  the  notalion  of  my  dissertalion 
already  cited),  which  is  a  fundamental  number :  if  \ve  assign  still 
smaller  vakies  lo  m,  \\e  should  expect  a  stronger  line,  but  in  prac- 
lice  this  Hne  has  not  been  observed.  I  have  already  sho\vn(*)  that 
in  no  spectrum  does  an  actual  line  correspond  to  the  numeral  n  =  2 
of  the  first  subordinate  series,  in  so  hr  as  the  observations  are 
adequate  on  this  point. 

3.  If  we  form  from  these  Symbols  the  new  combination 
(i,5,  5,  (j)  —  (3,  d^  ö)  we  obtain  new  lines  which  have  been  ob- 
served in  Gase  of  He,  K,  Rh,  l)ut  which  are  lacking  in  Na  and  Li 
thus  far;  for  the  earth  alkaHes  they  fall  in  the  infra-red.  The  cal- 
culated  value  for  He  is  v  =  26244,86,  the  observed  value  is 
26244,78. 

i.  In  case  of  Li  and  Na,  there  has  been  also  observed  the 
combination  (2,  /?,,  t:,)  —  (m,  />,,  -,);  (2,/?^,  t:^)  —  (m,  p-i,  -j)  ; 
7;?  =  3,4,  .... 

o.  If  we  form  (3,  d,  0)  —  (m,  pi  —  p^,  tt,  —  -o) ;  m  =  4»  5,  .  .  .  . 
then  we  get  the  infra-red  series  found  by  Bergmann  (-)  for  K,  Rb, 
Cs,  and  the  corresponding  bnes  for  Li,  Na,  He,  which  were  un- 
known. 

For  Rb  and  Cs,  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  so 
that  we  have  further  a  second  series  (3,  r/',  0')  —  (m,  p, — /Jo, 
■ji,  —  -.,),  which  runs  along  in  the  neighborhood  of  tlie  first,  and 
has  a  constant  difference  with  respect  to  this,  as  was  observed  by 
Bergmann,  and  even  earlier  by  Saunders  in  case  of  Cs,  while  for 
Rb  the  lines  could  not  be  separated.  The  fundamental  number 
for  this  newlv  formed  symbol  (m,  /?,  — p-y,  '^\  — ~-i)  is  m  =  4- 

(].    The  foUowing  combinations  also  exist: 

{i,pi,  T.i)  —  (m,pi — /)-2,  ~i —  "2)         (i  —  i,i;  m  =  ^,  5,  . . .). 
The  pair  shading  toward  the  violet  of  Na,  the  corresponding  pair 


(')  OEiwres,  VII,  p.  98,  et  VIII,  p.  137. 

C^)  Inaug.-Diss.,  Jena,  1907;  also  C.  Runge,  Physik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  i. 
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üf  Cn,   and   the  series  of  lines  which  have  been  found  in  Li  and 
Na,  bj  Lenard,  Konen  and  Hagenbaeh,  belong  bere. 

i^,Pi  —  P->,-\  —  T.<,)  —  im,  p^—  pi,^:^—-^). 

7.  Exlended  investigations,  such  as  exist  for  the  alkalies,  are 
lacking  for  the  earth-alkalies  in  the  infra-red  region;  and  the  prin- 
cipal  series  have  not  been  observed,  showing  that  tlie  test  of  the 
principle  of  combination,  in  the  sense  hitherto  used,  cannot  be 
made  at  present.  The  following  circumstances,  however,  indicate 
that  it  is  also  valid  here :  in  the  first  subordinate  series  of  the  series 
of  triplets,  with  Ivvo  satelh'tes,  \ve  have  to  introduce  the  nevv  Sym- 
bols (/??, /?3,  TTs),  (/?i,  d\  o")  with/?,  >/?o>»/)3.  In  the  first  appro- 
ximation  we  maj  neglect  tT)  —  tto,  ~2 —  ~?,^  and  compute  /?,  — /^a, 
Pi — P^i  fiom  the  limits  of  the  subordinate  series,  in  spite  of  the 
fact  that  the  principal  series  have  not  been  observed  ;  /?,  — />2  will 
be  about  twice  as  large  as  yOa — p^i  and  the  two  difTerences  of  the 
Vibration  nuniber  (designated  by  Rydberg  as  v,  and  Vo)  are 

Vi=  (2,/>2,  -2)  —  (2,/?i,7:i),  V2=  (2,p3,  Ts  )  —  (  2, /?2,  TTo  )• 

There  frequently  occur  double  lines,  with  the  distance  v,,  and 
tripletswith  the  distance  v,,  Vo,  outside  of  the  series.  This  is  to  be 
expected  on  the  principle  of  combination  only,  and  only  when 
{2,  Pi,  TZi)  are  associated  with  any  quantity  (/n,  a,  ß).  These  dou- 
blets  and  triplets  must  therefore  belong  to  series  which  end  at  the 
same  point  (2,  />/,  r:,)  as  the  subordinate  series  already  known, 
but  of  which  only  a  few  terms  of  sufficient  intensity  are  to  be 
perceived. 

It  was  further  possible  to  find  the  equation  of  the  second  sub- 
ordinate series  for  the  strong  ultra-violet  pairs  for  Ca,  Sr,  Ba,  for 
which  the  difference  of  the  vibration-numbers  v'  is  to  be  twice  as 
large  as  v, ,  and  from  the  elements  of  ihese  double  lines  to  form  the 
corresponding  difTerences  of  the  cönstants  /),  on  the  assumption 
that  73,  —  7:0=^0.  The  distance  dift'ers  from  that  of  the  series  of 
triplets  by  only  about  i  5  per  cent. ;  in  the  same  exact  computation, 
the  two  quantities  would  probably  become  equal  to  each  other, 
which  would  correspond  to  the  principle  of  combination. 

Finally,  subordinate  series  of  close  triplets  have  recenlly  been 
found  for  Ca  and  Sr,  by  Fowler  and  by  Saunders,  from  the  limits 
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ofwhicli  agaiii  ihe  differences /?', — />2>/?2 — P'z->  ^^^  ^^  formed. 
Wilhin  ihe  limits  of  accuracy  of  these,  it  appears  that  ihey  are  tlie 
same  as  those  computed  from  ihe  satellites  and  principal  liaes  of 
the  firsl  siibordinate  series  d  —  d\  d' — d'\  so  that  a  new  combina- 

lion  exisls  here.  ^^ 

It  further  appears  of  advantage,  in  respect  to  the  relations  willi 
the  atomic  weight,  to  introduce  the  constants  of  the  formula  in 
place  of  the  uave-numbers,  in  spite  of  the  fact  that  this  can  only 
be  regarded  as  an  approxiniation.  It  is  well  known,  for  instance, 
that  the  quotient  of  v,  and  the  Square  of  the  atomic  weight  a  does 
not  varj  much  wilhin  a  group  of  chemicallj  related  elements;  but 
on  the  contrary  it  varies  greatly  from  group  to  group,  from  3i,6 

for  Cs.  to    18-,  o  for  Tl.   We   introduce  ^-^ — -^  in  place  of -^  and 

,,.2  r  j^- 

the  Variation  becomes  much  less. 

The  discrepancies  which  still  remain  are  probably  due  in  part 
to  the  incompleteness  of  the  series  formulae,  but  particularly  to  the 
neglect  of  tü)  —  -o,  which  certainly  is  not  admissible  in  the  case  ot 
AI,  In,  and  Tl.  A  knowledge  of  the  principal  series  of  these  ele- 
ments would  enable  us  to  decide  about  ihis. 


ELEMENT  0. 

Na. 

K. 

Rb. 

Cs. 

Cu. 

Ag. 

Mg. 

Ca. 

Sr. 

Zn. 

Cd. 

Hg. 

AI. 

In. 

Ti. 

He. 

V,  10^ 

37.8 
'8,9 

02,3 
18.0 

3i,G 
18.(1 

61.8 
18.6 

79if 
2',. 2 

68,8 

66,1 

.5i  ,5 

i5 ,7 

17,2 

93,2 
18,6 

ii5,4 

22,3 

1.12,8 

24,8 

172, 1 
29,2 

1^7,0 
3  2 . 7 

63,-8 
20,4 

'  '  )  Accnrdiii!,'  1^)   llie   siimniary  b)  Kjilheii:,    Rapport.'!  du  Con^res  de  l'hysique.  1.   11.   Paris,  1901.1. 

It  is  known  thal  witli  increasing  atomic  weight  the  series  fall  otV 
with  increasing  rapidity,  so  that  only  those  lines  are  observed 
which  corresporid  to  the  lowest  numbers  of  the  order.  At  the  same 
time  the  number  of  the  different  series  increases  (even  Mg  shows 
series  of  double  lines  and  of  simple  lines  in  addition  to  the  series 
of  triplets)  and  the  number  of  combinations  increases.  Thiis  we 
fiiiallv  reach  a  spectrum  in  which  we  may  perceive  a  large  number 
of  characteristic  constant  dillerences,  but  no  series.    It  seems  to 
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nie  very  probable  that  ihe  so-called  spectra  of  tlie  second  class 
Avhicli  exhibit  tliis  behavior  are  spectra  wilh  very  many  combina- 
lions  and  with  \  ery  sliglitly  developed  series. 

Tlie  computatiou  of  a  quanlity  (m,  a,  jj)  assumes  a  knowledge 
of  the  elements  of  a  series  in  tlie  formula  of  which  it  enters.  This 
Clements  may  be  determined  with  greataccuracy,  except  when  only 
a  few  diffuse  lines  are  observed;  it  is  also  somewhat  independent 
of  the  outstanding  uncertainty  as  to  the  exact  lorm  of  the  eqiiation 
of  the  series.  In  the  cases  ciled  under(i),  (3),  (4),  we  have  indeed 
to  rompute  exclusiNely  dilFerences  and  sums  of  observed  wave- 
numbers;  the  accur;icy  is  naturally  still  greater  here.  But  on  the 
other  band  the  conslants  entering  into  the  symbol  (/?«, />, — /?2. 
t:,  — T^a)  may  be  varied  by  20  per  cent.  without  making  the  ditler- 
ence  between  computation  and  Observation  much  worse.  On 
aecount  of  their  smallness  the  influence  of  the  constants  /?(  — /?o. 
7^1  — ~25  is  relatively  slight  compared  to  that  of  //?,  and  the  series 
run  along  nearly  parallel  with  Bahners  series,  particularly  for  Li, 
Na,  and  He;  for  greater  atomic  weight  the  obser\ations  are  hitherto 
too  inaccurate  to  gi\  e  us  any  cerlainty  on  this  point. 

In  a  paper  which  recently  appeared  (')  I  have  shown  that  we  may 
cite  Systems  of  the  simplest  sort  of  which  the  energy  is  purely 
electro-magnetic  and  which  observe  Balmer's  formula,  the  laws  of 
series  and  the  analogous  Zeeman  eff'ect,  etc.  The  Vibration 


is  produeed  by  ih'^  niagnetic  field  of  m  —  2  elementary  magnets 
turned  toward  eacli  olher,  which  are  identical  among  themselves  : 
in  addition  to  this  niagnetic  series  the  electron  is  subject  to  only 
rigid  combinations.  Similar  facts  hold  good  for  other  spectra. 
Higher  numbers  of  the  order  ihus  correspond  in  a  certain  degree 
withliigher  niagnetic  polymerizations,  which  constantlybecomeless 
Stahle,  so  that  the  lines  become  broaderwithan  increasingnumber 
of  the  Order,  and  also  become  constantly  weaker.  Violent  motions, 
such  as  occur  in  a  electric  spark,  are  also  unfavorable  to  stability. 


(')  MagnetiscJi"  Atoinfelder  und  Strlenspehtren  {(Xuvres,  VII,  p.  98). 
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wlience  llie  series  in  the  spark  cease  at  lower  numhers  of  ihe  order 
than  in  llie  arc. 

The  mngnetic  field  in  an  aloni  may  be  regarded  in  all  spectra  as 
produced  bv  two  poles  of  op])Osile  sign,  whicli  separately  niaj 
occLipy  dillerent  posilions  in  tbe  atom.  In  case  of  liydrogen,  ihese 
points  lie  al  eqnal  dislances  on  a  straigbt  line.  It  would  appear 
tliat  vvemajmore  generaüy  State  the  principle  thal  the  simple  lines 
refer  to  or  depend  upon  the  positions  of  these  poles  in  the  atom. 
In  (/n,  a.  ß)  —  {n,  a',  ß')  each  of  the  terms  represents  the  influence 
of  one  pole;  and,  as  we  have  shown  before,  the  possible  positions 
of  the  separate  poles  perinit  the  most  varied  combinations  of  the 
poles  in  pairs. 

As  to  a  cortain  minimum  prescribed  in  the  number  of  the  order 
m — which  occiirs  in  the  case  of  no  known  processes  of  Vibration — 
this  mode  of  representation  only  affirms  that  the  magnet  poles  are 
held  bv  the  structure  of  the  atom  at  a  certain  minimum  distance 
from  the  electron  vibrating  within  an  atom,  an  idea  which  is  quite 
plausible. 

Göltingen,  June  190S. 


XI. 

LES   SPECTRES  DE   EIGNES 

ET 

LA  CONSTITUTION  DES   ATOMES. 


Revue  generale  des  Sciences,  20'  annee,   1909,  p.    171-175. 


I.  —  Generalites.  Nouvelles  lois  empiriques. 

La  nature  des  atomes  et  des  forces  moleculaires  nous  est,  on  le 
sait,  bien  peu  connue,  malgre  les  efforts  toujours  renouveles  des 
chercheurs;  la  grande  difTiculte  du  probleme  vienl,  en  effet,  de  ce 
que  ce  ne  sont  pas,  en  regle  generale,  les  proprietes  des  atomes, 
mais  des  moyennes  compliquees,  dependant  de  lagltation  molecu- 
laire  et  des  conditions  exterieures,  qui  fönt  Fobjet  de  nos  percep- 
tions.  Pourtant  il  est,  ä  cette  regle,  une  exception  importante  :  les 
spectres  des  corps  simples  nous  renseignent  d'une  facon  immediale 
sur  les  modes  de  Vibration  des  atomes,  car  la  position  des  raies 
dans  le  spectre  est  ä  peu  pres  completement  independante  soit  de 
la  temperature,  soit  des  conditions  exterieures,  et  meme  des  aclions 
des  molecules  les  unes  sur  les  autres.  Evidemment,  s'il  elait  pos- 
sible  de  conclure  des  \ibralions  des  charges  electriques  de  l'atome 
aux  forces  qui  les  produisent  et  ä  la  disposilion  ou  au  mouvement 
des  charges  elles-memes,  le  probleme  serait  resolu  ;  la  precision 
extreme  des  mesures  spectrales  nous  fournit  donc,  surcesujet,  des 
documents  nombreux  et  precieux,  ecrits  malheureusement  en  des 
bierogljphes  que  nous  ne  savons  pas  dechiflVer.  Pourtant,  quelques 


XI.    —    LES   SPECTRES    DE    LIGNES    ET    LA    CONSTITUTION    DES   ATOMES.        I7I 

resultats  ont  ele  obtenus  dans  celte  voie,  gräce  ä  la  remarquable 
simplicite  de  quelques-unes  des  lois  empiriques  relianl  entre  alles 
les  longLieurs  d'onde  d'un  spectre.  On  va  voir  que  Ic  probleme 
'comporle,  en  effet,  poiir  Thydrogene  du  moins,  une  Solution  Iris 
simple,  qui  s'accorde  parfaitement  avec  les  vues  generales  sur  la 
Constitution  des  atomes  au^iqueJles  ont  mene  les  dernieres  decou- 

verles. 

Rappeions  la  formule  remarquable,  decouverte  par  Bahner,  qui 
relie  enlre  elles  les  longueurs  d'onde  A  des  raies  du  spectre  de 
l'hydrogene.  Elle  peut  s'ecrire,  en  designant  par  N  une  certaine 
conslante : 

En  donnant  successivement  ä  m  les  valeurs  3,  4,  5,  ...,  ^2,  on 
obtienl  exaclement  les  longueurs  d'onde  de  toutes  les  raies  de  l'hy- 
drogene.  L'erreur,   si  eile  existe,   semble  etre  inferieure  au  cent- 

millieme. 

Pickering  a  decouvert,  dans  certaines  etoiles  oü  riiydrogene 
predomine,  une  seconde  serie  de  lignes,  que  nous  ne  savons  pas 
encore  produire  au  lahoratoire,  et  qui  sont  donnees  par  la  for- 
mule : 


I  I 

'i.'- 


f-0' 


(m  =  I,  2,  3,  ...), 


OÜ  N  designe  la  meme  constante  que  plus  haut. 

On  est  porte,  avec  ßalmer  etRydberg,  ä  penser  qu'en  realite  ces 
formules  devraient  s"ecrlre  chacune  avec  deux  nombres  entiers 
arbitraires  m  ein.  en  sorte  que  le  spectre  de  Thydrogene  serait 
donne  par  les  formules  : 


(0 


I    1         1 

I  1       1 

I 
ni- 

I 

N  A        n- 

(            I 
m  -. — 

l' 

les  valeurs  /i  =  3,  4,  •••,  correspondant  ä  des  lignes  infrarouges. 
Cette  hypolhese  a  recu  tout  recemment  une  confirmation  eclatante. 
Sur  mes  indications,  M.  Paschen  a  efTectivement  trouve  deux  lignes 


I    r         I          I 

N  X  ~  32  ~  4^' 

I    I         I 

l  =i8-5i,f, 

et 

A  =  I2f 
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infrarouges  de  l'hydrogene,  qu'il  a  pu   mesurer  avec  une  grande 
precision(' );  il  a  obtenu  : 

X  =18751,3  ±1  U.A.         et         X  =  19.817, 6±i, 5  U.A. 
Or,  les  formales  : 


donnent 


l'accord  ne  laisse  rien  ä  desirer. 

II  semble  que  la  recherche  de  systemes  mecaniques  ou  electro- 
magneliques  dont  les  vibrations  soient  representees  par  des  for- 
mules  d'une  teile  simpliclte  ne  soll  pas  une  entreprise  deraison- 
nable.  D'ailleurs,  des  lois  analogues  ont  ete  decoiivertes  dans 
d'autres  spectres,  comme  on  sait,  par  Rydberg,  Kayser  et  Piunge. 
Ici  encore,  la  demonstration  est  faite  ( ' )  que  les  formules  contiennent 
deux  entiers  arbilraires.  En  premiere  approxiniation,  on  peut  les 
ecrire,  avec  Rydberg  : 

NX        (  n  -f-  a )-        ( »i  -f-  a' )- ' 
et,  plus  exactenient,  comme  l'a  montre  l'auteur  de  cet  article  : 

^  NX -7  ^~7         ', — V 


N  a  la  meme  valeur  que  pour  l'hjdrogene,  tandis  que  les  cons- 
tantes  a,  b,  a',  b',  varient  d'un  element  ä  l'autre.  En  les  cboisissant 
convenablement.  et  posant  m  =  i  ^,  /«  =  2,  3,  ...,  la  formule  (3) 
donne  la  «  serie  principale  »  de  Kayser  et  Runge;  pour  n  =  2, 
An  =  2^,  3^,  ...,  eile  donne  la  deuxienxe  serie  secoiidaire ;  aux 
systemes  de  valeurs  «  =  3,  m  =  2^,  ..,,  etc.,  correspondent  egale- 
ment  des  raies  observees.  Remplacant  a',  b\  par  certaines  nou- 
velles  constantes  a",  6",   on  aura  pour  n=-.  1^   m  =  3,  4?  5?  •••,  la 


(')  F.  Paschen,  Ann.  der  Physik,  t.  XXVII,  1908,  p.  537. 

(^)  Pour  plus  de  delails    sur  ce  qui  suit,  cnnsulter  mes  differenls  Memoires 
(OEiwres,  VI,  p.  gS ;  VII,  p.  98;  IX,  p.  i4i,  et  X,  p.  i63). 


XI.    —    LES    SPECTRES    DE    LIGNES    ET    LA   CONSTITUTION    DES    ATOMES.       I  jS 

premieie  serie  secondaiie^  qui  a  meine  limile,  pour  ni  =  00,  que 
ladeuxieaie.  Ici  encore,  les  lignes  infrarouges  /?  =  3,  am  =  3,  4,  etc., 
ont  pu  etre  observees.  Mais,  resultat  qui  precise  ncLLement  la  signi- 
fication  de  ces  formules,  si,  au  lieu  de  combiner,  comuie  nous 
venons  de  le  faire,  uii  premier  terme  en  «,  b  avec  uii  deuxieme  en 
a',  b'  ou  en  a",  b" ^  nous  combinons  ceux-ci  entre  eux,  de  maniere 
a  former  Texpression  : 

(4)  '  ■ 


iNa  /  ,         //\2  /  „         b"   ,'- 

in-  / 

nous  oblenons  encore  des  lignes  observees.,  au  moins  dans  cerlains 
spectres.  Enfin,  pour  U,  Na,  on  peul,  dans  un  sens  analogue, 
combiner  la  serie  principale  avec  elle-meme  : 


i    71)    -1—    /y    ,  1  -    \  I     ri       !  ..    y^/       '       


V  mV 


n- 


Ces  lois  enoncent  que,  par  Taddilion  ou  la  soustraclion  des  fre- 
quences  de  deux  lignes  ou  series  observees,  on  obtient  la  frequence 
d'une  nouvelle  ligne  ou  serie  de  lignes.  Les  erreurs  sont  de  l'ordre 
des  incertitudes  experimentales  ;  pour  l'helium,  on  calcule  pour 
la  ligne  la  plus  inlense  du  Systeme  (4)  :  ^-  =  26244586  ;  Texpe- 
rience  a  donne  26244578. 

Je  n'insiste  pas  davantage;  on  voit  que  : 

i"  Les  lois  simples  se  rapportenl  toujours  ä  r-?  c'est-ä-dire  a  la 
frequence ; 

2"  (^u'en  faisant  augmenter  indefiniment  Tun  ou  Taulre  des 
nombres  enliers,  les  frequences  obtenues  ont  une  limite; 

3"  Que  cliacun  des  deux  termes  de  la  formule  a,  en  quelque 
Sorte,  une  exislence  separee^  et  qu'on  obtient  les  raies  d'un  speclre 
en  combinantde  diverses  manieres  entre  eux  de  tels  termes. 

II.  —  Hypothese  des  champs  atomiques. 

Ces  resultals  generaux  fönt  nettemenl  ressortir  la  grande  diffe- 
rence  qui  existe  entre  tous  les  modes  de  vibrations  elastiques, 
electriques  et  autres  que  nous  connaissons,  et  les  vibrations  spec- 
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trales.  En  preinier  lieu,  —  et  lord  Rayleigh  a  beaucoup  insiste  sur 
ce  point,  —  les  lois  simples  des  phenomenes  vibratoires  se  rap- 
portent,  ä  peu  d'exceptions  pres,  sluh  carres  des  frequences,  etnon 
aux  frequences  elles-memes.  Cela  tient  a  ce  que,  ä  cote  des  coor- 
donnees  qui  definissent  l'etat  des  sjstemes,  les  equations  du  mou- 
vement  en  conliennent  les  derivees  secondes  ou  acceleralions.  Or, 
lorsqu  il  s'agit  de  vibrations,  le  temps  n'entre  que  sous  la  forme 
siny{t  —  Cq),  expression  dont  la  derivee  seconde  contient  le  fac- 
teur  V-;  pour  deterniiner  la  frequence  v,  on  a  donc  finalement, 
puisque5mv(^  —  ^o)  disparait  du  resultat,  une  equation  en  v-,  et 
ce  n'est  que  dans  des  cas  tres  particuliers  qu'on  pourra  extraire 
algebriquement  la  racine  carree.  II  en  serait  autrenient,  a  remarque 
lord  Rayleigh,  sl  les  equations  etaient  du  premier  ordre.  Malheu- 
reusement,  l'inlroduction  des  acceleralions  s'impose  a  lous  les 
points  de  vue  d'une  maniere  absolue,  et  il  sembleque,  des  Tabord, 
nous  nous  trouvions  dans  une  impasse. 

Pourtant,  une  hypothese  simple  va  nous  tirer  d'embarras.  Si  les 
forces  qui  produisent  les  vibrations,  au  lieu  d'etre  determinees  par 
la  Position  ou  la  deformation  du  Systeme,  comme  c'est  generale- 
ment  le  cas  pour  les  systemes  elastiques  et  autres,  dependent  des 
vilesses,  les  equations  du  mouvement  ne  contiendront,  ä  cöte  de 
ceües-ci,  que  leurs  derivees  premieres,  les  accelerations;  elles 
seront  du  premier  ordre  par  rapport  aux  vitesses. 

Or,  lsifo?'ce  magnetique  sdilis(ail  precisement  ä  cette  condition, 
et,  de  plus,  nous  ne  saurions  douter  de  lexistence  de  cliamps  mag- 
netiques  puissanls  ä  l'interieur  des  atomes.  D'apres  la  theorie  du 
ferromagnetisme  de  P.  Weiss  ('),  ces  cliamps  sont  au  moins  de 
l'ordre  de  lo'  gauss,  ordre  de  grandeur  du  champ  moleculaire,  et 
l'on  sait  que  l'explication  quantitative  des  anomalies  des  chaleurs 
specifiques  du  fer,  du  nickel  et  du  cobalt  est  venue  confirmer  cette 
theorie  d'une  facon  remarquable.  D'autre  part,  M.  Humphreys, 
pour  expliquer  les  lois  du  deplacement  des  raies  sous  linfluence 
de  la  pression,  phenomene  decouvert  par  lui  il  y  a  quelques  annees, 
a  ete  amene  ä  les  attribuer  ä  l'action  reciproque  de  champs  mole- 
culaires  de  l'ordre  de  grandeur  de  lo*  gauss. 

Avec  un  tel  champ,  on  montre  sans  difficulte  qu'il  est  possible, 

(')  Voir  La  Revue  generale  des  Sciences  du  i5  fevrier  1908. 
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dune  infinite  de  manieres,  d'obtenir  des  vibralions  de  corpuscules 
de  frequence  proportionnelle  ä  ce  champ  et  d'un  ordre  de  grandeur 
correspondant  aux  vibrations  lumineuses.  II  siiffit,  par  exemple, 
d'assujettir  le  corpuscule  ä  rester  sur  un  element  de  surface  ou  dans 
un  plan  donne  :  ce  corpuscule,  mis  en  mouvement,  executera  un 
mouvement  circulaire  de  frequence  v  proportionnelle  ä  la  compo- 
sante  H,^  du  champ  H  normale  au  plan.  Si  au  cliamp  H„  vient  s'en 
ajouter  un  nouveau  H'^^,  qui  produirait  ä  lui  seul  une  Vibration  de 
frequence  v',  la  superposition  des  deux  champs  donnera  la  fre- 
quence V  +  v'.  On  obtient  donc  bien  la  forme  lineaire  exigee  par 
la  loi  des  diflerences  constantes  et  par  les  lois  enoncees  ci-dessus. 

III.  —  Les  spectres  de  Thydrogene.  Les  series. 

Admettons  donc  que  les  forces  qui  produisent  les  vibrations  des 
spectres  de  lignes,  ou,  plus  exactement,  des  spectres  en  series, 
soient  purement  magnetiques.  Gelte  Hypothese  va  nous  permettre 
d'expliquer  l'existence  d'une  limite  des  frequences,  et  surtout  de 
donnerune  Interpretation  simple  des  formules  (i)  et  (2)  de  l'hjdro- 
gene ;  de  plus,  eile  nous  fera  comprendre  l'origine  des  efifets  Zeeman 
anormaux  et  compliques.  Sa  probabilite  s'en  trouvera  accrue  d'au- 
tant  plus  que,  malgre  les  efForts  de  nombreux  chercheurs,  aucune 
Solution  admissible  ni  de  l'un  ni  de  lautre  de  ces  problemes  n'avait 
pu  etre  trouvee  jusqu'ici. 

Admettons  (ce  sera  l'hjpothese  la  plus  simple)  que  le  champ 
soit  produit  par  un  aimant,  et  supposons,  par  raison  de  sjmetrie, 
le  corpuscule  place  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  pöles  ä 
une  distance  /'i  du  premier,  /'a  du  second,  et  executant  de  petites 
vibrations  dans  un  plan  perpendiculaire  ä  cette  ligne.  Soit  [jl  la 
Charge  magnetique  d'un  des  poles;  la  frequence  sera  proportion- 
nelle au  champ,  pris  au  point  oü  se  trouve  le  corpuscule,  c*est-ä- 
dire  a 

soit  A  un  facteur  qui  ne  depend  que  de  la  charge  et  de  la  masse 
du  corpuscule;  on  aura  : 


frequence  =  v=:A|j.(— r -)• 
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Oll  reconnait  dejä  la  forme  si  curieuse  des  formales  (i)  ä  (4)- 
Poiir  obtenir  exactement  les  formales  de  l'hydrogene,  il  suffira 
des  lors  de  supposer  Taimant  compose  d'un  nombre  arbitraire  m' 
d'aimants  identiques  entre  eux,  de  longueur  a  chacun,  poses  bout 
ä  bout.  De  plus,  laimant  sera  raltache  de  facon  rigide  ä  l'elemenl 
de  surface  dans  lequel  le  corpuscule  est  assujetti  ä  vibrer,  au  mojen 
d'un  certain  nombre  de  particules  de  memes  dimensions  que  les 
aimants,  egalement  posees  bout  ä  bout,  mais  non  magnetiques. 
Les  distancesT),  /'o,  seront  alors  des  multiples  de  a,  soit  /•,  =  na, 
1-2  =  ma,  et  les  frequences  seront  : 


A  jj.  /  I 


II  suffit  de  choisir  convenablement  les  constantes  A,  pi,  a-,  pour 
obtenir  la  formule  (1)  de  Thydrogene. 

En  somme,  il  faut  admettre  que,  dans  les  conditions  oü  il  emet 
la  Serie  de  Balmer,  riiydrogene  est  susceptible  d'etats  divers,  cons- 
lituant  en  un  certain  sens  des  polymerisations,  et  resultant  de  ce 
qu'un  nombre  plus  ou  moins  grand  d'elements  magnetiques  et  non 
magnetiques,  dont  il  n'est  pas  necessaire  de  preciser  la  nature, 
peuvent  s'agglomerer  entre  eux  en  forme  de  chapelet  rectiligne  et 
s'attacher  ä  l'atome  d'hydrogene.  Ou,  si  Ton  veut  une  image  con- 
crele  :  prenons  une  barre  aimantee  et  deux  barres  de  cuivre  de 
meme  longueur;  placons-les  bout  ä  bout.  A  l'extremite  cuivre  du 
Systeme,  plaQons  une  charge  electrique  convenable,  et  donnons-lui 
une  legere  impulsion;  eile  vibrera  en  donnant  la  raie  Ha.  Ajou- 
tons  au  bout  de  la  premiere  une  seconde  barre  aimantee  identique  : 
nous  obtiendrons  Hß;  une  troisieme  donnera  Hy,  etc. 

Gelte  explication  est-elle  invraisemblable  au  point  de  vue  des 
idees  modernes  sur  la  Constitution  de  la  niatiere?  ün  ne  saurait  le 
pretendre.  II  est,  en  effet,  facile,  de  bien  des  manieres,  de  distri- 
buer  Telectricite  dans  un  corps  de  revolutionen  rotation  autour  de 
son  axe,  de  maniere  ä  le  rendre  equivalent  ä  un  aimant  elementaire. 
Des  mouvements  rotatoires  ou  circulatoires  des  charges  electriques 
ä  l'interieur  des  alomes  sont,  d'ailleurs,  indispensables  pour  expli- 
quer  le  magnetisme;  les  premiers  sont  les  plus  stables.  D'autre 
part,  les  systemes  qui  emettent  les  spectres  de  lignes  —  et  c'est 
encore  lord  Rayleigh  qui  a  particulierement  insiste  sur  ce  point  — 
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doivent  etre  extraordinairement  stables,  sinon  les  lignes  devien- 
draient  diffuses.  Si  donc  on  admet  que  l'atome  chimique  est  un 
asseinblage  de  divers  elemeuls,  l'hypothese  de  connexions  rigides 
entre  ces  elements  sera  particulierement  probable.  Enfin,  parmi 
les  diverses  manieres  d'assembler  un  nombre  variable  d'elements, 
une  des  plus  simples  et  sans  contredit  de  les  poser  bout  ä  bout. 

II  est  bien  evident  que  toute  hypothese  particuliere  sur  la  struc- 
ture  des  atomes,  capable  d'expliquer  le  grand  nombre  de  lignes  des 
spectres,  paraitra  plus  ou  moins  improbable  ä  premiere  vue.  On 
s'en  read  compte  pour  peu  qu'on  y  reflechisse.  L'hydrogene  lui- 
meme,  qu'on  sera  tente  de  considerer  comme  le  plus  simple  des 
elements,  possede  plusieurs  spectres  et  emet  des  centaines  de  lignes 
de  caracteres  tres  ditl'erents.  On  devra  bien  admettre  que  celte 
simplicite  est  tres  relative,  et  s'estimer  heureux  d'y  decouvrir  au 
moins  des  rapports  geomelriques  simples  et  des  forces  connues, 
agissant  suivant  des  lois  simples,  comme  cest  le  cas  dans  l'hypo- 
these qui  nous  occupe. 

D'ailleurs,  on  peut  modifier  nolre  Systeme  de  diverses  manieres, 
eviter  Tintroduction  des  elements  non  magnetiques,  etc.  Le  point 
cssentiel  est  que  les  vibrations  soient  produiles  par  un  charnp 
magnetique  provenanl  de  deux  pöles  susceptibles  de  prendre 
chacun^  dans  l'atome,  un  certain  nombre  de  positions  diffe- 
renles^  equidlsianles  sur  des  lignes  droites. 

En  generalisant  ces  hypotheses,  on  arrive  ä  d'autres  formules 
telles  que  (2),  (3);  il  existera  toujours  une  limite  des  vibrations. 
L'observation  a  donne  ceresultat  remarquable  que  le  facteurNesl 
le  meme  pour  tous  les  corps.  Gela  exige,  dans  notre  theorie,  que 
non  seulement  le  corpuscule  vibrant,  mais  aussi  les  «  aimants  ele- 
mentaires  »,  soient  identiques  pour  tous  les  corps.  On  voit  ainsi 
apparattre,  a  cöte  des  corpuscules,  un  deuxieme  element  consti- 
tiiant  universel  de  la  matiere. 

IV.  —  Les  effets  Zeeman  anormaux. 

On  sait  que  ce  sont  precisement  les  lignes  appartenant  aux  series 
qui  se  decomposent,  dans  un  champ  magnetique.  de  lafacon  en 
general  la  plus  compliquee.  On  a  compte  quinze  etmeme  dix-neuf 
composantes,  et  les  distances  de  ces  composantes  sont  tres  souvent 

R.  12 
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eiitre  elles  comine  des  nombres  enliei's.  M.  Lorenlz  a  tente  d'ex- 
pllquer  ces  decompositions  en  remplacant  l'eleclron  simple  de  hi 
theorie  eletneiiiaire  par  des  systemes  ä /i  degres  de  liberte;  et  il 
laut  autant  de  sjstemes  qu'il  existe  de  iignes  spectrales.  G'est  donc 
lä  une  hypotliese  tres  compliquee;  encore  les  decompositions  olj- 
servees  n'ont-elles  pu  etre  interprelees,  je  ne  dis  |)as  plijsique- 
ment,  mais  matbematiquemetit,  que  dans  un  tres  petit  nombre  de 
cas,  et  la  loi  des  rapports  rationnels  reste  inintelligible.  II  en  est 
autrement  dans  notre  hypothese.  Ün  Systeme  magnetique  execiitera 
dans  la  plupart  des  cas,  sous  l'influence  combinee  du  champ  exte- 
rieiir  er  du  cbanip  interieur,  beaucoup  plus  intense,  des  mouve- 
ments  oscillatoires  peiiodi«|ucs,  de\eloppables  en  serie  de  Fourier. 
11  en  resulte,  pour  releclron  vibrant.  des  mouvemenls  plus  compli- 
ques,  et  le  caicul  montre  que,  (o  etant  la  pcriode  flu  mouvement  de 
l'atome,  la  vibration  sera  decomposable  en  une  somme  de  termes 
sinusoidaux,  correspondant  ä  des  Iignes  de  frequence  fo±«ioj, 
t^o  etant  la  frequence  primitive,  et  tn  un  entier.  On  voit  que  les 
distances  des  composantes  sont  bien  dans  un  rapport  rationnel; 
leurs  polarisations  sont  Celles  qu'exige  l'experience.  Un  electron 
nous  donnera,  en  general,  ä  lui  seul,  un  nombre  inlini  de  compo- 
santes, dont  quelques-unes  seulement  sontassez  intenses  pour  etre 
percues ;  leur  nombre  depend  de  la  rapidite  de  la  convergence  de 
la  Serie.  Le  phenomene  de  Zeeman  joiie  donc^  dans  cette  rna- 
niere  de  voir,  pour  les  mouvements  rotdtoires  de  l'atome,  le 
röle  d'un  analyseur  harmonique. 

V.  —  Autres  modes  d'explication.  Conclusions. 

Peut-on  conclure  de  lä  que  les  vibrations  des  specLres  en  series 
sont  bien  dues  ä  des  champs  magneliques  intenses?  II  est  dans  la 
nature  des  choses  qu'une  teile  conclusion  ne  s'impose  pas  imme- 
diatement.  Les  vibrations  d'un  Systeme  ne  suffisent  pas  ä  nous 
renseigner  sur  sa  Constitution.  Pour  s'imposer,  la  theorie  devra 
embrasser  de  facon  simple  Tensemble  des  observatlons  et  les  rat- 
taclier  ä  d'autres  domaines ;  les  autres  modes  d'explication  devrout 
apparaitre  comme  infiniment  moins  economiques  pour  notre  j)en- 
see.  Pour  cela,  il  importe  de  les  cultiver  tous;  aussi  voudrais-je, 
cn  terminant  cet  expose,  parier  de  Tun  de  ces  modes,  le  seul  qui, 
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ä  l'heure  qu'il  est,  merite  serieusement  d'etre  pris  en  consideration. 
On  sait  qiie  les  vibrations  des  corps  elastiques,  comme  Celles  des 
series  spectrales,  sont  en  nombre  infini,  et  que  leurs  frequences 
dependent  de  certains  nombres  entiers  qui  sont  les  nombres  de 
lignes  nodales  (figures  de  Chladni)  oii  de  surfaces  nodales  caracte- 
risant  chaque  Vibration.   Pour  une  ineinbrane  rectangulaire,  on  a 

V-  =  am-  -h  bn-, 

a  ei  b  etant  des  constantes,  ni  et  n  des  entiers.  Mais,  ä  l'oppose  des 
series  spectrales,  lorsque  m,  n  augmentent  indefiniment,  il  en  est 
de  meine  de  r.  Cela  resulte,  en  derniere  analjse,  de  ce  que  les 
Forces  produisant  les  vibrations  elastiques  s'annulent  ä  petite  dis- 
tance.  On  pouvait  se  demander  si  d'autres  forces,  agissant  suivant 
la  loi  de  Newton  ou  d'autres  lois,  ne  donneraient  pas  des  formules 
du  type  (i),  (2)  et  (3).  Gette  hypothese  a  ete  envisagee  par  l'au- 
teur  de  cet  article,  et,  ä  sa  suite,  par  MM.  Fredholm  et  Hadamard. 
Elle  trouve  son  expression  mathematique,  non  dans  des  equations 
aux  derivees,  mais  dans  des  equations  integrales,  et  il  resulte  de 
ces  rechercbes  que  la  loi  du  carre  des  distances,  et  une  infinite 
d'autres,  conduisent  bien  ä  unelimite  des  vibrations.  Mallieureuse- 
ment,  l'analogie  semble  s'arreter  la.  Gar,  pour  obtenir  efTectivement 
les  formules  de  l'hydrogene  ( i )  et  (2),  il  faut  admettre  des  lois 
d'une  complication  invraisemblable.  Les  equations  integrales  sim- 
ples de  M.  Fredholm  n'y  sauraient  conduire.  II  ne  suffit  d'ailleurs 
pas  qu'ä  une  serie  spectrale  on  puisse  faire  correspondre  une  loi 
d'attraction  ;  il  faut  que  celle-ci  ne  soit  pas  troj  nvraiseinblabte,  et 
ne  depasse  pas  de  beaucoup  en  complication  la  formule  qu'il  s'agis- 
sait  d'expliquer.  Le  fait  que  les  equations,  dans  cette  hypothese, 
contiennent  le  carre  des  frequences,  n'est  pas  de  nature  ä  simplifier 
le  Probleme,  et  montre  plutut  la  grande  portee  de  la  remarque  de 
lord  Rayleigh  dont  il  a  ete  question  plus  haut.  Pour  avoir  des  ex- 
ceptions,  il  faut  des  constructions  compliquees.  Enfin  si,  aban- 
donnant  tout  prejuge  physique,  on  cherche  simplement  ä  satisfaire 
aux  conditions  mathemaliqnes  du  probleme,  on  est  conduit  ä  des 
Systeme  5  dont  la  Vibration  tondamentale  seule  rayonne  de  facon 
sensible;  le  rayonnement  des  harmoniques  superieurs  est  sensible- 
ment  nul  par  l'effet  des  lignes  nodales;  ils  ne  seraient  pas  percep- 
libles. 
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Pourtant,  toutes  ces  hypotheses  meritenl  detre  etudiees  avec 
soin,  car,  si  elies  ne  s'appliquent  pas  aiix  lignes  seriees,  elles 
peuvent  s'appliquer  aiix  aiilres  lignes,  siir  lai  rangement  desquelles 
nous  ne  savons  rien,  ou  aux  spectres  de  bandes,  dont  les  lois  fon- 
damentales,  donnees,  on  le  sait,  par  M.  Deslandres,  presentent 
avec  les  lois  des  sjstemes  vibratoires  connus  plusieurs  analogies 
importantes. 

En  somnie.  /  'explication  de  beaucoup  la  plus  simple  des  series 
specti  ales  de  C hydrogene  et  d'nulres  corps  consisle  äatlribuer 
ces  vibi ations  ä  l'inßuence  de  champs  niagnetiqae^  inlenses, 
provenant  de  pöles  magnetiqiies  dislribues  dans  l^ aLome  sui- 
^anl  des  lots  geometriques  simples.  Venergie  de  ces  syslemes, 
il  est  imporlant  de  le  remarquet\^  est  purement  electrom.agne- 
tique. 


XII. 
ÜBER  EINIGE  ANOMALE  ZEEMAN-EFFEKTE 

IM 

SPEKTRUM   VON   THORIUM. 

(BEMERKUNGEN  ZU  DER  ARBEIT  DES  HERRN 
B.  E.  MOORE.) 


Physikalische  Zeitschrift,    lo.  Jahrgang,   No.  9,  Seite  3o7-3o8. 


Die  von  Hrn.  Moore  (')  bei  Thorium  beobachteten  komplizierten 
Zerlegungen  zeichnen  sich  durch  einige  bislier  nicht  bekannte 
Eigentümlichkeiten  aus,  die  ich  im  folgenden  hervorheben  möchte. 

Wie  Verf.  gezeigt  hat  (-),  entsprechen  die  bisher  bekannten  Zer- 
legungen, in  der  Skala  der  Schwingungszahlen  v  gemessen,  den 
Formeln 

für  die  Schwingungen  parallel  zum  Feld  {p), 

(  2 )  V  =  Vo  ±  to'  ±  /i  CO 

für  die  Schwingungen  senkrecht  zum  Feld  (5). 

Es  sind  oj,  co'  zwei  geeignete  Ronstanten,  m,  n  ganze  Zahlen, 
für  die  meist  nur  die  Werte  o,    1,2   in  Betracht  kommen.    Mit 


(')  Physik.  Zeitschr.,  t.  X,  1909,  p,  297. 
O  QEuvres,  t.  VII,  p.  98. 
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andern  Worten,  die  beiden  (5)-Gruppen  entstehen  aus  der  (/>)- 
Gruppe  durch  eine  geeignete  Verschiebung  derselben  nach  rechts 
und  nach  links.  Wieviel  Linien  dieses  (unendlichen)  Schemas 
wirklich  beobachtbar  sind,  und  ob  Lücken  vorhanden,  bleibt  theo- 
retisch unbestimmt. 

Im  einfachsten  Falle  bestehen  die  Gruppe  der  {p)  und  die  zwei 
Gruppen  der  (5)  je  aus  äquidislanten  Linien,  und  der  Abstand  ist 
(0  für  alle  drei  Gruppen.  Auch  bei  Thorium  ist  dem  so  in  der  Mehr- 
zahl der  Fälle,  insbesondere  bei  den  Linien  44485O0;  4094,99; 
4086,71;  4019,30;  3'jo4,i6;  3549,83  (').  Bei  3929,^4  dagegen 
ist  der  Alistand  der  (5)  (beob.:  0,28)  genau  halb  so  gross  wie  der 
dery>-Komp.  (beob.:  0,5^;  o,55;  o,55);  es  ist  jede  zweite  Linie 
des  Schemas  (1)  zu  schwach,  um  wahrgenommen  zu  werden,  falls 
sie  existiert.  Oder  auch:  es  kommen  in  (1)  nur  gerade  w,  in  (2) 
aber  gerade  und  ungerade  n  vor. 

Bei  4277,49  Jiat  n  die  Werte  o,  2,  m  den  Wert  3;  längere  Ex- 
position würde  wahrscheinlich  die  dem  Wert  m  =.  i  entsprechen- 
den /^-Komponenten  ^'  :^  dz  o,  26  hervorbringen.    Die  Abstände 

sind  wie  i  zu  3.  Bei  3792,52  ist  m  =  o,3,  /?  =  i  zu  setzen;  die 
Abstände  verhalten  sich  wie  2  zu  3. 

Endlich  bei  4 '42, 87  verhalten  sich  die  Abstände  wie  3  zu  4r 
und  zwar  genau,  wie  die  Koinzidenz  der /?  und  5  bei  i,34  zeigt 
(beob.:  1,34,  1,32,  i,35,  i,35);  es  ist  /??=2,6,  10;  /z  =  o,3. 
Im  Gegensatz  zu  den  meisten  andern  Zerlegungen  sind  hier  für  die 
Darstellung  nach  der  Rungeschen  Regel  und  nach  obigen  Formeln 
dieselben  ganzen  Zahlen  erforderlich,  so  dass  diese  Linie  zwischen 
den  beiden  Gesetzen  keine  Entscheidung  bri.igt.  Dem  ist  stets  so, 
wenn,  wie  eben  bei  4142,87,  eine  der  ^-Komponenten  die  frühere 
Lage  der  Linie  einnimmt:  dann  fordern  die  Formeln  (i),  (2)  ein 
rationales  V^erhältnis  aller  Abstände,  womit  der  eine  Teil  der 
Rungeschen  Regel  erfüllt  ist.  Ob  die  Abslände  mit  der  «  Normal- 
zerlegung »  rational  zusammenhängen,  lässtsich  zurzeit  nicht  prü- 
fen,   weil  die  Unsicherheit  des  Wertes  —  der  Kathodenstrahlen. 


('j  Bei  4282,20;  4202,08;  4i<'^o,io;  4116,91;  4069,4°;  3434, 09;  3.-!38,oo  sind  die 
jo-Komponenten  aber  äquidistant,  von  den  s  ist  nur  je  eine  gemessen  worden, 
so  dass  eine  Prüfune  der  Formeln  nicht  möclicli  ist. 
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und  soiiiit  (1er  Normalzerlegiing,  noch  zu  gross  ist.  —  Der  ent- 
gegengesetzle  Fall  tritt  bei  4o86,  ~i  ein:  es  sind  die  Abstände  der 
j>-  bzw.  /^-Komponenten  untereinander  :  0,88;  0,90;  0,89;  o,83; 
o,83;  o,85;  sie  sind  äquidistant  innerhalb  der  Fehlergrenzen,  mit 
to  =  (),  863,  m  =  1 , 3  ;  /?  =  i ,  3.  Die  innerste  5-Romponen{e  liegt 
aber  nur  um  0,16  von  der  NuUage  entfernt,  so  dass  ein  rationales 
Verhältnis  w'/w  sehr  unwahrscheinlich  ist,  und  man  bei  Anwen- 
dung der  Rungeschen  Hegel  hier,  wie  in  vielen  andern  Fällen, 
auf  sehr  grosse  ganze  Zahlen  geführt  wird.  Es  ist  möglich,  dass 
diese  Regel  nur  unter  besonderen  Umständen,  etwa  bei  speziellen 
Sjmmetrieverhältnissen  des  schwingenden  Systems,  Geltung  hat. 
Die  Zerlegung  von  3649,90  lässt  einen  sicheren  Schluss  nicht 
zu  ;  weitere  für  die  Prüfung  der  Formeln  in  Betracht  kommende 
Linien  hat  Herr  Moore  nicht  beobachtet. 

Güllingen,  Februar  1909. 


XIII. 
SERIES   m  THE  BARIUM   SPECTRÜM. 


{Astropliysical  Journal,   Vol.   XXIX,    1909,  p.  '213.) 


The  previouslj  unknonn  triplet  series  of  barium  has  recently  (') 
beeil  discovered  and  published  bj  F.  A.  Saunders.  Vary  fevv  terms 
of  ihe  series  were  observed,  and  since  these  were  not  represenled 
bj  formulae  known  to  be  applicable  to  Mg,  Ca,  and  Sr,  the  choice 
oflines  maj  seeni  at  first  lo  be  somewhat  doubtful.  The  foilowing 
remarks  will,  I  think,  serve  partlj  to  verifj  bis  results. 

The  lines  of  the  first  subordinate  series  may  be  accurately  repre- 
sented  bj  either  of  the  two  foUowing  formulae  : 

(.)  v  =  A-  ■"^^'^••^ 


/„N  »  109675,0 

(2)  V  =  A  — 


[ /??  +  a  -i-  fj  1 0-5 (  A  —  V  ) |- 


which,  as  I  have  shown  (-),  serve  to  represent  with  great  accuracj 
the  series  of  olher  elements.  In  these  formulae  A,  a,  b,  a,  and  p 
are  constants;  m  a  vvhole  number,  and  v  the  wave-number 
(per  cm)  in  vacuum. 

For   the   strengest  (and    most   complelely   observed)  lines  \ve 
obtain,  for  instance  : 


(')  Astropliysical  Journal,  t.  XXVIII,    1908,  p.  223. 
(^)  Annalen  der  Physik,  t.  XII,  1908,  p.   264- 
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m  = 

V  obs 

Error 

(in  A.) 

3 

'1 

:j 

5777,^4 
17.302,8 
0,00 

4489,50 
22268, I 
0,00 

4o84,94 

2-,  4:3,4 
-1-0,02 

0890,2 

!5665,4 

+0,6 


26399 


-0,.T 


The  differenccs  are  ihroughout  smaller  than  ihe  errors  of  Obser- 
vation. In  this  case  A  =128472  ;  «=  +  0.  29381 ;  6  =  —  i  ,4600.  In 
the  c«rresponding  cases  for  Mg,  Ca,  Sr,  the  constant  a-\-  i  has 
the  values  0,842,  1,090,  and  1,222;  the  value  for  Ba,  1,296,  ßts 
in  well  wilh  these.  The  alkalies  furnish  a  progression  which  is  verj 
similar. 

The  wave-number  difference  =  878,0,  divided  bj  ihe  Square  of 
the  atomic  weight  (tj.)  givcs47,o.  lo^"*,  while  the  values  for  Mg, 
Ca  and  Sr  are  68,8.  lo"-',  66, 1  .  io~^,  and  5i,5.io~3.  AsI  have 

-j  calculatedfrom  the  limits  ofthe 


Pi—P 


pointedout('),  thequotient 

series,  varies  still  less  from  element  to  element, 


(Pi  —  Pl)iO^ 


=  o ,  i4(J(iMgj:     o,i77(Ca);     o,i57(Sr);     o,i48(Ba). 


Finallj,  the  separations  of  the  satellites  of  the  slrongest  lines  of 
the  first  members  (/?  =  3)  vary  approximately  as  the  Square  of  the 
atomic  weights.  This  requirement  is  also  fulfiiled  in  this  case. 
From  these  facts  it  is  evident  that  the  first  subordinate  series  of  Ba 
is  correctlj  given  by  Saunders. 

The  same  conclusions  hold  for  the  first  two  triplets  of  the  second 

.  ß  .  . 

subordinate    series.    Since    the  quotient  — - — r   varies    but  little 

'  a-f-  o.  3 

among  the  memhers  of  a  group  of  chemically  related  elements, 
I  have  already(-)  glven  a  probable  value  of  0.820  for  this  number 
in  the  case  of  Ba.  Granting  that  the  limits  of  the  two  series  are 
the  same,  we  have  left  in  the  equation  of  the  second  subordinate 
series  only  a  single  constant,  7,  to  be  calculated.  In  the  red  and 
ultra-red,   where   the  first   term   of  the  series   must  lie,  only  one 


(')  (Muvres,  I\,  p.  \\i;  \,  p.   i63. 

{-)  Annalen  der  Physik,   t.  XII,  1908,   p.  Sog;   Iiiaug.Diss.  Auszug,  QEuvres, 
I,  P-  7i 
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triplet  was  found  with  the  proper  separations.  U  vve  use  ihis  lo 
calculate  a,  the  formula  so  derived  leads  to  the  second  triplet  given 
by  Saunders  to  within  5  A..  and  this  is  a  very  small  error  whenwe 
consider  ihat  bolh  the  number  0.825  and  the  limit  of  the  first 
subordinate  series  (')  are  very  uncerlain.  Thus  both  these  triplets 
doubtless  belong  lo  the  second  subordinale  series.  If  we  now  deter- 
mine  A  and  a  from  these  two  triplets,  we  find  Ar=  4248-4  ^or  ihe 
strongest  line  of  the  third  triplet,  while  Saunders  gives  4239.91. 
The  use  of  the  formula  therefore  leads  us  to  doubt  the  proprietj 
of  classifying  this  triplet  (and  those  foUowing)  in  the  series:  It  is 
possible,  as  Saunders  remarks,  that  the  formula  does  not  fit  this 
series,  notwithstanding  the  fact  thal  it  successfully  represenls  the 
second  subordinate  series  of  all  the  elements;  but  furlher  investi- 
gation  of  the  missing  lines  of  the  triplets  of  this  series  niusl  be 
made  before  the  queslion  can  be  definilely  settled  . 

Göllingen,  January   1909. 


(')  The  formulae  (i)  aotl  (2)  represent,  in  general,  ihe  firsl  subordinate  series 
(cspecially  of  Ca)  less  exactly  than  the  second;  if  only  a  few  terms  are  known, 

and  these  only  inaccurately,  considerable  errors  in  A  may  result. 
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PLAQUES 


PO  LR   LA 


PHOTOGRAPHIE  DU  SPECTKE  INFRA-ROUGE 

(d'apres  le  cahier  de  laboraloire  de  Ritz, 
par  A.  Colton  et  Pierre  Weiss). 


La  Note  des  Con,p,es  rcndas  publ.ee  par  Ruz  le  '6  JU.H  t  .goO 
ei  reproduite  plus  haul  (IV,  p.  88),  ne  renferrae  que  des    nd>ca- 

ols  Xerales  sur  les  essais  <|u'il  a^a,t  tai.s  sur  ce  sujel  a  d.verses 

"eil  les  avait  entrepris  dans  le  bul  de  .eehercliei-  lu,-meme 

;:rr;s    '.    L  Ide  ..L..  .....  ..„e  ses  fo„.ules  specrales 

1:,;  faisa,e.u  prevoi,-,  et  qu.  oat,  depuis,  e.e  effectnenaent  observees 

''"^f  :C:r  Co,:;.  ..W„.  .„.e^e  ressent.,  des  r.sulta.s 
eo'celnt  .es  p-e  J.res  e.p.riences  qul  ont  port^s-  ie  procede 
d'Abney.  Ce   phvsioien,    e„  soumetlanl   ä    la  chaleur,  dans   de 

onditiLs  conv;„ables,  u„  coUodion  au  ^^"«^^^ ^^^'^ 
ob.enuune  envuls.on,  earacterisee  par  une  »l-;"?"^';;  ^ 
par  iransparenee,  avee  laquelle  il  a  pu  pho.ograph.er  le  spee  re 
ZiaUe  ii,u-a  ,.,4  environ.  Les  e.p.riences  "  -a.ent  ,a,naj  u 
are  reproduiles.  Ritz  qui  y  avait  reuss,,  non  Sans  pe.ne  md.que 
dans  lä  Note  pour  qullles  raisons  »urtout  (■)  «-  M-  -- 
essaye  avant  lu,  ava.ent  echoue.  Ma.s  ,1  ne  semble  p  s  t,  U  d 
chercher  a   completer    les   indioations    donnees   sur  le   prucede 

d^bnev  dans  ceue  Note.  Ritz,  en  eO-et,  a  reuss,  ä  preparer,  non 


1-  „I    1o    v'icrnsitP    du     CollodlOD 

(>)  Les  d.fferences  ealre   les  diverses  pyroxyhnes,  et  la  »srosite 
varianl  par  suite  dans  denormes  proporlions. 
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plus  avec  du  collodion,  mais  avec  dela  gelatine,  des  plaques  beau- 
coup  plus  sensibles  et  d'un  emplol  plus  commode. 

Ses  experiences  sur  ce  sujet  ont  ete  interrompues  au  moinent 
oü  elles  lui  avaient  donne  les  resultats  les  plus  encourageants.  Voici 
un  p/oce'de  operaCoire,  extrait  de  son  cahier  de  laboraloire.  (Mai 
et  juin  1905.) 

On  prepare  d'abord  une  Solution  de  gelatine  ä  10  pour  100  en 
faisant  dissoudre  (temperature  65"  environ)  1 4^  de  gelatine  de 
Winterthur  dans  i4oSd'eau. 

On  fait  ensuite  le  precipite  de  bromure  d'argent  en  pulverisant, 
au  mojen  de  l'appareil  represente  figure  1,  une  Solution  de  bro- 
mure dans  une  Solution  de  nitrale  d'argent.  La  pression  etait 
obtenue  commodement  au  moyen  d'une  bombe  d'aeide  carbonique 
munie  d'un  detendeur. 

1°  Biomure  de  zinc i^,0O. 

Eau So'^'"'. 

2"  Nitrate  d'argent 3^. 

Eau 3ocra'. 

(Dans  cette  experience  il  j  a  donc  un  leger  exces  de  nitrate 
d'argent.) 

La  pulverisation  faite,  on  maintient  pendant  10  minutes  ä  une 
temperature  de  40"  ä  5o",  on  lave,  puis  on  emulsionne  le  precipite 
a  la  temperature  de  4o"  en  l'ajoutant  a  36'^"''  de  la  Solution  de  gela- 
tine, de  Sorte  que  le  volume  total  soit  d'environ  4o'^"'.  On  ajoute 
0,2  (')  de  bromure  d'ammonium.  On  porte  pendant  i5  minutes  ä 
une  temperature  comprise  entre  90"  et  100".  On  laisse  refroidir 
pendant  5  henres,  on  coule  sur  la  plaque  et  on  laisse  secher  pen- 
dant 12  lieures. 

Dans  le  cahier  de  laboratoire  dont  est  extrait  ce  procede,  il  n'j 
a  pas  de  renseignement  sur  la  teinte  de  l'emulsion  apres  le  muris- 
sage,  c'est-ä-dire  dans  les  conditions  oü  RitzTemplovait;  d'apres  sa 
Note  diVi^Coinptes  rendus  il  semble  que  le  bromure  precipite  äfroid 
par  ce  procede  etait  bleu  par  transmission.  D'apres  le  cahier, 
l'emulsion  aussitot  apres  sa  preparation  ä  4o",  n'etait  pas  bleue 
mais  grise,  tirant  plus  ou  moins  sur  le  rose. 

(')  Grammes  ou  centimelres  cubes  d'une  Solution  tilröe? 
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Apres  5  minutes  d'expusilion  ä  un  speclre  doniie  par  une  lampe 
Nernst  et  un  prisme  ä  vision  directe,  il  oblenait  une  Impression 
qui  allaiL  jusqu'ä  la  limite  d'action  de  l'infra-rouge  sur  un  ecrande 
sulfure  de  zinc  phosphorescent.  La  phosphorescence  est  detruite 
par  les  rayons  infra-rouges  de  longueur  d'onde  inferieure  ä  i!^,4  ou 
if^,5,  nombres  donnes  par  Becquerel  et  adoptes  par  Ritz.  C'est 
cette  limite  qui  est  indiquee  en  AI  dans  la  figure  2,  dans  laquelle 


/ 


les  deux  doubles  traits  verticaux  R  representent  deux  reperes  en 
fil  metallique  qui  se  marqiiaieut  parleur  ombre  sur  la  plaque.  /  est 
la  limite  de  sensibilite  des  plaques  panchromatiques  Lumiere. 

Comme  Ritz  Tindique  dans  sa  Note  aux  Comptes  rendus,  il  a 
aussi  prepare  le  bromure  d'argent,  par  le  nieme  procede  de  pulve- 
risation,  avec  des  Solutions  alcooliques  : 

i"  Bromure  de  zinc i*^,  90. 

Alcüol 3o'"i'. 

1"  Nitrate  d'aigent 3,oS. 

Eau o™'. 

Alcool So'-m». 

Le  reste  de  la  preparalion  a  ete  fait  exactement  comme  ci-dessus. 
La  sensibilite  semblait  s'etendre  un  peu  moins  loin  que  dans  la 
preparation  ä  l'eau  (2"""  dans  la  figure  2). 

Au  moment  ou  il  inlerrompit  les  experiences,  Ritz  considerait 
que  les  deux  recettes  ci-dessus  contenaient  une  Solution  du  pro- 
bleme.  II  pensait  quelle  devait  encore  etre  perfectionnee  en 
remediant  au  defaut  du  volle,  par  les  procedes  habituellement  em- 
ployes  a  cet  efl'et. 

II    se    proposait   aussi   de   varier   d'une  facon  systematique  les 
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condilions  de  cette  preparation.  On  a  vu  quil  faisait  la  pulve- 
risation  de  la  sulution  de  nitrate  dans  celle  de  bromure.  11  se  pro- 
posait  d'essayer  l'inverse.  Les  liqueurs  emplojees  correspondaient 
ä  un  exces  de  nilrate,  il  fallait  essayer  un  exces  de  bromure.  II 
restait  aussi  ü  voir  si  Texet-s  d'un  des  reaclifs  est  utile  pendant  le 
chauffage,  s'il  ne  serait  |)as  avantageux  de  laver  le  precipite  avant 

Fig.     2. 

^ Spcctrey  oisOble' ^ 


M      R   ! 


ouge. 


bleu/ 
R 


w-Sa- 


1,  imiie  de- 1  actu>iv  j  «/•  le 
sul/'iwe  de  Aine  pfiosphorescenL 
et  les  pUujwes  cLeRiij^. 

de  le  chaiitTer  pour  la  premiere  fois,  de  laisser  refroidir  avant 
lemulsification,  etc. 

Quelques  seniaines  plus  tard,  apres  la  lecture  de  deux  IMenioires 
de  Stas  {Annales  de  Chim.  et  de  Pliys.^  4''  serie,  t.  XXV,  1872, 
p.  22  et  5'"  Serie,  t.  III,  18747  P-  i4t  et  289),  il  semble  avoir  cru  ä 
la  possibilite  d'en  deduire  une  preparation  plus  rationnelle  et  sim- 
plifiee  des  menies  plaques  et,  peut-etre,  d'augmenter  leur  sensi- 
bilite. 

Stas  avait  etabli  que  le  chlorure  d'argent  sous  ses  deux  etals, 
floconneux  et  grenu  (cristallin),  possede  des  solubilites  differentes 
et  des  sensibilites  ä  la  lumiere  differentes  [voir  notamment  le 
premicr  Memoire  de  Stas,  p.44)j  ^e  bromure  d'argent,  qiioique 
moins  soluble  dansl'eau  pure,  peut  etre  obtenu  aussi  sous  ces  deux 
etats.  Ritz  estimait  que  c'etait  la  variete  grenue  (ou  crislalline) 
qu'il  fallait  obtenir.  C'est  pourquoi  il  songeait  notamment  ä  pren- 
dre  du  bromure  prepare  avec  des  Solutions  concentrees,  le  laver, 
le  mettre  en  presence  d'une  grande  quantite  d'eau  en  agitant 
energiquement,  puis  ä  le  soumettre  ä  une  cuisson  prolongee  dans 
un   bain    d'eau  bouillante,  ou  meme  ä  rautoclave    et  au  besoin. 
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conime  l'aNail  (ail  Stas  pour  le  chlorure  d'argent,  ä  des  alterna- 
tives de  chauffe  et  de  refroidissement.  On  emulsilierait  enfin  le 
bromure  amene  ä  Tetat  voulu. 

L'idee  de  la  resonnance  electromagnetique  des  grains  de  bro- 
mure l'avait  guide  des  le  debut  de  ses  reclierches  sur  les  plaques 
photographiques.  On  a  emis,  comme  on  sait,  cette  hjpothese  de 
la  resonnance  pour  expliquer  la  coloration  de  certaines  Solutions 
colloVdales  metalliques  renfermant  des  particules  ultramicro- 
scopiques.  Ritzparaitavoir  adniis  que  si  des  particules  de  bromure 
d'argent  sont  loo  ä  looo  fois  plus  grandes  que  les  particules  dargent 
metallique  en  resonnance  avec  les  meines  ondes,  cela  tiendrait  ä  ce 
que  la  conductibilite  superficielle  est  aussi  lOO  ä  i  ooo  fois  plus 
petite. 

Le  contröle  de  cette  bypothese  lui  paraissait  accessible  ä  l'expe- 
rience,  enmesurant,  soit  directementou  par  leur  vitesse  de  chute, 
la  grosseur  des  grains. 

Peu  apres,  ses  reflexions  ont  recu  une  impulsion  nouvelle  par 
1  a  lecture  des  Memoires  de  J.  Perrin  sur  L'Electrisation  de 
contact  et  les  Solutions  colloidales  (Joiu  nal  de  Chimie  phy- 
sique,  t.  II,  1904,  p.  601  et  t.  III,  igoS,  p.  fio).  II  avait  Joint  ä  ses 
notes  photographiques  des  extraits  de  ces  Memoires  et  semble 
avoir  espere  j  trouver  le  moyen  de  penetrer  plus  avant  dans  le 
mecanisme  de  la  sensibilite  du  bromure,  comme  le  montre  la 
reponse  suivante  qu'il  fit  ä  une  demande  de  publication  plus 
complete  : 

Sion,  20  mars  1906. 

.  .  .  Je  ne  suivrai  sans  doute  pas  votre  conseil  de  rediger  mes 
procedes  photographiques.  Le  clou  nianque  encore,  ce  serait 
l'affairede  quelques  experiences  qui  fermeraient  le  cycle  en  forti- 
fiant  toutes  les  autres  conclusions  et  experiences,  le  procede  de 
ßurbank  (')  combine  avec  le  mien,  et  lionisation  deinontree  etre 
le  facteur  essentiel  de  cette  transformation  du  bromure.  J'ai 
horreur  de  publier  des  choses  mal  finies.  .  . 

(')  G.  Meyeh,  Physikal.  Zeitsclir.,  t.  I,  1900,  p,  6. 


XV. 

ÜBER  EINE  NEUE  METHODE 

ZUR  LÖSUNG  GEWISSER  VARIATJONSPRORLEME 
DER  MATHEMATISCHEN   PHYSIK. 


{Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
ßd.  CXXXV.  p.    r-6i.) 


EINLEITUNG. 


Die  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  erfordern 
durchweg  die  Darstellung  endlicher,  stetiger  Funktionen  in  vor- 
geschriebenen endlichen  Bereichen.  Nur  ausnahmsweise  gelingt 
hier  eine  Entwickelung  nach  Potenzreihen,  und  noch  seltener  ist 
dieselbe  im  ganzen  Bereich  numerisch  brauchbar.  Endlich  schei- 
tert, selbst  in  Fällen,  wo  die  Entwickelung  prinzipiell  möglich  wäre, 
ihre  Berechnung  häufig  an  dem  Umstand,  dass  sie  die  Lösung 
unendhch  vieler  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Un- 
bekannten erfordert.  Sehr  viel  besser  eiirnen  sich  Entwickelunoren 
nach  Polynomen,  Fouriersche  Fieihen  usw.  für  die  Darstellung 
einer  reellen  Funktion  w  (x,  j-, . .  . )  in  eitlem  gegebenen  Bereich, 
da  hier  für  die  Konvergenz  im  ganzen  Bereich  nur  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  usw.  gefordert  werden,  die  bei  den  Randwertauf- 
gaben meist  erfüllt  sind.  Bei  numerisch  gegebenem  w  bietet  die 
Bestimmung  der  Koeffizienten  eines  Polvnoms  Ky„=i  aQ-\-  a^  x  -\-... 
von  gegebenem  Grade  //,  derart,  dass  Wa  als  Approximation  von  w 
gelten  könne,  keinerlei  Schwierigkeit,  und  es  kann  die  Genauig- 
keit bei  genügend  grossem  n  unbegrenzt  gesteigert  werden.  Ist 
aber  w  als  Integral  einer  Diß'ei  enlialgleichung^  unter  gewis- 
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sen  Nebenbedingungen^  definiert^  so  gelingt  die  Berechnung 
der  Koeffizienten  «/  zunächst  nur  in  dein  sehr  speziellen  Fall,  wo 
eine  Integration  durch  rasch  konvergente  Polenzreihen  möglich 
ist.  Es  erheht  sich  die  Forderung,  die  angenäherte  Darstellung 
des  Integrals  im  ganzen  vorgeschriebenen  Bereich  durch  ein 
Polynom  von  gegebenem  Grade  n  auch  in  diesem  Falle  allge- 
mein durchzuführen,  in  der  Art^  dass  bei  wachsendem  n  die 
Genauigkeit  unbegrenzt  wachse,  so  dass  schliesslich  eine 
Entwickelung  des  Integrals  nach  Polynomen  resultiert. 

Dabei  wird  man  n  klein  wählen  kdnnen,  falls  die  Erfahrung 
uns  z.  B.  zeigt,  dass  die  gesuchte  Kurve  nur  schwach  gekrümmt  ist. 

Auch  Fourier-R^eihen  usw.  kiinnen  briiuchhar  sein;   allgemeiner 
kann  man  meist  derartige  Funktionen  'i,  ,   -Iv, , . . ,  -]>„  , .  . .  angeben 
dass  die  etwa  durch  Beobachtung  bekannte  Funktion  w  von  x,  JK,  •  •  • 
in  der  Form 

(l)  (V„=  (Lo-I-  «l']'l-H  «2<V2-H.  .  .-I-  Cla^n-, 

auch  wenn  n  klein  bleil)t,  durch  geeignete  Wahl  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten  «/  mit  genügender  Genauigkeit  dargestellt 
werden  kann.  Wieder  stellt  sich  die  eben  für  Polynome  aufge- 
worfene Frage  ein. 

Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  die  Angabe  einer  Methode 
zur  Bestimmung  der  ai  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  sich 
um  ein  Variationsproblem  handle,  eine  F'orderung,  die  ja  bei 
einer  grossen  Anzahl  physikalischer  und  mechanischer  Probleme 
erfüllt  ist.  Kann,  bei  geeigneter  Wahl  der  -j//^  die  Genauigkeit  mit 
wachsendem  n  unbegrenzt  gesteigert  werden,  so  ist  damit  die 
Integration  des  Problems,  und  zwar  in  einer  für  die  Anwendung 
besonders  brauchbaren  Gestalt,  geleistet. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  eine  unabhängige  Variable 
und  ist 


{V 


J  =    /     J\^\  «',  ^\  w",  .    ..  w''^*    dx 


das  zu  variierende  Integral^  so  lässt  sich  das  Verfahren  zur 
Berechnung  der  ai  in  folgender  allgemeiner,  wenn  auch  zunächst 
noch  etwas  unbestimmter  Form  aussprechen  : 

.Man  setze  den  Ausdruck  (i)  von  Wn   in  f  ein  Stelle  von  w; 
dann  wird  das  Integraleine  bekannte  Funktion  J«  (a, ,  «o  ?•••  ?  ^n) 
R.  i3 


194  CCLVRES    DE    WALTUER    RITZ. 

der  tti,  die  x  nicht  enthält.  Man  bestimme  die  ai  so,  dass  J„  ein 
Extremum  werde,  also  aus  dem  Gleichungssystem 

(3)  ^  =  o,  ^  =  o,  ...  ^=o. 

Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  '1/  so  gewählt  sind,  dass  w„ 
die  vorgeschriebenen  Nebenbedingungen,  soweit  dieselben  sich 
nicht  aus  der  Variation  selbst  ergeben  ('),  für  jeden  Wert  der  a, 
erfüllt.  Lässt  das  System  (3)  eine  und  nur  eine  Liisung 
a,  =  a/",  öo  =  y-.l",  •  .  . ,  «ft  =  y-fP  zu,  so  ist 

(4)  ^^n   i      ^'l/o+aV-'^-i-T-a'/'  6,  +  ...-^a</'  •>„ 

die  bestmögliche  Darstellung  von  tv,  falls  man  als  Mass  der 
Genauigkeit  das  Integral  J  selbst  betrachtet.  Dieses  wird  in  der 
Tat  bei  der  angegebenen  Bestimmung  der  «/  miiglichst  wenig  von 
seinem  exakten  Minimal-  oder  Maximalwert  J^"^  abweichen.  Da 
bei  physikalischen  und  mechanischen  Proljlemen  J  in  einfachem 
Zusammenhang  mit  wichtigen  Grössen,  nämlich  der  potentiellen 
und  kinetischen  Energie  steht,  z.  B.  im  Falle  des  Gleichgewichts 
gleich  der  ersteren  ist,  so  ist  es  wohl  berechtigt,  diese  für  den 
V^organg  wesentliche  Grosse  als  Mass  des  Gesamtfehlers  zu 
betrachten. 

Die  vorausgesetzte  Beschränkung  auf  eine  Variable  x  und  auf 
eine  unbekannte  Funktion  w  ist  natürlich  ganz  unwesentlich,  und 
es  erweist  sich,  wie  man  im  folgenden  sehen  wird,  diese  Methode 
der  Bestimmung  der  ai  sowohl  theoretisch  wie  auch  praktisch  als 
eine  durchaus  zweckmässige. 

Bei  den  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  handelt 
es  sich  meist  um  lineare  Differentialgleichungen.  Es  ist  dann  J„ 
eine  Futiktion  zweiten  Grades  der  ai  und  die  Gleichungen  (3 ) 
werden  linear.  In  allen  Fällen,  wo  unter  dem  Integralzeichen  J 
eine  deßnite  Form  steht,  —  wie  dies  insbesondere  bei  Gleichge- 
wichtsproblemen, beim  Dirichletschen  Problem  usw.  der  Fall 
ist  —  existiert  eine  und  nur  eine  Lösung  des  Systems  (3).  Die 


(')  Zu  dieser  lelzleren  Art  von  Bedingungen  gehören  z.  B.  die  an  den  freien 
Rändern  einer  elastischen  Platte  zu  erfüllenden  Gleichungen,  wie  aus  der 
KirchholTschen  Theorie  hervorgeht. 
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Werte  eines  solchen  Integrals  besitzen  für  alle  den  Bedingungen 
genügende  Funktionen  eine  obere  oder  untere  Grenze,  ob  sie 
wirklich  erreicht  wird,  bleibt  zunächst  unbekannt.  Bildet  mau 
nun  die  sukzessiven  Approximationen  (p,  =  -l^o  -+-  ^V  '}(  ', 
M^o  =  (]>o  +  2«,"' •];, -j- a!,-' '!/2  usw. ,  und  die  entsprechenden  Mini- 
malvverte  J',*",  J!,"',  J!,"', .  •  •  • ;  so  bilden  die  letzteren  eine  immer 
ab-  oder  immer  zunehmende  Reihe  von  Zahlen,  die  gegen  eine 
bestimmte  Grenze  konvergieren.  Es  zeigt  sich,  dass  die  Existenz 
dieser  Grenze  hinreicht  zum  Beweis,  dass  die  (V„,  oder  gewisse 
über  diese  Funktionen  erstreckte  unbestimmte  Integrale,  im 
ganzen  gegebenen  Bereich  gleiclimüssig  konvergieren.  Diese 
Konvergenz  findet  selbst  dann  statt,  wenn  die  'hi  z.  B.  gerade 
Funktionen  sind,  während  die  gesuchte  Lösung  w  eine  ungerade 
ist  :  in  diesem  und  ähnlichen  Fällen  konvergieren  die  Wu  gegen 
eine  andere  Grenzfunktion.  Besitzen  aber  die  'ht  die  oben 
erwähnte  Eigenschaft,  dass  sich  jede  beliebige  Funktion  w\ 
die  den  gestellten  Band-  und  Sletigkeitsbedingun gen  genügt, 
durch  einen  Ausdruck  der  Form  (i)  beliebig  angenähert 
darstellen  lässt,  nebst  einer  bestimmten  Anzahl  ihrer  Ablei- 
tungen, so  konvergieren  die  Wn  gegen  die  gesuchte  Lösung.Tiev 
Beweis  dieses  letzteren  Satzes  stützt  sich  im  wesentlichen  auf  die 
von  Herrn  Hubert  (')  gegebene  neue  Variationsmethode. 

Die  angegebene  Methode  sukzessiver  Approximationen  lehnt 
sich  also  aufs  engste  an  das  sog.  Diricliletsche  Prinzip  an;  in 
allen  Fällen,  wo  sie  anwendbar  ist,  gibt  sie  einen  Beweis  dieses 
Prinzips^  da  die  hier  getroffene  besondere  Auswahl  der  Funk- 
tionen, durch  welche  das  zu  variierende  Integral  J  immer  kleiner 
gemacht  wird,  wie  oben  bemerkt,  einen  Konvergenzbeweis 
ermöglicht. 

Die  numerische  Durchführbarkeit  und  der  praktische  Wert  der 
Methode  hängen  wesentlich  von  einer  geeigneten  Wahl  der  -];/  ab, 
die  natürlich  durch  die  Resultate  des  Experiments  oft  sehr 
erleichtert  werden  kann.  In  den  von  mir  berechneten  Beispielen 
(s.  unten)  sind  sie  durchaus  befriedigend. 

Die  Erläuterung  dieser  notwendigerweise  etwas  unbestimmten 


(')  D.  HiLBERT,  Ueberdas  Diricliletsclie  Prinzip.  {Festsc/iri/t  der  Kgl.  Gesellscli. 
der  Wissensch.  zu  Göltingen,  matli.-pkysik.  Klasse),  Berlin,  1901,  p.  17  ff. 
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allgemeinen  Betrachtungen  geschieiit  am  besten  an  Hand  einiger 
spezieller  Probleme;  dabei  wird  sich  gleichzeitig  zeigen,  wie  die  d»/ 
zu  wählen  sind,  damit  den  Rand-  und  Stetigkeitsbedingungen 
genügt  wird. 

i".  Als  erstes  Beispiel  geben  die  §§  1  bis  13  die  allgemeine 
Lösung  der  bisher  nur  in  sehr  speziellen  Fällen  behandelten 
Aufgabe,  die  Deformation  einer  ringsum  eingespannten, 
ursprünglich  ebenen  elastischen  Platte  von  gegebener  Gestalt 
unter  der  Einwirkung  gegebener  Druckkräfte  zu  berechnen. 

Es  ist  dies  Problem  äquivalent  mit  der  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

7  ■+-  'i-  — ; i  -i TT  ^  A  Aw  =  j  (x,  y), 

wo  y  gegeben  und  am  Rande  tv^o,  —  =:  o  vorgeschrieben  ist 
(n  =  Normale  zum  Rande). 

2°  §  13  und  §  14  enthalten  die  Lösung  des  Diricliletschen 
Problems    in   seiner  klassischen   Form.     Es    soll   die   Gleichung 

A(v=o    unter    der    ^  oraussetzune:     der    Stetigkeit    von   w.   — > 

^  °  i)X 

—  und  bei  i;ei2:ebenen  Randwerten  iv  erfüllt  sein. 

Oy  »    Ö 

Die  Beschränkungen,  die  hierbei  der  Gestalt  der  Randkurve 
und  den  gegebenen  Funktionen  y,  iv  auferlegt  werden  müssen, 
sind  sehr  allgemeiner  Natur  und  für  die  Anwendungen  durchaus 
unwesentlich. 

3"  §  lo  enthält  die  Anwendung  der  Methode  auf  gewöhnliche 
lineare  DiJJ erentialgleichun gen  mit  variablen  Koeffizienten, 
die  aus  einem  Variationsproblem  entspringen,  wobei  die  Werte 
des  Integrals  und  e\entuell  einiger  Ableitungen  an  den  Endpunkten 
des  Intervalls  a  . . .  b  vorgeschrieben  sind. 

4".  Endlich  zeigt  die  Anwendung  auf  die  schwingende  Saite, 
§  16,  dass  auch  in  Fällen,  wo  der  oben  angedeutete  Kon\ergenz- 
beweis  versagt,  die  Methode  numerisch  sehr  brauchbar  bleibt  und 
sich  zur  Berechnung  z.  B.  Chladnischer  Klangfiguren  usw.  wohl 
eignet. 

In  der  Mechanik  werden  bei  Anwendung  des  Hamiltonschen 
Prinzips  auf  ein  endliches  Zeitinlervall  die  Gleichungen  (3)  im 
allgemeinen  nicht  linear,  und  die  Berechnung  höherer  Approsi- 
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mationen  ist  dadurch  sehr  erschwert.  Kennt  man  aber  eine  genü- 
gend angenäherte  Lösung,  so  wird  man  in  diesem,  \vie  auch  in 
andern  Fällen,  die  Methode  nur  auf  die  Berechnung  der 
Korrektionen  anwenden  und  sich  dabei  auf  die  quadratischen 
Gbeder  in  der  Entwickeking  von  J,^  (<7,,  «o,...,  a«)  in  der  Um- 
gebung der  Nullwerte  der  \  ariablen  beschränken  können. 

Sind  geeignete  Bedingungen  im  Unendlichen  vorgeschrieben, 
die  von  den  '^/  erfüllt  werden,  so  dass  das  über  ein  unendlich 
ausgedehntes  Gebiet  erstreckte  Integral  J  und  die  J«  endlich  blei- 
ben, so  kann  die  Methode  ebenfalls  angewendet  werden. 

Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dass  die  'i>/  in  verschiedenen 
Gebieten  verschiedene  analytische  Funktionen  sein,  bzw.  durch 
verschiedene  Ausdrücke  gegeben  sein  können^  falls  nur  auf  der 
Grenze  zweier  solcher  Gebiete  gewisse  Stetigkeitsbedingungen 
/siehe  z.  B.  §  2)  erfüllt  sind.  Hierin  liegt  für  die  iVnwendung  auf 
experimentelle  Ergebnisse  unter  Umständen  eine  grosse  Erleich- 
terung. 


Deformation  einer  am  Rande  eingespannten  elastischen  Platte 
unter  dem  Einfluss  eines  gegebenen  Normaldrucks. 

§  i- 

Wir   behandeln    zunächst   das    Problem    der    Integration    der 
Gleichung 

d*  w  d'* »'  d^  w 

wobei  auf  dem  Rand  L  des  gegebenen  Gebiets  R  die  Bedingungen 
zu  erfüllen  sind 

—  dw 

(6)  c.  =  o,  —  =o 

und  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  (v  und  seinen  Ableitungen 
bis  zur  4-  Ordnung  in  R  und  auf  L  gefordert  wird. 

Das  Problem  reduziert  sich,  wie   man  ohne   weiteres   einsieht, 
darauf,  das  Integral 

(7)  i=JJ]^-{\^vY-f{x,y)^']^dS, 
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welches  über  die  ganze  Platte,  d.  h.  das  ganze  Gebiet  R  zu 
erstrecken  ist,  unter  den  erwähnten  Bedingungen  zu  einem  Mini- 
mum zu  machen.  Es  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  J  die 
potentielle  Energie  der  Deformation  (')  und  /  der  auf  die  Platte 
pro  Flächeneinheit  ausgeübte   Druck.   Von  /  setzen  wir  voraus, 

dass  es  endlich  und  stelig  ist,  und  dass  — ^»  -7=^  endlich  sind. 

°        '  ox    oy 

Die  Ausdehnung  der  Greenschen  Sätze  auf  die  Gleichung  (5) 
hat  Malhieu  (-)  gegeben. 

Sind  U,  V  zwei  im  Gebiete  R  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur 
dritten  Ordnung  inkl.  stetige  Funktionen,  so  gilt 

r  Au  AAV  — VAAU)t;S 

./,    \        ön  ein  (In  ön   I 

wo  n  die  äussere  Normale  der  Berandung  L  bedeutet. 
Es  sei  (a,  b)  ein  Punkt  im  Innern  von  R  und 


wir  setzen  V=  r-  log/".  Diese  Funktion  spielt  hier  dieselbe  Rolle 
wie  logr  in  der  Potentialtheorie.  Dann  ist 

—  8-;rU(a,6)=    C   TrS  logr  A  AU  c?S 
r' 

dAU        (^(rMog/-) 


/[ 


r-  log;  r 


ön  ön 


AU 


+  4  log  r  3—  —  4       ^_^      U     äs. 


dn  ön 

Ist  also 

AAU  =  fix,  y),  U  =  o,  — -  =  o  auf  5, 


(')  Der  Kirchhoffsche  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  der  Platte  enthält 
allerdings  noch  ein  weiteres  Glied,  welches  aber,  wie  zwei  sukzessive  partielle 

—  ö  w 

Integrationen  zeigen,  im  Falle  w  =  o,  — —  =  o   identisch  verschwindet. 

an 

(^)  Mathieu,  Journal  de  Liowyille,  t.  XIV,  p.  878,  1869;  Theorie  du  potentiell 

Kap.  III,   p.  70;  Paris,    1890;    vgl.    auch   W.    Voigt,    Kompendium    der   theor. 

Physik,  t.  I,  p.  206,  Leipzig,  iSgö. 
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SO  gilt 


-8-{j(a,b)=    f   f  r^'  \o<ir  fix,y)  r/S 


^  f     AU 


, ,,  Oi  r-  lo<T/-)        ö\\] 
im  ün 


.Mogrj 


ds. 


Ist  {a,  b)  ein  innerer  Punkt,  so  kann  man  das  Linienintegral 
beliebig  oft  unter  dem  Integralzeichen  dilTerentiieren  ;  das  Flächen- 
integral  kann  dreimal  ebenso  differentiiert  werden,  ohne  dass 
seine  Konvergenz  im  Punkte  (a,  6)  aufhört.  Um  Derivierte 
höherer  Ordnung  zu  erhalten,  kann  man  eine  Methode  von  Rie- 
mann  (')  verallgemeinern  : 

Es  ist 

-^    fJ,--logr/(u:,r)dS==       f  f±r^-\ogr./dS 

^-ff^ir-Uogr)fdS 

=  —   /   r-  \og  rf  cos  nx  ds  -h   1     1  r^\ogr-^—dS, 
"^  R 

wobei  Y-  endlich  und  /  stetig  sein  muss.    Durch  Wiederholung 
dieser  Transformation  erhält  man  den  Satz  : 

Wenn  : —  (/>  z=  o.  i ,  2  .....  u.;  g  ^=  o,  i  ,  2  , . . .,  v)  endlich 

d  xJ'  0  yf  ^'  '       '         '  r '    V  5      5       1         T     j 

(y  li.  -1-  V     / 

und  stetio  sind  —        ..  ,"•   braucht  nur  endlich  zu  sein  —  so  erhält 


oxv-öy 

man  auf  diese  Weise  die  entsprechenden  Ableitungen  \on 
U  nach  a  und  b;  ferner  kann  man  von  jeder  so  berechneten  Ablei- 
tung noch  die  Ableitungen  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung 
durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen,  ohne  Transfor- 

i)  U I'  ~^  7 

mation,    erhalten.    Alle   Ableitunoren .<iind    stetig-  und 

'  ^  öxi'  öy'i  ^ 

endlich,  wenn  />S[ji.4-3;  ^^v  H-3;/»-H  ^£pL-f-v-t-3  .sind. 
Man  hat  ebenfalls 


C  Tau  AV  dS=  C  I  VA  AU  dS  ^  C  (\[j 


£V 


( ' )  RiEMANN,  Sciuvere,  Elektrizität  u.  Magnetismus.^  lierausgeg.  von  Hattendorf. 
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Wendet  man  dies  auf  die  Variation  von  J  an 


-ff 


(  A»'  SAh-  —  Z'ow)  rfS, 


wobei  U  =  iv,  V  =  oa'  zu  setzen  ist.    so  ist   auf  L  wegen  w  =  o. 


Oa 


—  z=o  auch  oiv  =  o,  — ^  =  o,  und  es  ergibt  sieb 


ii/i 


0  II 


li  =    f    f  (\\w  —  f)hv 


dS, 


also  die  Gleichiing  (5.).  Jede  Lösung  dieser  Gleichung  entspricht 
offenbar  einem  wirklichen  Minimum  von  J. 

Ferner  besitzen  die  Werte,  die  J  für  l)eliebige,  den  Sleligkeits- 
uud  Piandbedingungen  genügende  Funktionen  iv  annehmen  kann. 
eine  untere  Grenze  (die  nKiglicherweise  allerdings  niciil  wirklich 
erreicht  «irdV  Denn  setzt  man 


=   f   n_(A(r,)-^-/«'i 


H'(rt,  b)  =  (t'i  -r-  Wa, 

/l' 

1 
so  ergibt  sicli 
und  auf  L  : 

Somit  wird  tier  Ausdruck 


</S 


-   I    \  w, Au'i     eis. 


A  A(i'9  =  o 


~ön' 


J  =  /^/[^  ^  ^-^  -  Au,  A..,-,/Y»,-^  u.,)]  ^S 


weiren 


R  '  "^     ' 

eich 


Oll   ; 


ds 


ds 
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Somit  ist  J  ^  Jo,  womit  die  Existenz  einer  unteren.  Grenze  nach- 
gewiesen ist. 

Die  Losung  von  (5)  unter  den  gegebenen  Bedingungen  ist 
eindeutig  bestimmt,  da  die  Ditlerenz  zweier  Lösungen  tv,  w'  er- 
geben würde  . 

,  ,  dw        dw' 

A  A(  w  —  w  )  ^  o,  w  —  w  =  o, =  o  aui  L, 

on  ön 

woraus  durch  Multiplikation  mit  w —  iv'  und  Integration 

[A((r  —  H'')J  r/S  =  o. 


//' 


Es  ist  somit  \  (iv  —  w')  ^  o  in  R,  und  da  w  —  iv'  =  o  auf  L, 
ist  überall  w  —  iv'  =  o. 

Ich  beschliesse  diese  vorbereitenden  Sätze  durch  die  Bemer- 
kung, dass  aus  w  =  o  auf  L  fol«!  —  =  o  ;  und  da  auch  —  :^  o,  so 


div        dw         ,  ^        dw         ,         ^  dw  .  , 

—  =  -^—  cos(«,  X)  -i cos(s,  X)  —  o,  —  =  o  aui  L. 

öx        ön         ^     '     -'        OS         ^   '     ^  '  oy 

§  2. 
Sei 

eine   unbegrenzte  Reihe  von  Funktionen,   die   folgenden    Bedin- 
gungen genügen  : 

i".  Sie  sind  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Platte  Fi  und  auf 
deren  Rand  L  eindeutige  endliche  und  stetige  Funktionen  von  x 
und  j'.  Gleiches  gilt  von  ihren  Ableitungen  der  Form 


ÖX'"  Öf 


( /?i  =  o,  I,  -2,  3 ;  n  =  o,  I,  2,  3  j, 


die  im  folgenden  eine  wichtige  Rolle  spielen  und  die  wir  abkür- 
zend als  IlaupLabieitungen  bezeichnen. 

2".   Auf  L  ist  für  jedes  i.  'i>,  =  o,  — ^'  =  o. 
J  '    '  ^    on 

3°.   Sei  ^  eine  beliebige  nebst  ihren  Hauptableitungen  endliche 

und  stetige  Funktion,  welche  überall  gleich  o  ist  ausser  in  einem 

Rechteck  p,  welches  ganz  innerhalb  \\  liegt,  und  dessen  Lage  und 
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Grösse  willkürlich  bleiben.  Wir  setzen  voraus,  dass  man  die 
Koeffizienten  a«  und  den  Index  m  im  Ausdruck 

SO  wählen  kann,  dass  ^  —  X,„  und  seine  Haiiptableilungen  in  R 
und  auf  L  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  bleiben  als  eine 
willkürlich  gegebene  Gi^'Jsse  =: .  Man  kann  also  eine  Reihe 
^(,  ^o?'--,  Cm  >  •  •  •  von  Funktionen  angeben,  die  gleichniässig  in  R 
gegen  C  konvergieren,  ebenso  wie  ihre  Hauplableilungen.  (Diese 
Annahme  fordert  also,  dass  die  ■]/,.  die  Eigenschaft  der  F^oljnome, 
Fourier-Reihen  usw.  besitzen,  eine  willkürliche  Funktion  dar- 
zustellen.) 

4°.  Eine  Summe  der  Form  X^m  kann  nur  dann  in  R  überall 
identisch  verschwinden,  wenn  a,  =  ao  =  . . .  =  a^j  =  o. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  wie  bei  gegebener  Berandung 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome,  Fourier-R^eihen  usw. 
es  gestatten,  solche  Funktionen  -J/,- zu  bilden. 

Um  nun  die  gesuchten  sukzessiven  Approximationen  zu 
erhalten,  haben  wir  nur  den  Ausdruck 

iV,n  =  ai  'ii  +  a2  '1^2  +  •  •  •  +  a-m  '\'m 

an  Stelle  von  w  in  das  Integral  J  zu  setzen;  sei 
(8)  ^'"^f  I   \l(^'^"'y-ß'"'\  ^S, 

R 

dann  ist  J„j  eine  Funktion  zweiten  Grades  der  «/,  die  \on  x, 
y  unabhängig  ist, 

}n       m  m 


1       1 


wo 


7<^S 


(lo)  :,p=JJf(x.y)^,,d^. 


-IS 
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Wir  wählen  die  ai  in  der  Weise,  dass  J„i(a,,  «2,  •  •  •  «W  ein 
Minimum  wird,  so  dass  also 

in 

(II)  ^^m(^i>=^^  (q  =i,-i,  ...,m). 

Die  quadratische  Form 

»i       m 

ist  stets  positiv  und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  ^w„,  =  o  m  R. 
also,  wegen  «v„,  =  o  auf  L,  wenn  (V,„  identisch  gleich  Null  isl. 
Daraus  folgt  nach  4",  dassa,,  ao,  . . . ,  a,n  sämtlich  verschwinden 
müssen,  falls  Q  =  o  sein  soll. 

Da  nun  J,„ ,  wie  wir  gezeigt  haben,  eine  untere  Schranke  h 
besitzt,  so  folgt,  dass  In  ein  Minimum  für  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Wertesystem  der  cn  erreicht,  die  Gleichungen  (i  ij 
also  stets  und  nur  in  einer  Weise  lösbar  sind,  d.  h.,  dass  ihre 
Determinante  von  Null  verschieden  ist. 

Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass  auch  in  F  allen,  wo  Jm  («i ,  «2,  •  •  •  ?  «/«) 
eine  allgemeinere  analytische  Form  hat,  das  Minimum,  falls  es 
existiert,  nach  einem  bekannten  Satz  auch  wirklich  erreicht  wird, 
so  dass  sich  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Parametern  nie  die 
Schwierigkeit  einstellt,  die  dem  Dirichletschen  Prinzip,  wo  die 
Anzahl  der   Parameter    als    unendlich    betrachtet  werden    kann, 

anhaftet. 

Sei  d'  w  das  totale  DitTerential  von  w  in  bezug  auf  die  a/,  und 

in 

1 

wo  die  \p  willkürlich  sind;  dann  kann  man  dap  =  z.  Ap  setzen 
(£  =  unendHch  kleine  Grösse),  so  dass 

d'  W,n=  z'C.m 

ein  Ausdruck  von  derselben  Form  wie  Wm  ist.  Es  ist 

m 
(,5j  d'}  =^  —  da,,=  o=   l'    C(llV,nld'»',n-fd'iV,n)dS, 
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woraus,   wegen  der  von  den  '}/  erfüllten  Grenzbedingungen,   und 
unter  Wegiassung  des  Faktors  z  folgt 

oder  auch 

Setzt  man  insbesondere  ^„i=  (v,„,  so  gibt  (i3) 

/     /  [( \iv ,„)- —  ßv ,„]  dS  =  o 

so  dass,  nach  (^) 

(i5)  MinJ;„=  J^»'  =  — ;^    C   f(Mv,„y-dS. 

R 

Ebenso  wird  man  eine  neue,  dem  Index  m  -f-  /?  >>  m  ent- 
sprechende Approximation  finden,  mit  einem  neuen  Wertsystem 
a-  der  «/.  Ist 

a'p —  «/,  =  t,,         ( p  =  !,  1,  .  . .  m), 

a'p  =  £/,         für        /j  =  «i  -I-  I  -!- . .  .  ^-  /?i  -f-  n, 


Ifl  +7J 

' in-i-n         **'/«  ^^^  '-^inn  ^^     /  ,   -/;  V/m 
1 


^in  +  n —     /  ,   '^pWp-! 


so  gilt  ebenso  für  das  neue  Minimum  .T,*fi,j 

und 

o=   /     /   [(An'„;— Ao,„„)  A^„,^„  — /r,„4-„]  <iS. 

Setzt  man  in  letzterer  Gleichung  insbesondere  A'^  =  s^, 
d.  h,  "^m  +  u  =  'j'mn,  SO  folgt  ciuc  ueuc  Gleichung,  welche,  in  (i6) 
eingesetzt,  ergibt 

07)  y.?.u^y,v-\JJ(A'imnr-d^. 
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Die  Grössen  J,"'\  J^"', . . .  bilden  also  eine  nie  zunehmende, 
unbegrenzte  Zahlenreihe,  wie  a  priuri  zu  erwarten  war.  Da  sie 
aber  grosser  als  J,,  bleiben,  besitzen  sie  eine  Grenze  J°' ^  Jo,  und 
man  kann  eine  Zahl  M  so  bestimmen,  dass,  \\enn  m  >■  M  undrj 
eine  noch  so  kleine,  \orgegebene  Zahl  ist,    für  jedes  n 

Aus  dieser  Ungleichung  lässl  sich  nun  die  Konvergenz  unserer 
sukzessiven  Approximationen  ableiten. 


Ist 


§3. 


y/-^ 


so  ist  nach  ( i8) 

('9)  /     /  (Acpj2f/S  <i. 


Es  ist  aber  identisch 

(20)  tp(«,  6)  = I     flo-rl'odS 

R 

für  jeden  inneren  Punkt,  weil  das  Zusatzglied 


/■(,o 


do  c)Um 


(     \  d/i         '      dn 


ds. 


welches  im  allgemeinen  hinzukommt,  hier  gleich  Null  ist  wegen 

^  =  o,  —  =:  o  auf  L.  Sei  D  das  Gebiet,  in  welchemjlog  /-[^lA-^l, 

und  D'  dasjenige,   in  welchem  |Aa|<  log/-  (letzteres    enthält  den 
Punkt  a  b),  dann  ist 

2^  1  'f  1  <ff\  '"S'-  I  !  Ao  I  ^S  <   r   r(Acp)2  dS+   f  fOogry  dS 

K  D  D 

<JJ{\^y-dS-^  f  f\og^-rdS. 
R  ^    n 

Das  letzte  Integral  ist  konvergent,  wie  man  durch  Einführung 
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von.  Polarkoordinaten  sieht,  wobei  /•  log-  /•  für  /•  =  o  gegen  Null 
konvergiert;  es  hängt  von  (a,  b)  ab ;  ist  K.  sein  grösster  Wert  in  R, 
so  wird  endlich 

und  somit 

II  ,       I  —  K     - 

I  'imn  1  =  i  'f  m-H«  —  <*'m  I  <  [T"  V  'i- 

Die  Zahl  — ^—  yr^  ist  sowohl  \on  x^  wie  von  y  und  von  n  un- 
abhängig; sie  kann  kleiner  als  jede  vorgegebene  Zahl  e  gemacht 
werden,  da  man  wegen  der  Konvergenz  von  J  "*  immer  M  so 
wählen  kann,  dass 


(i+K)--= 


Dann  ist  für  jedes  m  >>  .M  und  jedes  /?,  x  und  r  :  |  w„ij^„  — ■  Wm  \  <.  =■• 
Hieraus  folgt  der  Salz  : 

Die  Funktionsreihe  ^v^,  cPai  »^'sv  konvergiert  gleichniässig 
im  ganzen  Gebiet  R  gegen  eine  Funktion  w  (x,  y),  welche 
somit  in  R  stetig  ist,  und  auf  dessen  Rand  S  verschwindet. 

Damit  ist  zwar  die  Konvergenz  unserer  sukzessiven  Approxima- 
tionen bewiesen;  da  wir  aber  von  der  ^^o^aussetzung  (3)  i)isher 
keinen  Gebrauch  gemacht  haben,  wird  die  Funktion  w  von  der 
gesuchten  Lösung,  bei  besonders  unzweckmässiger  Wahl  der  -J;/, 
möglicherweise  sehr  verschieden  sein.  Hat  man  für  die  'In  z.  B. 
gerade  Funktionen  gewählt,  während  die  Lösung  eine  ungerade 
Funktion  ist,  so  kann  w  natürlich  nicht  die  Lösung  sein.  Es  ist 
aber  bemerkenswert,  dass  der  blosse  Umstand,  dass  wir  die 
unendliche  Anzahl  Konstanten,  über  d.e  wir  verfügen,  nach  dem 
anireoebenen  Schema  bestimmen,  für  sich  aliein  schon  unter  allen 
Umständen  die  Konvergenz  erzwingt.  Dass,  wie  wir  zeigen  werden, 
die  richtige  Grenzfunktion  w  herauskommt,  falls  die  w„i  nach 
Analogie  der  Poljnome,  der  Fourier-Reihen  usw.  nahezu  belie- 
bige Funktionen  darzustellen  vermögen,  ist  von  vornherein  zu 
erwarten.  Diese  Bedingung  ist  aber  keine  notwendige,  besonders 
wenn  es  sich  nur  um  die  Erreichung  eines  bestimmten  Masses  von 
Genauigkeit  handelt:  es  kann,  wie  bei  semi-konvergenten  Reihen, 
für  ein  bestimmtes  ni  ein  Optimum  der  Annäherung  stattlinden. 
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Bei  numerischen  Anwendungen  hat  man  meist  nicht  dafür  zu  sor- 
gen, dass  der  gemachte  Ansatz 

(21)  «1^1-1- «2 '■t'a -+-•••  + «/i'-l^/j 

jede  Funktion  beliebig  genau  interpoliere,  sondern  dass  er  eine 
Funktion  von  der  Art  der  gesuchten  Lösung,  und  mit  der  vorge- 
scliriebenen  Genauigkeit,  darzustellen  imstande  sei. 

Aus  dem  Umstände,  dass  das  Integral  (i8)mit  wachsendem  m 
unendlich  klein  wird,  kann  man  natürlich  keineswegs  darauf 
schliessen,  dass  auch  der  Integrand  (A 'j,„„)- ==  (A  (v„j^.„  —  Aw„j)2 
diese  Eigenschaft  besitze,  und  somit  dass  die  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  ebenfalls  konvergieren.  Allerdings  wird 
man  aber,  bei  Polynomen  usw.,  in  den  in  der  Anwendung  vorkom- 
menden Fällen  kaum  auf  Funktionen  geführt  werden,  die  in  ein- 
zelnen Punkten  endlich  bleiber,  im  grössten  Teil  des  Gebiets  R 
aber  unendlich  klein  werden,  wie  dies  nötig  ist,  damit  das  Integral 
ebenfalls  unendlich  klein  sei.  Es  wird  vielmehr  der  Integrand 
selbst  klein  bleiben,  und  somit  werden  auch  die  ersten  und  zwei- 
ten Ableitungen  durch -—^,  ...,  beliebig  angenähert  dargestellt 
sein.  Kann  aber  jede  den  Rand-und  Stetigkeitsbedingungen  genü- 
gende Funktion  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen  in- 
nerhalb R  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (21)  und  seine 
Ableitungen  beliebig  genau  dargestellt  werden,  so  kann  die  untere 
Grenze  der  J,'"'  nicht  verschieden  sein  von  der  unteren  Grenze 
von  J  für  beliebige,  den  Bedingungen  genügende  Funktionen,  und 
die  Grenzfunktion  <v'  ist  in  diesem  Falle  die  gesuchte  Lösun^. 

Im  folgenden  werden  wir  durch  Hinzuziehen  der  noch  nicht 
benutzten  Bedingung  3"  Seite  201  den  strengen  Beweis  erbringen, 
dass  lim  w,n  die  gesuchte  Lösung  ist.  Diese  Bedingung  3°  fordert 
allerdings  etwas  mehr  als  für  die  numerischen  Anwenduno-en  im 
allgemeinen  nötig  ist. 

Es  lässt  sich  zunächst  noch  allgemein  zeigen,  dass,  unter  a.  Sein 
innerer  Punkt  von  R  verstanden,   auch  die  Grenzwerte  existieren 


lim   -—    /      w,nclx=--    /      w  dx , 


Hm    —    /      w,„  dy  =  —    j     w  dy. 
m  =  *dxj^  -"         dxjo 
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Der  Beweis  beruht  wieder  darauf,  dass 


r 


dx. 


L    ox   -^ 


in  welchen  die  Integralionswege  or  . .  ^,  |j.  .  .y  innerhall)  Pl  liegen, 
infolge  von  (  19)  kleiner  als  bestimmte,  von  der  Gestalt  der  Platte 
allein  abhängige  Zahlen  bleiben.  Denn  man  kann  (20)  unter  dem 
Integralzeichen  zuerst  nach  a  integrieren,  dann  nach  h  difleren- 
tiieren;  nun  ist 


^.r- 


,                            a  —  X  a  —  X 

(rr  da  =  arc  lang:  -, arc  lang 


b—  y 


b-y' 


und  zwar  auch  wenn  der  Integrationsweg  durch  den  Punkt  x  =  «, 
y  =^  b  führt,  falls  nur  a  und  a  verschieden  sind.  Da  die  rechte 
Seite  stets  <  2  -  bleibt,  so  folgt 


/      ■:;ia,b)da     </     /   |  Ao  |  r/S. 


Man  zerlege  wieder  R  in  ein  Gebiet  D,  in   welchem  |  A  es  |  ^  i ,  und 
ein  solches  D',  in  welchem  j  A  es  |  >  i  ist;  dann  folgt 

f  j\  A-f  I  dS  <    j     jdS  <  Oberfläche  von   R, 
J  f\  A9  I  c/S  <  J  f\  A'^  \-^dS<i, 


somit 


d 
ab 


<C  I  -T-  Oberfläche  von  R, 


/      '^{a.  b  )  da 
womit,  wie  oben,  der  Konvergenzsatz  für 

—    /      w„i  dx,  —-    /      «•„,  dy 

bewiesen  ist.  Dass  die  entsprechenden  Grenzfunktionen  \on 


(22j 


w  dx. 


d 
Ox 


(iv  dy 
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nicht  verschieden  sind,  und  somit,  wenn  auch  vielleicht  nicht  (v,  so 
doch  über  iv  erstreckte  Integrale  erste  Ableitungen  besitzen,  ist 
unmittelbar  einleuchtend,  da  wegen  der  Gleichförmigkeit  der 
Konvergenz  für  jedes  Rechleck  innerhalb  R 

/     dy  Um     (      -—^dx=\\m      /      [w,„{  x,y)  —  ^„.{x,  f^ )]  c/x 
Jß  '"  =  "  Ja.        -^  '"  =  *  Ja. 

=  I      [w(x,f)  —  iv(x.,  ^  )]  dx. 
•  3. 

Da  der  Difierentialquolient  nach  y  der  linken  Seite 


Hill 

III  =    OC 


,[■■"- 


djK 


dx 


existiert,  folgt,  dass  auch    /      (v  [x,y)  dx  nach  r  differentiierbar 

a 

und  gleich  dem  gesuchten  Grenzwert  ist.  Doch  darf  möglicher- 
weise die  Reihenfolge  der  Diü'erentiation  und  Integration  in  (22^ 
nicht  vertauscht  werden. 

Ebenso  folgt  allgemeiner  aus 


/ 


ds 


I     fy^dS    <    r    r|A'f|f/S  ^Ijestim. nie  Zahl 


durch  Anwendung  auf  ein  innerhalb  R  liegendes  Gebiet,  welches 
durch   ein    Kurvenslück    /    und  zwei    Parallelen    zu  den  Achsen 


begrenzt  wird,  dass 


/ 


(j/i 


ds  <;  bestinimle  Zahl 


ist,  da  gleiches  für  die  Parallelen  zu  den  Achsen  schon  gezeigt 
worden  ist.  Dabei  kann  auch  /  ein  Teil  von  L  sein.  Es  existiert 
also  auch  die  Grenze 


ds 


div, 


und  sie  ist  gleich  iNull  auf  L,  da  hier  — -^  =  o  ist  für  jedes  m 


Ö/l 


i4 


ÜEUVUKS    Dli    WAI/niEK    RITZ. 


§    4. 

Es  ist  mm  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  über  die  -]>,  die  in  §  2 
linier  3"  gemachte  Voraussetzung  heranzieht,  die  Grenzfunklion 
w  wirklich  die  geauchte  Lösung  ist.  Zu  diesem  Zweck  bediene 
ichmicli  der  von  Herrn  Hubert  (')  angegebenen  V^ariationsmethode, 
in  etwas  veränderter  Gestalt. 

Seien  (a,  ^ij,  {x.,  y)  innere  Punkte,  und  sei 

^mi^,j)=  II  w,„(x,y)dx^  dy^\ 

-'a     ''x     ''oL     ^p     --''^     -'[i 

F=/'      f      f      ['  f      ['       f{x.y)dx^dy\ 
woi'aus 


dx''  öy'-^  i)x^  öy^ 

Das  rechteckige  Integralionsgebiet  kann  zum  Teil  über  R  hinaus- 
ragen ;  wir  haben  bisher  «',«  und  ^/nur  innerhalb  R  definiert,  und 
setzen  nun  fest,  dass  bei  dieser  Integration  ausserhalb  R  überall 

W„i  =  o,  /  =  o 

1  •         T-l  I        •  1-1  4    11-  <>iV„i  d  lV.„i         .        j 

sei;  die  hunktion  (V,„  und  ihre  Ableitungen t  — r —  sind  somit 

'  °  fJx  dy 

in  der  ganzen  Ebene  stetig,  da  sie  auf  dem  Rande  L  verschwinden. 

iNach  den  Sätzen  von  §  3   konvergieren  für  ni  =  co  sowohl  L,,, 

wie  seine  Ableitungen  bis  zur  4-  Ordnung   einschl.  gleichmässig 

ffesen  stetige  Funktionen  U,  —  i  •  •  •  -—7--  Gleiches  gilt  noch  von 

^5    ö  ö  '  .'JX  dx'  ^ 

Uie  Ableitungen  — 


öx*  0 y^    ü y'*  öx'^    dx'*  üy    0 y*  öx  ^        öx'*  d y'^  öx 

-— T-7-T=  —. —  '   .    ,   ,    ,  =  «^„  Sind  auf  L  gleich  INuli. 
dy*  öx^         Oy      dx^  0 y*  ^ 

Die  Gleichung  (i3)  lässt  sich  nun  schreiben 

K 

(')  D.  HiLBERT,  Das  Diricidetscke  Prinzip,  a.  a.  O. 
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Über    die    Konvergenz    der    Ableitungen,     die   in    diese    Formel 
eintreten,  wissen  wir  nichts. 

Durch  partielle  [ntegrationen,  die  den  in  der  Variationsrechnung 
gebräuchlichen  gewissermassen  entgegengesetzt  sind,  transfor- 
mieren wir  daher  diesen  Ausdruck  in  die  Summe  eines  Linien- 
integrals und  eines  Flächenintegrals  der  Form 


(■^4)  ffi^^^'n-F)T^^-~^.dS. 


Hierbei  gibt  das  Glied  ,    .   /" .,  — ~  von  (28)  das  Linienintegral 


IX 


ix'"  d y-' 
cosnx  '   ' 


j^  l^dx''  dy'^    dx-  \      dx*  dy-    dx'^         dx*  dy  dx^  dy 


dx'*     dx'^ 


in  welchem  das  erste  Glied  gleich  Null  ist,  [während  die  andern 
in  diesem  Ausdruck  \orkommenden  Ableitungen  von  V',„  konver- 
gieren. 

Das  Glied 


/[ 


1  0'  u„,   d-^  r,.„ 

gibt 

dx'"  dy^     c*  T-2 

d'-i:„,          d'>V,„ 

o-'U 

■     —{_   I   C0S(  /l.  X) 

dx*  dy'*    dy'''  dx^  dy*  dx  dy'^        dx-  dy'*  dx-  dy^  '  ' 

_  _d^V, 
dx 


■*ü,..       dK„  .  ]    , 


und  es  gilt  dieselbe  Bemerkung  für  dieses  und  ebenso  für  die 
anderen  Glieder.  Im  übrigen  treten  nur  die  Hauptableitungen  von 
^,„  auf.  Im  Flächeninlegral  (a4))  welches  sich  durch  diese  Umfor- 
mungen ergibt,  konvergieren  ebenfalls  alle  Ableitungen  von  Um- 
Von  t„i  und  seinen  Hauptableitungen  endlich  dürfen  wir  nach 
Voraussetzung  (3°)  in  §  2  annehmen,  dass  sie  gegen  die  dort  defi- 
nierte Funktion  "C,  und  ihre  Hauptableitungen  gleichmässig  konver- 
gieren, wobei  die  Wahl  von  Z  noch  willkürlich  bleibt.  Unter 
diesen  Umständen  kcinnen  wir  zur  Grenze  m  :=  00  übergehen. 
Nach  der  Definition  von  Z,  verschwindet  das  Randintegral,  und  es 
bleibt 
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Auf  dieses  Integral  lässt  sich  unmittelbar  der  Hilberlsche 
Hülfssatz  (a.  a.  O.  §  -i)  anwenden.  Dieser  Satz  besagt  folgendes. 
Wenn  i  eine  Funktion  von  x  ondy'isi,  die  innerhalb  eines  Recht- 
ecks 0  den  Bedingungen  genügt  : 

i".  Sie  ist,  nebst  ihren  Hauptableitungen  innerhalb  p  und  auf 
dessen  Seiten  endlich  und  stetig. 

2".  Auf   den  Seiten,   die  parallel  der  ^-Achse  sind,  ist  o^  o, 

— ^  =  o,    - — -  =  o  :  auf  denieniffen,  die  parallel  )'  sind,  ist  's  =  o, 
dy  Oy-  J        o       .  I  .  i  ' 

— ^  =  o,  — i  =  u  und,  wenn  ferner  F  ix,  y)  eine  Funktion  bezeich- 

net,    die    in    o    einschliesslich    der    Seiten    stetig     verläuft,    und 
endlich  das  über  p  erstreckte  Integral 


/■/' 


"'■'    rfS 


üx'  dy 


für  alle  diesen  Bedingungen  genügenden  Funktionen  '^  verschwin- 
det, so  hat  F  notwendig  die  Form 

F   =:  X  -H  X'jK  -H  X"jk2-^   Y  -f-    \'X  -r-  Y"X^, 

in  welcher  X,  X',  X"  stetige  Funktionen  \on  x  allein,  Y,   \',  Y' 
stetige  Funktionen  von  jk  allein  bezeichnen. 

Diese  Bedingungen  decken  sich  aber  mit  den  für  u  in  i;  2  ange- 
nommenen, da  "C  und  somit  seine  Ableitungen  ausserhalb  o  iden- 
tisch verschwinden,  das  Integral  (20)  also  nur  auf  das  Rechteck  p 
ausgedehnt  zu  werden  braucht.  Ausserdem  erfordert  die  dort 
vorausgesetzte  Stetigkeit  von  ^  und  seinen  Hauptableitungen,  dass 
diese  auf  dem  Rand  von  0  verschwinden.  Aus  der  obioen  Forde- 
rung  2"  ergibt  sich  aber  z.  B.  für  die  Seiten  parallel  der  ^-Achse 

,     rj  ci  fv-  '■:,  fJ"'  'i  ,  c)  '^ 

aus  'j  =  o  auch  — ;■  =:  o,  — -  =  o.  — -  =  o  usw.,  und  aus  — -^  =  o  : 
'  Ox  öx-  Ox-^  ay 

ö^vn  d^o  cl*o  1       T'  u     •      I  11 

=  o,       .,  '     =  o,  - —  =  o,  woraus  das  V  erschwinden  aller 


Ox  ö  y  öx-  dy  dx^  üy 

Hauptableitungen  mit  Ausnahme  von ■ — -  auf   dem  Rande  des 

Rechtecks  sich  ergibt.  Zum  Beweise  des  Satzes  benutzt  aljer  Herr 
Hilbert     nur     eine    spezielle    Form    von    cp ,     für     welche     auch 

d'°  o  . 

o  ist  am  Pvande,  und  ferner  die  weiteren  Ableitungen 


öx^  dy^  "'  '^  ■■"  '^ 

endlich,  wenn  auch  unstetig  sind.  Diese  beschränkenden  \  oraus 
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Setzungen  über  cd  dürfen  also  hinzugefügt  werden,  wodurch  die 
über  C2  und  iUjer  "C,  gemachten  Annahmen  identisch  werden,  und 
es  folgt  für  das  Rechteck  p,  dessen  Seiten  x  =  c/,  x  =  a\  y  =  b, 
y  =  b'  seien 

(26)  AAU  —  F  =  X  (x)  -^-yX'(x)  ^ y"^  \"{x  )  +  ¥(/)-{-  xT y  -f-  x''  \"{j). 
Sei  endlich 

V=U—  r      f      f     f    dxUX-+yX'-^y^X") 

-f      f      f      f'dy'{Y-+-xY'-hx-^Y") 
•-^6     ^A     «-V-     '^^/> 

+  •).  I      X"  dx^  -^  ■!  /      Y"  dy^, 

Jak^)  Jim 

{a^x  <a' ,  biy^b') 
SO  ergibt  sich 

(27)  AAV  =  F(a-,7) 

innerhalb  p,  \^obei  V  und  seine  Ableitungen  der  ersten,  zweiten, 
dritten  und  vierten  Ordnung  innerhalb  p  und  auf  dessen  Rande 
stetig  und  endlich  sind.  Man  hat  also 

(28)  V(f,-ri)=-g^   1^  fr^\ogrF{x,y)dxdr-i-T, 

wo  T  ein  Linienintegral  ist,  welches  als  Funktion  des  innerhalb  p 
gelegenen  Punktes  (^,  y])  betrachtet  eine  analytische  Funktion  ist, 
die  der  Gleichung  AAT  =0  genügt. 

Wir  können  nun  leicht  beweisen,  dass  iv  wirklich  die  gesuchte 
Lösung  ist,  indem  wir  uns  auf  die  Stetigkeitseigenscbaften  der 
Litegrale  partieller  DitTcrentialgleichungen  stützen,  die  im  voilie- 
genden  Falle  aus  den  in  §  1  angeführten  Gi^eenschen  Sätzen  sich 
ergeben.  Denn  da  F  nebst  seinen  Hauptableitungen,  nach  Defi- 
nition, stetiof  und  endlich  ist,  so  lässt  sich  die  Grösse  ,  ., ,  ,  durch 
die  in  S     1    angegebene    Riemannsche    Methode   bilden,    und  es 
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wird 

WO  T,  wieder  ein  Linienintegral  mit  denselben  Eigenschaften  wie 
T  bedeutet.  Daraus  folgt  durrli  direkte  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen,  dass  die  Ableitungen  erster,  zweiter  und  dritter 
Ordnung    von    (r    existieren    und    stetig    sind,    und,    wegen    der 

voraussesetzten    Endlichkeit   \on'-^,-—,    nach     einer    Transfor- 

o  d.r      ()y 

mation  der  in  §  1  besprochenen  Art,  dass  gleiches  auch  von  den 
Ableitungen  vierter  Ordnung  gilt.  Endlich  genügt  <^v{x,y)  der 
Gleichung 

llw  =  f{x,y). 

Da  diese  Sätze  für  jedes  'Rechteck  o  innei^halb  R  gelten,  so 
gelten  sie  innerhalb  der  ganzen  Platte  R.  Endlich  ist,  wie  wir 
sahen,  w  =  lim  n-,„  =  o  am  Rande.  Da  ausserdem  die  Existenz  von 


dw  dw 
ö  X  öy 
Sätzen,  dass  für  jedes  Kurvenstück  /  innerhalb  R  der  Limes 


-,  —  innerhall)  R  bewiesen  ist,  so  folgt  aus  den  in  §  3  bewiesenen 

öx    öy  1  T>  o 


r  fhv,„ 
hm      1    — ; — ds, 

m  =  «>Ji    da 

dessen  Existenz  wir  bewiesen  haben,  mit  /    -— a^5 zusammenfällt. 

J,   (i'i 

Nähert  /  sich  L  und  fällt  mit  einem   Stück  von  L  zusammen,   so 

wird  der  Limes  =  o,  weil  — -  =  o  für  jedes  m;  es  ist  also  wegen 

der  durch  die  Gleichmässiiikeit  der  Konvergenz  bedinj^ten  Stetig- 
keit 

J  ^ 


r-"' 


für  jedes  noch  so  kleine  Stück  des  Randes  L;  woraus  folgt,  dass 


dw 

—  ==  o  1  s  l , 

On 


Die  sukzessiven  Approximationen  <v,„  konvergieren  also 
gleichmässig  gegen  eine  Grenzfiinktion  w,  welche  den  gestell- 
ten    Grenz-    und    Stetigkeitsbedingungen    genügt    und    die 
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partielle  Differentialgleichung  erfüllt 

(5)  AAiv  =/(a7,j'), 

also  die  gesuchte  Lösung  ist. 

Allerdings   wissen  wir    niclil,  ob    auch    hin  -^  =  —  ,    usw., 

d.h.  ob  auch  die  Ableitungen  von  w  konvergieren.  iJass  die  Konver- 
genz auch  der  zweiten  Ableitungen  bei  der  gnisseren  Anzahl  der 
Anwendungen  erwartet  werden  darf,  ist  schon  bemerkt  worden. 
Datre"-enist  im  allgemeinen  kein  Grund  vorhanden,  dass  auch  die 
vierten  Ableitungen  noch  konvergieren  sollten;  wird  somit  im 
allgemeinen  die  Approximation  tr,„  in  (5)  eingesetzt,  so  wird 
diese  Gleichung  bei  wachsendem  m  nicht  mit  wachsender 
Genauigkeit  erfüllt  sein. 

Damit  ist  also  das  Problem  für  alle  diejenigen  Fälle  gehisl,  in 
welchen  man  Funktionen  -}/  mit  den  geforderten  interpolato- 
rischen  Eigenschalten  angeben  kann.  Wir  haben  nun  zu  zeigen, 
wie  dies  unter  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  über  die  Gestalt 
der  Platte  möglich  ist.  womit  der  allgemeine  Existenzbeweis 
erbracht  sein  wird. 

§6- 

Sei 

?{x,y)  =  o 

die  Gleichung  der  Randkurve  L.  Diese  Gleichung  kann  unter 
Umständen  mehrere  Kurven  /  definieren,  von  welchen  ein  Teil 
dem  Rand  nicht  angehört.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  der  Rand 
etwa  ein  Polygon  ist  und  F  die  Form  hat 

( .^9  )    F,  =  (  «,  :r  ^  6,  jK  -^  c, )  (a.,:r  -4-  b^y  -^Co)..A  a,.x  -^  bry  ^  Cr) 

Die  Geraden  a,x  +  biy  +  C/  =  o  werden  nicht  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  dem  Rande  angehören.  Wir  setzen  voraus,  dass  F 
innerhalb  der  Platte  nicht  verschwindet,  was  für  die  spezielle 
Form  (--29)  bedingt,  dass  das  Polygon  ein  konvexes  ist. 

Ferner  sollen  F  und  seine  Hauptableitungen  in  R  und  auf  L 
endlich  und  stetig  sein.  Endlich  soll  auf  dem  Rande,  wo  F  =  o  ist, 

auch  —  =  o  sein.  Erfüllt  F  die  vorangehenden  Redingungen,  aber 
dn 
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nicht  diese  letzte,  so  wird  F-  alle  Beding;ungen  erfüllen.  Die  wei- 

d-  F 
teren  Ahleituneen )•••   sollen  dagegen  auf  dem' Rande  nur  in 

einzelnen  Punkten  verschwinden. 

Diese  Beschränkungen  sind  von  geringer  Bedeutung  für  die  An- 
wendung auf  physikalische  Probleme.  Bei  stetig  gekrümmter 
Randkurve  wird  F  sie  meist  von  vornherein  erfüllen.  Aber  auch 
bei  geradlinigen  Poljgorien  und  allgemeiner  bei  solchen  Figuren, 
die  durch  mehrere  Kurvenstücke  begrenzt  werden 

f^(x,y)  =  o,        ßJ.r,y)  =  o,  ...         f,(x,y)  =  o 

wo/,  ,  /o  •    ■  •  analytische  Funktionen  sind,  wird 

allen  Anforderungen  genügen,  falls  nur  die  Kurven//  =  o,  sofern  sie 
nicht  zum  Rande  gehören,  ausserlialh  der  Platte  verlaufen. 

Bei  einspringenden  Winkeln,  z.  ß.  nichtkonvexen  Polygonen, 
ist  diese  einfache  Form  von  F  nicht  mehr  anwendbar.  Für  ein 
Sternpolygon,  dessen  einspringende  Ecken  P,  ,  P2 ,  . . .,  P/,  mit 
ausspringenden  Q,  ,  Qo,. ..,  Q„  in  der  Reihenfolge  P,  Q,  P,  Q2  .  • . 
abwechseln,  setze  man 

F  =  r\  /•§...  rf,  sin^  — i-  sin^  _t^Mn-  — ^  ...  sin-  — ^-^ , 
^1  '^2  ^3  a„ 

wobei  /•,  der  Abstand  des  inneren  Punktes  {x y)  vom  Punkte  P,, 
a,  der  Winkel  Q/+,P/Q/,  und  cp,  der  Winkel  (a7jK)P,Q/  ist. 
Bleibt  [x y)  innerhalb  des  Polygons  oder  auf  dessen  Bändern,  so 
ist  F  eindeutig  und  erfüllt  alle  gestellten  Bedingungen.  OHenbar 
lassen  sich  solche  Ausdrücke  auch  in  allgemeineren  Fällen  ein- 
springender W^inkel  aufstellen. 

Ebenso  bietet  es  keine  Schwierigkeit,  bei  ringförmigen  Ge- 
bieten usw. ,  die  Gleichung  der  Ränder  auf  diese  Form  zu  bringen. 

Um  die  Existenz  solcher  Funktionen  F  unter  möglichst  allge- 
meinen Bedingungen  einzusehen,  hat  man  sich  nur  zu  erinnern, 
dass  Herr  H.  A.  Schwarz  die  Existenz  der  Fundamentalhisung 
der  Gleichung 

unter  der  Bedingung,  dass  u  auf  dem  Rande  verschwindet  und  im 
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Innern   nebst  —  ,  —  endlich  und  steti^^  l)leibt.  unter  bekannten 

Voraussetzungen  sehr  allgemeiner  Art  über  die  Gestalt  des 
Gebietes  R  bewiesen  hat.  Diese  Lösung  entspricht  dem  Funda- 
mentalton einer  Membran  von  der  gegebenen  Gestalt;  sie  ist 
innerhalb  R  analytisch  und  verschwindet  in  keinem  Punkte  im 
Innern  von  R  (').  Es  genügt  also 

F  =  u-^ 

allen  gestellten  Forderungen,    lalls  seine  Hauptableitungen   auch 

auf   L    endlich    und    stetig    bleiben.    In    singulären  Punkten  des 

Randes,  insbesondere  bei  einspringenden  Ecken,  können  allerdings 

d  a     ü  u  1      I  •       I     1  4  11-  11.1 

—  >  —  und    die    höheren   Ableitungen    unendlich    werden.    Sind 

/•,  ,  /%,•■■  die  Abstände  eines  inneren  Punktes  (jc,  y)  von  diesen 
singulären  Punkten,  so  lassen  sich  dann  stets  ganze  Zahlen  /?,, 
/>2 ,  •  •  •  so  bestimmen,  dass 

F  =  /■/;'  /•/,'= . . .  /•/;"  K-i 

nebst  seinen  Hauptableilungeii  auch  in  diesen  Punkten  endlich 
und  stetig  bleibt.  Denn,  wie  man  leicht  einsieht',  ist  für  ein  Gebiet, 
welches  gebildet  wird  durch  einen  Kreis  vom  Radius  a  und  zwei 
von  seinem  Mittelpunkte  ausgehende  Radien,  deren  Winkel  gleich 
a  ist,  u  von  der  Form 

M  =  sin  ^  J_(  kr  i. 

a     - 

WO  J  eine  Besselsche  Funktion  bedeutet,  k  die  kleinste  Wurzel 
von 

J^(  Art  )  =  () 

a 

ist,  und  /•,  '£  die  Polarkoordinaten  eines  inneren  Punktes  in  bezuir 
auf  den  Mittelpunkt  als  Pol  und  einen  der  zwei  Radien  als  Achse. 
Somit  ist,  in  der  ^'ähe  des  Mittelpunktes, 

M  =  sin  .^  r*(  «o-l-  «i''  -H  <•<,/•- -4-. .  .  ), 


(')  II.-Webei!,  Math.  Annalen.  l.  I.   i86.S. 


2l8  (KUVRES    DE    WALTHER    RITZ. 

lind  für  a>-,  wo  der  Winkel  ein  einspringender  wird,  werden 

'-^,     —  unendlich,  aber  nur  wie  die  Potenz  -  —  i   von  r.   Dieser 

ax      ö  y  ^  5t 

Satz  lässt  sich  leicht  auf  die  Entwickelung  von  u  in  der  >Jähe  eines 
Eckpunktes,  in  welchem  zwei  analytische  Kurven  zusammen- 
stossen,  erweitern.  Damit  ist  die  Existenz  von  F  für  eine  beliebige, 
aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  zusammengesetzte 
Begrenzung  erwiesen. 

Für  die  Anwendung  wird  man  allerdings  von  dieser  Konstruk- 
tion von  F  keinen  Gebrauch  machen. 


§7. 

Sei  'C,  die  in  §  2  unter  3"  definierte  Funktion.  Wir  setzen  die 
Platte  R  in  das  Innei'e  eines  Vierecks  (^,  dessen  Seiten  gleich  a 
sind.  Die  Funktion 

|  =  P(;r,7) 

ist  nur  innerhalb  eines  ganz  im  Innern  von  H  gelegenen  Rech- 
tecks p  von  übrigens  willkürlicher  Lage  und  Grösse  von  Null 
verschieden.  In  diesem  Rechteck  bleibt  sie  stetig  und  endlich 
nebst  ihren  Hauptableitungen.  Auf  dem  Rande  L  von  R.  und  auf 
den  (ausserhalb  R  gelegenen)  Kurvenstücken,  auf  u eichen  F  ver- 
schwindet und   somit  P:=-\\ird,  versagt  zunächst  die  Definition. 

()  •  '^ 

Soll  P  stetig  sein,  so  ist  auch  hier  der  Wert  Null  zu  wählen,  uas 
wir  im  folgenden  voraussetzen. 

Unter  diesen  Umständen  wird  man  P  und  seine  Hauptableitun- 
gen innerhalb  des  ganzen  \  ierecks  Q  durch  Fourier-R^eihen  und 
analoge  Entwickelungen  darstellen  ktinnen.  Denn  werden  zwei 
Seiten  von  O  als  Koordinatenachsen  gewählt,  und  wird  die 
Funktion  P  ausserhalb  (^  so  foitgesetzl  gedacht,  dass  sie  unge- 
rade ist  in  X  und  in  >',  so  wird 


P  =^^   ''mn  ^i" 


niT.x    .     iiT.  Y 
?in =^; 


I       1 
1 "     ^  " 


/,  =  — ;    /        /      V ^  X,  Y  )  Sin sin ax  dy. 

a-  ./„        /  a  a 
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Man  erFiält  die  Hauptableilungen  dieser  Reihe  durch  gliedweise 
Differentialion.  Denn,  da  P  nebst  seinen  Ableitungen  für  jc  =  o, 
x  =  a;7=o,  K  =  a  verschwindet,  ergibt  sich  durcli  partielle 
Integrationen 

Ja*         r"    r"     d^V            niT.x         n-y    ,      , 
b,,,,,=  —^ /        /      -cos cos — —dxdy. 

Die  oleichniassie: konvergente Entwickelung  von  - — — - — -  ist  aber 

p  o  D  '-'  () X*  o y' 


öx^  dy* 


ö^V  m-KX        riT.y   ,      ,     \  imzx        n-y 

-cos > 


>  —       /        /     cos cos ^dxdy     x  cos 

j^jL^aAJ,     J,     dx^öy^  a  a  -^  ] 


1 


sodass  durch  gliedweise  Differentiation  in  der  Tat  der  richtige 
Ausdruck  sich  ergibt.  Dies  würde  iin  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein,  wenn  die  Ableitungen  auf  den  Seiten  von  Q  nicht  ver- 
schwänden. Y\\v  eine  Variable  ist  diese  Abschätzung  der  Koeffizien- 
ten wohlbekannt. 

Setzen  wir 

m-r.x    .     nr.y 

^,nn  =  F  Sin Sin  — —  , 

a  a 

so  werden  Ausdrücke  der  Form 


22* 


»in  -f/nn 


und  ihre  gliedweise  genommenen  Hauptableitungen 

f>F  v^  ,         .    niT.x   .    nr.y        F- -^      ,  mr.x    .     mzy 

-r-    7   hmn^^n -sin ^H >   mb,„„  cos '^■" 

ax  j^  a  a  a    ^^ 


sin 


u.  s.  w.,  gleichmässig  für  m  i=  go  gegen  ^  und  seine  Hauptablei- 
tungen konvergieren;    die  Funktionen  '},„«   verschwinden  ferner 

auf    dem    Rand,     nebst    ihren     Ableitungen    — ^-^?    — -JILIL.    Oie 
'  ^  (Jx  oy 

Funktionen  •Imu  genügen   somit  allen    den  Funktionen  'i>,  in 

§  2  auferlegten   Bedingungen.  Den  Grenzfall,  dass   p  mit  dem 

Rande  L  einzelne  Punkte  oder  Strecken  gemeinsam  hat,  brauchen 

wir  nichl  in  Betracht  zu  ziehen.  Denn  wir  haben  beim  Beweise  für 

die  gleichmässige  Konvergenz  von  (v,„  in  R  und  auf  L  die  Bedin- 
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gung  3"  in  §  2  nicht    vorausgesetzt.    Aus    dieser  gleicliniässigen 
Konvergenz   folgt   aber,    dass    w  enn    lim  tvvn  =  iv     die     gesuchte 

III   =    oo 

Lösung  ist,  dieselbe  auf  dem  Rand  verschwindet,  wie  ja  vorgeschrie- 
ben  ist,   nebst-—-  Dass  die  \\eiteien  Ableitungen  steti»  und  die 

Differentialgleichung  erfüllt  ist,    braucht   nur  für  innere  Punkte 
g;ezeigt  zu  werden. 

Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  selbst,  wenn  der  Rand  von  p 
zum  Teil  mit  L  koinzidiert,  ^/F  hier  gegen  Null  konvergiert. 
Denn  in  unmittelbarer  Nähe  eines  Punktes  des  sjeradliniffen 
Randstücks,  das  wir  vorübergehend  als  ar-Achse  betrachten,  ist  die 
abteilungsweise  analytische  Funktion  Z,  von  der  Form 

Z=y3   mal  einer  Potenzreihe  in  T,y, 

weil  für  r  =  o  identisch  ü  ;=  o,  —^  =  o.  — ^  ^=  o   sein  muss.   Da- 

dy  '  d y- 

gegen  verschwindet  die  ebenfalls  ableilungsweise  analytische  Funk- 

d^  F 
tion   F",  wegen  — ^  ^  o  nach  A  oraussetzung  (ausser  vielleicht  in 

einzelnen  Punkten),  nur  wie  y-  x  Potenzreihe.  Somit  ist 
^>  einzelne  Punkte  vielleicht  ausgenommen,  auf  L  gleich  Null, 
und  die  Ableitungen  stetig  und  endlich.  Die  oben  für  ^  auf- 
gestellte Fourier-Reihe  gilt  also  auch  in  diesem  Falle,  und  die 
ebengenannten  singulären  Punkte  allein  müssen  eventuell  an  dem 
Rande  von  o  ausgeschlossen  werden. 


§  8. 

Man  kann  die  trigonometrischen  Reihen  des  vorigen  Paragra- 
phen  durch  andere  Reihen,  z.  R.  Entwickelungen  nach  Polynomen, 
ersetzen.  Da  sich  jede  Potenz  von  x  duixh  Legendresche  Poly- 
nome P,„  (einfache  Kugelfunktionen)  linear  in  bekannter  Weise  (' » 


(')  Legkndrk,  Exercir.es,  t.  II,  p.  352.   Ks  isl 


X-=J 
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darstellen  lasst  und  umgekehrt,  ist  es  gleichgültig,  oh  man  setzt 

unter  a  wieder  die  Seite  des  Quadrats  (^  verstanden.  Wir  benutzen 
die  letztere  Form  und  setzen  der  Einfachheit  halber  a  ==  2.  Wenn 

(32j       /(J7)=V   A„P„(a7),  A„=^-^^ !      /  /(x)Pn{T)dx, 

0  ^  ^'-1 

so  ist  diese  Eutwickelung  gleichmässig  konvergent  von  —  i  bis  +  i , 
wenn/  stetig  und  endlich  ist  und  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima 
und  Minima  in  diesem  Gebiet  besitzt.  Die  gliedweise  Integration 
von  —  I  bis  X  gibt,  wegen  der  Formeln 

dP„^\  dPri  —  i  ,  so  r,  I  r,  I  \ 

~di TbT  =(2n-M)P„,  p„+,(_i)_p„_i(_i)  =  o; 

'         0 

n 
^U  \in  —  \         in  -^  \  j 


also  wieder  eine  gleichmässig  konvergente  Reihe  von  derselben 
Form.  Umgekehrt  kann  man  also  auch  die  Reihe  (3s>)  gliedweise 
differentiieren,  wenn  /'(.r)  denselben  Bedingungen  genügt  wie 
f  {x).  Dieser  Satz  lässt  sich  sofort  auf  mehrere  Variable  ausdehnen. 

i-v  II  ■  l:  -inr  ,■    d  f  '^"^-^"f     ■       -r>     -i 

Uer  allgemeinere  !5atz  :    Wenn   /, -^•••>-; = — in  Reihen  von 

^  •'  '  Ox  dx'"   öy" 

Polynomen  in.x,y,  entwickelbar  sind,  welche  gleichmässig  kon- 
vergieren, so  ist  /"  selbst  in  eine  solche  Reihe  entwickelbar, 
welche  m  mal  nach  x,  und  n  mal  naclijK  gliedweise  difierentiiert 
werden  darf,  folgt  unmittelbar  aus  dem  Umstand,  dass  durch 
gliedweise    Integration  jeder   dieser    Reihen    von    o   bis  x    oder 

((jm  -)-«  —  !    i'     • 
: — '—  1  usw. 

nach   Voraussetzung  in  solche  entwickelbar  sind. 
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Sei  also  innerhalb  Q 

0  0 

dann  wird  die  Reihe,  nach  den  über  «^,  F  gemachten  Voraus- 
setzungen, innerhalb  jedes  inneren  Rechtecks  p  nebst  ihren  Haupt- 
ableitungen gleichmässig  konvergieren,  und  es  lässt  sich  somit  ^ 
durch  eine  Summe  der  Form 


22A,„„FP„,(;r)P„(^) 


nebst  seinen  Hauptableitungen  beliebig  genau  darstellen.  Die 
in  (3i)  dehuierten  Gr()ssen  'Imu  genügen  also  allen  Vorausset- 
zungen. 

Die  Anwendung  von  Polynomen  wird  besonders  zweckmässig 
bei  konvexen  Polygonen.  Hier  kann,  wie  wir  gesehen  haben,  lürF 
ebenfalls  ein  Polynom  gesetzt  werden,  und  alle  durch  die  Methode 
verlangten  Quadraturen  können  explizite  ausgeführt  werden.  Für 
ein  Rechteck  z.  B.  wird  also  w,n  in  der  Form  anzusetzen  sein 

Hin 
(33  )  iVntn  =2  ''"'"^^  -  «/'^^  —  C-'y-iy  —  b)-(y  —  b'fx'nyn^ 

0 

WO  ^  =  a,  X  =  a' ;  y  =  ^,  j"  ^  b'  die  Gleichungen  der  Seiten  des 
Rechtecks  sind. 

Besteht  die  gegebene  Figur  allgemeiner  aus  vier  Rurvenstücken 
eines  Orthogonalsystems 

y,  (ar,  y)  =  konst.  =  5|,  /j''^,  y)  =  konst.  =  s^, 

die  den  Werten  s\  ,  s'., ,  s'\  ,  s",  der  Parameter  s  entsprechen,  so 
wird  man  die  .9/  als  neue  Variable  einführen,  wodurch  das  vorge- 
legte Kurvenrechteck  auf  ein  gewöhnliches  Recliteck  abgebildet 
wird,  und  der  Ansatz  (33)  anwendbar  bleibt,  wenn  man  x  durch 
s,  ,  a  durch  .s',  ,  a'  durch  s]  usw.  ersetzt.  Allerdings  wird  der  Inte- 
grand  der  potentiellen  Energie  J  seine  Gestalt  ändern  und  eine 
allgemeinere  quadratische  Form  der  Diflerentialquotientcn 
-^  usw.  werden,  mit  variablen  Koeffizienten.  Dadurch  wird  aber 
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die  Anwendung  der  Methode  keineswegs  verändert.  Die  Koeffi- 
zienten der  linearen  Gleichungen,  welche  die  unbekannten 
Grössen  ai  bestimmen,  lassen  sich  in  jedem  numerisch  gegebenen 
Spezialfall  durch  mechanische  Quadratur  l)eliel)ig  genau  finden, 
da  sie  von  keinerlei  veränderlichem  Parameter  abhängen; 
und  die  eindeutige  Liisbarkeit  der  Gleichungen  wird  nach  wie  vor 
durch  den  Lmstand  bedingt,  dass  die  quadratische  Form  definitist. 
Dass  auch  der  Konvergenzbeweis  sich  in  ähnlicher  Weise  führen 
lässt,  wird  man  an  dem  unten  zu  behandelnden  Beispiel  gewöhn- 
licher linearer  Difterentialgleichiingen  mit  vaiiablen  Koeffizienten 
erkennen. 

Eine  praktisch  brauchbare  I^cisung  partieller  Difierentialgleichun- 
gen  setzte  bisher  meist  die  Auffindung  gewisser,  in  Faktoren 
zerlegbarer  Elementarlösungen  voraus,  aus  deren  Sujumation  all- 
gemeinere gebildet  wurden  und  die  nur  in  besonderen  Fällen  exis- 
tieren. Durch  die  Behandlung  des  speziellen  Falles  einer 
viereckigen  Platte  werde  ich  nun  zeigen^  dass  auch^  wenn 
solche  Lösungen  nicht  bekannt  sind,  die  neue  Methode  den 
wichtigen  Vorteil  bietet,  numerisch  brauchbare  Resultate  zu 
geben. 

Wir  wollen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte 
Methode  auf  eine  rechteckige  Platte  anwenden,  wobei  wir  für  die 
d//  einen  neuen, von  (33)  verschiedenen  Ansatz  machen.  Wir 
bemerken  zunächst,  dass  die  klassische  Methode,  die  von  einem 
Produkt  X(a7)Y(jK)  auszugehen  hätte,  hier,  wie  man  leicht 
übersiebt,  versagt.  Dagegen  führt  die  physikalische  Analogie  von 
selbst  zu  Funktionen,  die  die  Eigenschaften  der  '!/,  besitzen  :  die 
Betrachtung  eines  an  beiden  Enden  eingeklemmten,  elastischen 
Stabes,  gewissermassen  das  Analogen  zum  vorgelegten  Problem 
in  einer  Dimension,  wird  uns  die  gewünschten  "li  in  zweck- 
mässiger Form  liefern. 

Sei  u  die  transversale  Verschiebung,   a  die  Länge  des  Stabes; 

dann  ist  für  x  ^  o  und  o."  =  a,  u  =  o ,  und  -j—  =  o  •  ßie  Eigen- 
schwingungen des  Stabes  genügen  bekanntlich  der   Diß'erential- 
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gleichung 

d*  u 

wozu  man  noch,  wegen  der  Homogenität  des  Systems,  die  Be- 
dingung 

/      «-  dx  ^  a 

setzen  kann  :  die  J.fisungen  sind  dann  bis  auf  das  Vorzeichen 
bestimmt,  und  es  existieren  deren  für  eine  unendliche  Anzahl  von 
Werten  von  A,  nämlich  für  alle  M  urzela  K„  der  Gleichung 

(34)  cosKrt)K  =  i.  X„=^. 

a 

Die  zugehörigen  Lösungen  sind,  unter  öl)   r.  i\)  x  die  hyperbo- 
lischen Sinus  und  Kosinus  verstanden, 

/         K„a"            K„.r  i       .     ,,  /        K,, .r  K„.r-\ 

cos cl) (sin  K„-  sl)K,j—     sin  — ^  —  sl)  -^^     i  cos  K„  -  c^  K„ 

(35)  \n{^)=- — "^ 'L \  - ^iJ : 

sin  K„  —  st)  K„ 

Die  \^  urzein  von  (34j  sind   wenig  verschieden  von  (  n  -\ — Jtt, 

/i=  I,  2,  3,...,  und  zwar  um  so  weniger,  je  grösser /j  ist.  Sie  sind 
von  Lord  Rajleigh  (')  berechnet  worden: 


rj-  ■->    '^  J  TT 

«^1=    —   -1-0,01765=    4.7300,  K2  =   —   —  0,000  78  =  7,85  j2, 

K:j  =    ~   -^  0,000  o3=  10,9936,  K4=    —   =  14, 1372, 

,.         t  t  T.  r  3  - 

1^5=  =  17,^787,  K6=  =  10,4x03.      u.  s.  w. 


Man  hat 

d'*in  _  K; 
dx^         a'* 


I      ^n \m  dx  =  0  (n^  m)  I     ^;-,j  dx  =  a. 

0  »^ü 


Die  Lösung  c,   verschwindet  nicht  zwischen  o  und  a;  ^o  besitzt 
einen  Knoten,  usw. 

(')  Lord  Rayleiüh,  Theory  of  Sound,  §  174. 
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Ebenso  wie  die  Liisiinyendes  Systems -t—;;  ^'/.u,  w(o)  =  «(a)  =  o, 

nämlich  sin  und  cos,  zu  Entwickelungen  nach  trigonometrischeit 
Reihen  fuhren,  ist  auch  jede  willkürliche  Funktiony(^)  zwischen 
o  und  a  wenigstens  formal  nach  der  Formel 

(36)  /(t)  =zni^_i{x)  -r-rt2;2-^«:i?:j-f-.-. 

entwickelbar;  durch  Midtiplikaliou  mit  ;,^  ( x)  und  Integration 
von  o  bis  a  findet  man 

I    r" 

{  3- )  a„=  -    I     fix)  \,i  (  X )  dx. 

Die  Konvergenz  von  (36)  lässt  sich  für  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Fälle  leicht  erweisen.  Es  genüge  die  Funktion/ (x) 
folgenden  Bedingungen  : 

i".  Sie  ist  endlich  und  stetig,  nebst  ihren  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnung  von  o  bis  a]  die  Ableitung  vierter 
Ordnung  bleibt  endlich  und  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
iVIaxima  und  Minima. 

^>".    J'iir  X  --=  o  und   x  =  a  verschwinden  /und  — ^• 

dx 

Dann  ist  die  Reihe  (36)  absolut  und  gleicliniässig  konK-er- 
gent  und  kann  ivenigstens  '5  mal  gliedweise  differenliieit 
werden^  oJine  dass  die  Konvergenz  aufhöi-t,  eine  absolute  und 
gleichniässige  zu  sein. 

Durch  partielle  Integration  findet  man  nämlich 

(3H)  a„=—    /     f-^dx 

[\*J^     ■'    dx* 

^    a^/    rf^_^  d^ 
K'tt  V    ^•^'         dx    dx- 

o^  r"d-*f,    . 

^n  Jo       äx* 

Da  /",  -^-7  c„.  -r^  an  den  Endpunkten  verschwinden,  so  \erschuln- 
•      ax  dx  '  ' 

det  die  Klammer.  Nach  dem  zweiten  Mittelwerlsatz  aber,   wenn 

den  Werten  x  =  a,,  a,,  .  . . ,  a,,    die  Maxima  und  Minima  von  '-r— 

'      "'  '     '  dx' 


dx-    dx         dx^  "'" 
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enlspreclien,  j;ill 

und    enlsprecliende    Formeln    gelten    für   die    lntei\tdle  o...a,. 


.  a„. . .  a. 


Nach  (  o:))  aber  ist 


f   'Udx 


wo  A  eine  hesümmte,  von  n.  7.,,  a^  unahluingige  Zahl  ist.  Somit, 
falls  L  der  drossle  Werl  von  -p^  ''i'  lnler\all  o. .  .a  bedeutet. 

•-  dx*  ' 


und 


,  /  dx*  '" 


■/./• 


.(■  i^^-^- / '  - ,( 


,.( 


,.  -».L  A(/>  +  2) 


somit,  unter  ß  eine  bestimmte  Zahl  \  erstanden, 


««I  <^, 


Nun  ist  aber  R„  =  (/'  -h  t)  '^  +  ^// ,  \\o  :,<  mit  -  gegen  ^(ull  konver- 
giert; die  Pieihe    36)  konvergiert  somil  wie 


y  _L 


also  sehr  lascii.    Die  Ableitungen,   nach   (•Jo)  gebildet,    konver- 
tieren langsamer :   die  erste  wie    >  — r>  die  zweite  wie  ^  — r>  die 

dritte  wie   ^  — r;   also   auch    liier   noch  ist  die    Konvergenz  eine 
absolute  und  gleiclimässige.  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


§  10. 


Der  eben  bewiesene  Satz  lässt  sich  leicht  auf  Funktionen  zweier 
Variablen  ausdehnen.  Sei y(.r,y)  eine  endliche,  stetige  Funktion; 
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gleiches     gelte    von   ihren    Jlaunlableiliingen    und    von   — '^^ , 

j—T^-^^^  und  zwar  innerhalb  y\m\  auf  dem  Rande  einesliechtecksR, 
dessen  Seiten  x  =  o,  .r  =  a:  y  r=  o,  y  =  b  seien  ;  ferner  seien 
/  und  — ,  somit  -^  >  — ,  auf  dem  Rande  gleich  >sull.  Die  Funk- 
tion /'  ist  dann  in  die  absolut  und  gleichniässig  konvergente 
Reihe 

<  ''9)  -^""2^  "'"'"  ^"'<^''^'''^"'(^) 

1       1 

entwickelbar,     und     man     erhält    ihre     Hauplabh-itungen     durch 
gliedweise  Dilferentiation  dieser  Pieihe.  Die  Funktionen  c,„  sind 
wie  oben  durch  (3j)    definiert,    und   die    7,„   erhalt    man    hieraus 
durch  Vertauschung  von  x  mit  j',  a  mit  A,  m  mit  n. 
Man  findet  zunächst 


''"'"  ^  77ü  I  j  •'^-'"' '"'  ^^^  ^•^'' 


woraus  wieder  durch  partielle  Integration 


"//( n  — 


n,  ^■^t,  ..(,        '    \      dx^  öx     d.r-i  Ox-i    dx 


K 


0    dy'* 

<^'^'      r%^dU(      0\fd'r,„    ^      d\f    d\„  ö\f     dr„Ay-'' 

•'^/«KÄJo         '     dx  \      üx-i   dy^        (Jx-U/y    dy^        Ox^Oy^    dj' /  y=o 

"'h^'       r'' (     <>\f     .     \"(lr^    , 

^''^>'   r" ( ju_^     Y, 


Aus /(^,  o)  =  o  folgt —=^j^i^=  o,  und  weitere  idmliche 
Gleichungen;  da  ferner  ;,„  (o)  =  (^)  =  o,  usv\ .,  verschwinden 
die  einfachen  Integrale,  und  es  bleibt 

_  a^/j^    r''  r""   o^f  ^ 
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Unter  sehr  allgemeinen   l  mständen  ist   dieses   Doppelinlegral 


endl.  Zaiil 


o\f 


— ;  insbesondere  "ilt  dies,  wenn  — r-^ — : 


wieder   der   Form      ,,     .. 

ifi  f  .  ,       ryio  f  ,,•    1     1  I    -1  •  1  i       • 

— 7-^ —  Stell"  und —  endluli  l>leil)t.  wie  man  durcli  eine  neue 

ö  X*  () y  ^  ox-^oy 

partielle  Integration  leicht  einsielit.   Damit  ist  aber  gezeigt,   dass 

auch    die    gliedweise    genommenen    ll;m|>lableitungen     \on  (jq) 

absolut   und    gleichmässig   konvergieren,     und    dass    somit    die 

hnnkLionen    c,„  y.«  = 'i,- (:r,  r)  alle  den   -j/,   aiifei  leisten  Bedin- 

mingen   genügen  (die  Funktion   ^  in  ;:;  !2  darf  aucli   den  zuletzt 

fiir  /"gestellten  Bedingungen  ohne  Einschränkung  der  Gülligkeit 

der  früher  gegebenen  Beweise  unterworfen  werden  ). 


§  n- 


Wir  haben  also  einfach  einen  Ausdruck  der  Form 

M       N 


l'.MN=^  V  Umn  \m{x)  T^ai  f  ) 


in  das  Integral  J  (§  1)  einzusetzen  und  erhalten 


(4o) 


J  MN  =    /     /    ^  ^  ^W),\y, )-  —  fix,  y  )  irjp 


dx  dy. 


Diese  Funktion  zweiten  Grades   der  a,„n    haben    wir  zu   einem 
Minimiim  zu  machen.  Es  ist  also 


o  =  '-^  =  1  -^'i'MN  Af^a ■';•/)  —/;uJrA  dx  dy 

(  a  =  1 ,  -2,  ....  M  :  V  =  1 .  '2.  .  .  . ,  N  ), 

o=  (AAd'MN  —f)lu.-r,y  dx  dy. 

M      N 
1        1 

"^ lim  ^^  'l    j        ?//;  '11  i'X, 


oder 
(41) 
Es  ist 

Sei 
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SO  gilt,  wenn  man  die  Gleichung 

d.v*  a* 

beriieksichtigt,  und  partiell  integriert,  fiir  in  ^  n 

^        ^        ^'^  /;'"  j"        >ii  t"'yi 

-"  /ii  n  —  ■'it  in  —    I  •  ;    I  -  ;  ',  •- in  -/i         ~iniii  Jo' 

Sei 

cos  K,„  —  rl)  F\„, 
sinl\,„—  sl)K,„ 
(ai  =  0,982  5o;  a2  =:  1 ,000  78  ;  a3  =  0,999  97  j  ='=i  =  i  ,000  00,  .  .  .), 

so  wird 

(  Vi  )  ^nin  =  'inn  =    |^';^^  )^\  [  C"  '/"'""  "^  ']  (  ^'»  '^  »i  -  K;,  a„). 


'■III         ^^11 


Für  A/i  >  2  und  /?  >■  :>.  ist  auf  777^77^  genau 

'"('"  ^\)'  i'^^  ;^)'(m  — «)[(— 1)'"+"  — l] 

Endlicli  ist 

(44)  7 ,„  „,  =  <'   /      c  m  ; «i  dx  =  —  'X  %  K;-„  +  7.  K ,„  x ,„ 

•0 

(jj  ,  =  12,302,   C3'2.2=  46,o52,    a'3:j=  98,904; 

und  für  erössere  ni 


"^in m—  —  \m^-\    -2  —  (■  im  —  1  ) -. 

Es  ist  offenbar  T/„„  nur  dann  von  Null  verscliieden,  wenn  /;?,  n 
beide  ungerade  oder  beide  gerade  sind.  Die  Gleicliungen  (fi) 
lassen  sieb  somit  scbreiben 

51        N 

K[J.       K-i        -i^. 

,   *i  III  n  "^  in  \).  "^ivi  -^  <lO  (lii_'j  I 
1         1 


( [JL  =  [ ,  .i,  .  .  . ,  M  ;  V  =  I .  ■>.,  .  .  . .  N ), 
f^,,=   C       C    fzuXx)r,,{y)dxdy. 
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Der  Index  '  an  den  S  zeiyt  an,  dass  man  flie  (llledcr  in  ciu.-,  ä^^  der 
Summe  wegzulassen  liat. 

Durcli  Aufli'isung  dieses  Gleicluingssyslems  für  waclisende 
Werte  von  M,  N  erhall  man  immer  bessere  Annäherungen  H'^ix. 
"'M-t-r,X5  •••  iindie  gesuchte  Funktion  cc.  Der  Koeffizient  irgend  eines 
l)estimmten  Gliedes,  H/,r,y  z.  B.,  wird  dabei  nach  einander  die 
\A  erte  cipq,  (^( .,,.  •  <^„«?  •••;  (ip  .ey\\ii\{en.  uuA  es  hissl  sich  zeigen, 
dass  mit  Avachsendem  s  diese  Grössen  gegen  den  Koet'(izienten  V^y 
in  der  Entwickelung  der  Funktion  »> 


konvergiei'en-,  letztere  Reihe  aber  ist.  nach  den  allgemeinen  Sül- 
zen über  «',  und  nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  ParagrajDhen. 
absolut  lind  gleichmässiii  konveriient  nebst  ihren  gliedweise 
genommenen  Dift'erentialquotienlen  ersler  und  zweiter  Ordnung 
wenigstens.  Sei  nun 

>i    \ 

^,^,  (/''im—  A,„„);,„ •'■,«=  2^l^•(.r,J)';, 
1      1 

so  bleibt,  welches  auch  x  und  i'  sei,  a^,^  kleiner  als  eine  beliebig 
vorge2:ebene  Gnisse  t,  sobald  M,  N  genügend  gross  »ewählt  sind, 
da  ja  lim  iv  yiy  =  iv.  Es  ist  dabei 


;t    /     /  'AM.\:;«''^i«  äx  <Iy. 


ab 

Da  aber;„;.  r^^  nach  (35)  kleiner  als  bestimmte,   mit  i   vergleich- 
bare Zahlen  bleiben,  so  folgt 

\  "  mn  —  ^  mit  \  *C  -  A , 

WO  A  eine  feste  Zalii  ist,  die  von  M,  N  iina])hängig  ist.  Damit  isl 
die  Konvergenz  der  a,*',^  ö^gen  A,„„  bei  wachsenden  M,  N  erwiesen. 
Es  ist  aber  wichtig,  auf  den  wesentlichen  Üntei'schied  aufmerksam 
zu  machen,  der  zwischen  unsern  sukzessiven  Approximationen 
tv,,-,,  und  einer  Entwickelung  wie  (46)  besieht.  Es  ist  derselbe  ^^ie 
zwischen  einer  nach  Polvnomen  fortschreitenden  Reihe  und  einer 
Potenzreihe  :  die  Art    der  Kon\ergenz  und  ihre  Bedingungen  sind 
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wesentlich  versclileclen.  In  analoi;er  Welse  ist  hekannt,  class  die 
I^ourier-Keilien  im  allgemeinen  nicht  gliedweise  diflerentiievt 
werden  dürfen.  Bildet  man  aber  aus  ihnen  sukzessive  Approxi- 
mationen S, ,  So ,  . . . ,  indem  man  das  Mittel  S„  der  Summen  der  /t 
ersten  Glieder  berechnet,  so  entsteht  eine  Reihe  trigonometrischer 
Summe/1,  die  den  (\'mn  analog  sind,  und  es  ist  von  Herrn  Fejer  (') 
gezeigt  worden,  dass  dieselben  gegen  die  gleiche  Grenze  konver- 
gieren, aber  eine  gliedweise  Diü'erentiation  gestatten.  Es  ist  dies 
ein  Umstand,  der  für  die  praktische  Brauchbarkeit  unserer  Reihen 
von  Wichtigkeit  sein  kann,  insbesondere  wenn  nach  Fourier- 
Reihen  entwickelt  wird.  J)ie  Bedingungen  des  §  7  insbesondere 
sind  daher  als  hinreichend,  nicht  aber  als  notwendig  anzuseilen. 
Setzt  man  den  Ursprung  des  Koordinatensystems  in  den  Mittel- 
punkt des  Rechtecks,  die  Achsen  parallel  zu  den  Seiten,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  ?,„  eine  gerade  Funktion  von  x  wird,  wenn  m 
ungerade;  eine  nngerade,  wenn  m  gerade.  Ebenso  für  t.«  (j'). 
Wenn  also  f{x,y)  in  x  oder  r  gerade  oder  ungerade  ist,  so 
kommen  natürlich  in  (v,i  nur  die  entsprechenden  q  oder  rj  vor;  die 
übrigen  a„ui  sind  gleich  iNull. 

i;   12. 

Wir  führen  die  numerische  Rechnung  durch  für  den  Fall  einer 
viereckigen  Platte,  deren  Seiten  gleich  a  sind  und  auf  w  eiche  ein 
gleichförmiger  Druck  wirkt.   Es  ist  dann 

f  =  kcui'^l  =  r. 


./vrj.  — /(j-v  — 


Ki.  Kv 


für  ungerade  a,  v;  für  gerade  [j.,  v  ist  /jjv  =  o. 

Es  ist  also  auch  a„,u  =  «//«..  \vli'  kr.nnen  die  Gleichungen  (45) 
dadurch  vereinfachen,  dass  wir  dies  berückslchligen,  [j.<v  setzen 
und  die  übrigen  Gleichungen  (u.  >  v)  weglassen.  Da  /  gerade  ist, 
hat  man  nur  ungerade  m .  n  zu  berücksichtigen.  Wir  setzen 
abkürzend  /  :=  8  ca'  \  o     ' . 


(I)  Ff.jku,  r.  /?..  1901,  190J,   passim;  l^eferat  in   Fortsclir.   der  Math..,   (33), 
i(|0>,    p.  a-O. 
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Sei  zunächst  M  =:  N  =  i,  so  ergibt  sicli  ans  ^4'  '•  welches  sich 
;tiif  eine  Gleichung  mit  der  L  nliekannten  a,,  reduziert. 

(47)  ^ '^'i(!^,  J')  =  o,G670;,(:rjy,,('jK;. 

Ist  ferner  M  =  N  =  i ,  so  hat  man  das  System  zu  h'Jsen 

l  \'i\  ,^  —         ()5l,8c/n 23(),'.>.''/i:{-H  94,7«:n, 

/i88,j  =  —  iif),6r?i|  —  HSGj  «13     —  <)Gi  «33- 
/    82.7=         Ol,'"''ii —  li)i'«iri     -^ '2  t  SrjO'^/.-js. 

Statt  dieses  System  durch  Determinanten  zu  hisen.  berücksich- 
tigen wir  den  wichtigen  Lmstand,  dass  die  Koeffizienten  der  Dia- 
gonalgiieder  bedeutend  grösser  sind  als  die  der  andern,  und  dass 
wir  in  erster  Approximation  schon  a^ ,  =  0.6620  ^gefunden  haben. 
W  ir  setzen  daher  zunächst 

rt, ,  =  o .GGio/ 

und  berechnen  die  neu  hinzu  gekommenen  Grössen  «13,  a^^ 
unter  alleiniger  Berücksichtigung  der  Diagonalglieder  auf 
den  rechten  Seiten  der  zwei  letzten  Gleichungen  (').  Es  ergeben 
sich  die  Werte 

rt  ,  3  =:  O  ,  o3o->.  /,  «:j:.  =  ()  .  OOO8  /. 

Die  so  gewonnenen  Zahlen  betrachten  wir  als  erste  Annähe- 
rungen, setzen  also 

«11  =  (),  667.0/  —  .r/,  «13  =  0.OJ02  /  -Hl'  /.  «33  =  0.0008  l  -i-  z  l, 

schafi'en  die  bekannten  Grossen  auf  die  linke  Seite  der  Gleichungen 
und  berechnen  wieder  die  Korrektionen  r.  )',  z  unter  alleiniger 
Berücksichtigung  der  Diagonalglieder.  Es  ist 

ar=o.oiio,         JK  =  0.0001,  .3  =  o,oo>3 

und  endlich,  durch  erneute  \A  iederholung  des  Verfahrens  ergeben 
sich 

x' =  —  o,ooo3,         y'  =  — 0,0004.         ^'=0,0000. 


(')  ^^'obei    in  den    Gliedern    in   a,,    diese    Grösse   durch   ihren    Nalierungswert 
erseUt  und  die  Glieder  auf  die  linke  Seite  gebracht  werden. 
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also 

«11  =  0,6727/,  «13=0,0307/,  «33=ü,Oü3l/, 

(  ^8 )  (r,  =  o ,  67'.7  ;  1  r, ,  -f-  o ,  0307  (  :  rr,  3  —  ;;j  r,  1  )  -^  o ,  oo3 1  ;3  r,,. 

Der  Vorzug  dieser  Lr)sungsmetliode  bestellt  darin,  dass  stets  nur 
mit  sehr  kleinen  Zahlen  operiert  wird,  so  dass,  ausser  für  die 
Jkrechnung  von  ir,  ,  der  Rechenschieber  angewandt  werden  kann 
und  ausserdem  nur  wesentlich  einfachere  Operationen  durch- 
zuführen sind.  Eine  direkte  J.i'isung  durch  Determinanten  winde 
5  stellige  Logarithmentafeln  erfordern. 

Bei  hciheren  Approximationen  ist  dieser  Lmstand  noch  sehr 
viel  fühlbarer ;  eine  direkte  Lösung  wäre  hier  ungleich  zeitrau- 
bender. Sei  M  =  N  =  .'} ,  so  hat  man  (i  (jleichungen  : 

/|3r,5=  65 1,8 «11 —  9,39,'2''/|3 -;-  gi, 
/i88,j  =  —  I  19,6 «11 -+- 8867  «13 —  96 1 
/  8>,7  =  94,C>«ii  —  >9'^'^  ''13  -^  -^A  390 
/i-2o,o= —  93, ^«11—  226  «13 -t-  '237 
/  T2,5  =  74, 3  «11 —  ")i5  «13—  2410 
/    33,5=        58      «ii-l-    072      «13 -t-       592 

Wir  betrachten  wieder  die  oben  für  M  =  2  gewonnenen  \\  erle 
von«,,,  rt,..,,  «33  als  erste  Approximationen  und  berechnen  aus 
den  Diagonalgliedern  der  drei  letzten  Gleichungen  die  Näherungs- 
werte 

«i;;=0,ü039,  «3-;^0,0003.  «55  = O  ,  OOO  I  . 

Die  erste  Korrektion  schon  gibt  die  richtigen  Werte,  und  damit 

<49)        7«'3(^,JK)=  0,6740;, r,,  -f-0,0308(Eir,3-f-  ^3T,,)  -^  0,0032^3T,3 

-r-  o,ooio(^irj5-1-^5r,i)  -h  0,0004 (;3 ■/;.■; -h  b'^is)  -^  0,0000;5r,3. 

Die  Konve?-ge/iz  der  (t-/  ist  also  eine  durchaus  befriedigende, 
wie  aus  dem  Vergleich  von  (47)?  (4^),  (49)  hervorgehl. 

Offenbar  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  /jjv  mi' 
wachsenden  -j.,  v  abnehmen,  für  die  Konvergenz  des  Verfahrens 
im  grossen  ganzen  massgebend.  ])a  diey'jj.v  im  wesentlichen  die 
Koeffizienten  der  Entwickelung  vony(.z",  y)  nach  den  ;:,„  r,«  sind, 
so  lässl  sicli  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  für  grosse  a,  v  in 
unserem  Falle  (/=  konsl)  der  Ausdruck  y.  v  /jj ,,  niit  wachsenden 


'l:n  — 

i88«i 

,  -1- 

148  «33    -^ 

58  «3 

riiz  — 

226  «1. 

— 

5l5«35  -f- 

1 86  «3 

fl-iz  -+- 

474«! 

,— 

4  820  «35  ^ 

592  «3 

ri:v.i  — 

18 

100«i 

i  — 

■'■  370  «33  — 

2 

or5«3 

''':J3  — 

2 

370«! 

;    — 

78  600  «33  

6 

4'20«3 

'(.iZ  — 

\ 

o3o«i 
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y.,  7  endlich  l)leil)l.    Ist  aber  ./ :=  o    am    Rande,    so    hleibl   aucli 

u.- V- /uv    endlich,    und    wenn  auch    noch    -"— ^   — ^  am   llande   ver- 

'  -'  ^-  (IX      öy 

schwinden,  so  ist  nach  i;  10  sogar  a''v''/(;,v  endlich:  w  irkt  der  Druck 
vorzugsweise  auf  die  Mitte  der  Platte,  so  wird  eine  wesenllich 
raschere  Konvergenz  die  Folge  sein.  Das  gewählte  Beispiel  stellt 
also  keinen  besonders  günstigen  Fall  dar.  L  nstetigkeiten  von  /' 
dagegen  sind  für  die  numerische  Rechnung  weniger  günstig. 

Der  Umstand,  dass  die  Koeffizienten  der  Diagonalglieder 
erheblich  gnisser  sind  als  die  der  andern  Glieder  der  Gleichungen 
(45),  liegt  daran,  dass  die  benulzten  'l,,,^  =  c,«/,/,,  denen  ja  die 
sogenannte  OiLhov;onidiläiscif^cnscliafl  zukommt 

/     /  '^mii'^iinn'  dr  dy  =  o,         wenn  nicht  m  =  in' ,         n  =  li  ist, 

K 

diese  Eigenschall  auch  noch  aiiLionölierl  besitzen,  wenn  man  mit 
ihnen  die  unter  dem  Integralzeichen  inj  vorkommende  Operation 
A  vornimmt.  Sind  tlie  trans\ersalen  Eigenschwingungen  -oi  (./•,-)-) 
einer  am  Piande  festgeklemmten  IMatle  \on  der  betrachteten 
Gestalt  bekannt  (was  beim  Rechteck  und  Viereck  niclit  der  Fall 
ist),  und  setzt  man  o^-^-L^.  so  gilt 

/     /  ^'i»,  ^'in  <l.r  dy  =11  AA6,„  0„  d.v  dy  =  }.,„  f  j  'l,„  ^^  d.r  dy  =  o 
i;  *      '  ■      * 

f ii  r  /u  —-  n . 

so  dass  die  Koeffizienten  o.pq  der  allgemeinen  Gleichungen  (()) 
verschwinden,  sobald  p^q  ist.  Die  linken  Seiten  des  Glei- 
chungssjstems  (ii),  welches  die  oi  bestimmt,  reduzieren  sich 
dann  streng  auf  ihre  Diagonalglieder,  und  man  erhält  somit  als 
Spezialfall  unserer  Methode  die  bekannten  Entwichebingen 
nach  riif>enscluvinfinnoen,  welche  als  A  eralkemeineruniien  der 
Fourier-Reihen  zu  betrachten  sind. 

Man  Avird  eine  solche  angenäherte  Orthogonalitätseigenschaft  in 
manchen  Fällen  durch  geeignete  Wahl  der  -},  besonders  für 
grössere  /  unschwer  herstellen  kiinnen,  wobei  dann  nach  dem 
angegebenen  Rechnungsschema  zu  verfahren  ist,  untl  die 
Genauigkeit  leicht  sehr  weit  e^etrieben  werden  kann. 
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Die  Potentialglcicliiiiig.  —  Das  Diriclilelsche  J^rinzip. 

§   13. 

Wir  gelieii  dazu  iiher,  die  ^^nwend barkeit  der  neuen  Metliodc 
auf  das  l)ekannte  Diriclilelsche  Problem  zu  prüfen:  i;esurlit 
wird  eine  Funktion  ?/(./•,>'),  welche  nebst  ihren  Ableitungen 
erster  Ordnung  innerhalb  eines  bestimmten  Gebiets  Pi  endlich  und 
stetig  ist,  in  Pv  der  rileichung 

d-  II        d-  a 
i  jo)  \ii  =  o  =  - — -  -: — — - 

öx-         Oy- 

genügt,  und  auf  dem  Rande  L  von  Rgegebcne  Werte  annimmt. 

Die  für  die  physikalischen  Anwendungen  durchaus  unwesent- 
lichen Einscliränkungen,  denen  wir  die  Tiestalt  \on  Pi  und  die 
llandwerte  unterwerfen,  sind  : 

1°.   Wie  in  §  G  soll  die  Gleichung  der  Pvandkurve  auf  die  Form 

¥  {x,  y )  ^=  o 

gebracht  werden  kcinnen,  wobei  F  im  Innern  nicht  \ersch winde! 
und  nebst  seinen  Hauptableitungen  in  R  und  auf  L  endlich  und 
stetig  ist.  Unter  llauptribleilungen  verstehen  wir  jetzt  die  Aldei- 
tungen 

fjm+n 


O.r'"  Ov" 


fiir  ;??  =  o.   I,  '2 ;  /?  =  o,  I , 


]£s  soll  auf  dem  Rande  nicht  identisch  —  =  - —  =  o  sein. 

ü  X         0  y 

Die  Piandwerte  denken  wir  uns  duich  die  ^^  erte.  die  eine 
Funktion  (^)  (o;,  j')  auf  L  anninnnt,  gegeben,  und  setzen  voraus, 
dass  O  nebst  seinen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  Pi  endlich 
und  stelig  bleibe,  und  dass  AO  endlich  sei.  Lst  diesen  Redin- 
gungen  genügt,  so  ergibt  sich  die  Lösung  des  Problems  in  ganz 
ähnlicher  Weise  wie  im  zuerst  l)ehandcllen  Beispiel  der  Platte. 

Sei 

U  O  =  (V,  so   fol-t  A(T'  -I-  aQ  =  o. 

Die  Funktion  tr  ist  im  [nnern  nebst  ihren  Ableitungen  erster 
Ordnung  endlich   und  stelig;  sie  verschwindet   auf  L  und  genügl 


236  OEUVRKS    DE    WALTHER    RITZ. 

im  Bereicii  R  der  Gleicluin" 

o 
<"  31 )  Ad'  z=  fix.  y ), 

woy":=  —  A  Q  eine  gegebene,  endliche  Funktion  ]>edeutet. 
Das  Diricliletsclie  Inteoral 


dessen  Minimuniswerl  unter  den  besprochenen  Bedingungen  der 
gesuchten  lunklion  ii  entspricht,  Avird  nun 

j  j   L\^^/       V<^j/         ö-^  ^-^        <^j'  dx      \iJx  J        .<->y !  J 

Durch  partielle  Integration  erhalten  die  Doppelprodukte  die 
Form — 2(V'AC>  oder  — 2(1"/;  das  Integral  der  in  (^  quadra- 
tischen Glieder  ist  eine  se^ebene,  belanglose  Konstante;  man 
erhält  also 

und  zugleich  den  Satz,  dass  dieses  Integral  eine  untere  Grenze 
besitzt. 

Wir  bilden  nun,  etwa  nach  (\q,\\  ^  orsciiriften  der  §§  7  und  8, 
eine  unendliche  Reihe  von  Funktionen  -l/,  (.r,  r),  welche  genau  den- 
selben Bedingungen  genügen,  wie  sie  in  §  2  für  das  erste  Prol)lem 

iiestellt  wurden,  wobei  nur  die  Bediniiuno  — '-  =  o  wegfällt,  und 

auf  die  neue  Definition  der   «  Hauptableitungen »    zu  achten  ist. 
Dann  bilden  wir  wieder 

und  fordern,  dass  die  cjuadratische  Funktion  der  ai 

ein  Minimum  werde,  so  dass  für  die  «/  die  linearen  Gleichungen 

resultieren 

,-5,  öJ,„  di,„  dim 

(d3)  -—  =o,  - —  =  o,  ...,  - —  =  o, 

aa,  c/rto  ()a,n 
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weiche  aus  denselben  Gründen  wie  die  entsprechenden  Glei- 
chungen (11)  stets  in  eindeutiger  Weise  losbar  sind.  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich,  unter  Einführung  der  willkürlichen  Kon- 
stanten Ai,  Ao,  ...,  A,„  und  der  Funktion 


(54) 


=  A,  -b 


1  YI 


\.'l,~. 


A,„'!> 


wiederum,  wie  in  (  wi'j  und  (i'^>),  zusammenfassen  in  die  eine,  (ür 
beliebige  A/ gültige  Gleichung 


-ff{ 


öx     ö.v 


()y     Oy 


-/^^ 


rfS 


oder 


(55) 


o—j      {iv,„y::„i-i- fc>n)  äs. 


Die  Minima  .],"',  J,"',  ...  bilden  wieder  eine  stets  alinehmende, 
oder  doch  nie  zunehmende  Reihe  von  Zahlen,  die  gegen  eine 
untere  Grenze}^^^  konvergieren,  und  wie  auf  Seite  2o4,  Gleichung 
(16)  und  (17),  lässt  sich  unter  geeigneter  Spezialisierung  von 
(55),  (diese  Gleichung  für  m  und  für  m -^  ?i  geschrieben)  die 
Differenz  ^[V,„  —  J'"'  auf  die  Form  lirineen 


(56)    .l.,^„-J.^   =-j  j    ;[ J         y J    :ä^. 


Aus  der  Konvergenz  der  .!„''/  folgt,  dass  dieses  Integral  für 
m  >>  M  bei  l)eliebigem  n  kleiner  als  eine  gegebene  Gi'össe  r\ 
gemacht  werden  kann,  wenn  nur  M  geeignet  gewählt  wird.  Aber  aus 


um 


dS  <i 


folgt,  wenn  man  die  Gebiete  D,  D'  sondert,  wo    — ^   S  i,  und   die- 


d  T 


jenigen,  wo 


üx 


>>  I  ist, 


//ISI-<//--//(S)'-<^ 


wo  S  die  OberHäche  von  R.  ist.  Da 


Ö  X 


öx 


Teilgebiet  von  R 


so  folgt  für  jedes 


// 


üx 


JS  <  I  4-  S, 
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und  die  Anwendung  auf  (56)  ergibt 


ff 


Oy 


d> 


CS  — ijv^, 


Daraus  liissl   sich  zwar  niclit  die    Ronvergen/.   \on    iv 


»elbsl, 


aber  docb  die  Konvergenz  der  einfaclien  Integrabi 

11/,,  dj\  /   ir,„  //.r 


/■ 


genonunen  liings  !^irallelen  zu  (Jen  Achsen,  wobr'i  der  Inlegra- 
tionswegim  Jnnern  liegt,  erschliessen.  l  nd  zwar  ist  diese  Konver- 
genz eine  i^leichmässige.  Denn  setzen  wir  ausserlialb  P«.  die 
zunäcbst  nur  im  Innern  von  R.  definierten  Funktionen  ']>/,  w,,, 
gleich  Null,  wobei,  da  sie  am  Rande  verscbwinden,  ihre  Stetigkeil 
gewahrt  wird,  und  legen  wir  die  Koordinatenaclisen  ausserhalb  R. 
so  kihineu  wir  die  eben  gefundenen  Ungleichungen  auf  das 
Reciiteck  x^o,  x  =  x;  y  =  o,  r  =j- anwenden,  wo  (:r,j^)in- 
nerbalb  R  lieut;  da  aber 


dx 


dx  dv 


'-X'[ 


I  (r^,^-,,^*-,  r)— ii',„(^-,jK)| 


Jr=.üf/r 


nnd  iv/  (  o,  y)  ^  o  ist,  so  folgt 

I     I  »'/«-H«  —  w,n  I  dy  <  <;  S  -H  I )  v/vi', 


litbin 


/•' 


I         »■«;  <- 


Iv 


Die  Integrale 


r 


u,n  dy. 


r 


<  (' S  -i-  ij  v/r, . 


dx 


konvergieren     also    innerhalb    Pi    und  auf    L    gleiclimässig 
gegen  stetige  (rrenzfanJaionen. 

Rildet   man  ein    Bereich  aus    einem    kleinen    Kurvenstiick    /, 
welches  innerhalb  R  oder  auf  L  liegt,  und  ['arallelenzu  den  Aclisen, 
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SO  ersibtdie  Anweiidun^  der  Lnf^leicliiinaen  auf  dies  IJeieicli 

I   !  iv„,^„  —  iv,„  I  cns(«J7)  dx  —    /  I  H',„.^„—  u',„  I  <:/jK  <  (S  —  1)  /^. 

Es  ist  n  die  Normale  zu  /;  die  ja  \villkiirlichen  Riclitungen  der 
Achsen  und  die  Länge  von  /  seien  so  gewälilt,  dass  cosnx  positiv 
bleibt.  Mithin 

J'    w„,H-„  COS  71 X  ds  —    /    iv„j  cos  iix  ds    <  2  (  S  -r-  I  )  V^i 

<I.  h.  es  konvergieren  auch  die  Integrale 

/  w „i  cos{ n x)  ds,  I   iv„iCOi{ny)  ds 

oder,  wie  man  leicht  einsieht 

/    n-'/«  ds. 

§    14. 

Der    Beweis    der   Existenz  der  gesuchten  Funktion  (t-  gestaltet 
sich  ganz  wie  fnihei'. 
Man  setze 

l^m=  /      f      I       I     '''mdx-^dyi, 

t-'n         >n         <-^ft         «-^(1 


'0         '-  0         '^O         «^0 


Y{x,y)=   f      f      f      f  fdxidv^  IiniU,„=r, 

-'0      -^0     «-'0      -'0  "'^== 

wobei  wieder  die  Achsen  ausserlialb  1»  licgi-ii.  nml  \v,„  =  o.  /"=  o 
ausserhalb  R  zu  setzen  ist.  Die  Gleiciiung  (55)  lässt  sich  durch 
partielle  Integration  auf  die  Form  bringen 

u 

wo  W  sowohl  wie  A  ü,„  nur  solche  Ableitungen  von  \j,„  entlialten. 
von  welchen  w  ir  wissen,  dass  sie  für  m  =  x  konvergieren.  Ferner 
kommen  darin  noch  die  Hauplahleitungen  von  Z,,,  vor.  \ach  den 
gemachten  \  oraussetzungen  kiinnen  wir  also,  ganz  wie  in  i;  i,  zur 
Grenze  ni  ^  x.  übergehen  und  das  Hilbertsche  Lemma  anwenden. 
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Dann  ist  für  jedes  Rechteck  p  (a. . .  a' ;  3.  . .  ^p  \  im  Innern  von  \\  : 

AU  — /(a-,  jK)  =  Xi(x)^r\o(x)  —  \i{_x)-r-xY.(r}, 

wo  X,  ,  Xo  endliche    stetige    Funktionen  von   x    allein,    \,  ,    Yo 
ebensolche  Funktionen  von  y  allein  bedeuten. 
Sei 

y=U-f      f'  (\\^\,x)dy^--  f      f    {\,-^\,y)dx\ 

SO  folgt 

\\  =  ¥{T,y). 

Es  ist  also  V  ein  nebst  seinen  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  endliches  und  stetiges  Integral  dieser  Gleichung.  Daraus 
folgt  aber,  wie  in  §  o,  unter  Anwendung  der  bekannten 
Greenschen  Sätze  über  das  logarithmische  l^otential,  dass 

^Wi'f'i)  =  7^  /     /  Jog/- F  J.r  (^K -r- analytische  Funktion  von  ;,  r,, 

P 

wobei  die  analytische  Funktion  (ein  Piandintegral)  der  Gleichung 

—77  -^  - — ;  =  o  genügt.  Es  ist 

y-,   ,    ,  = /     /  loir/' /ö^j- f/y -i- analytische  Funktion, 

0- -  dr, -  '■i~  J    J 

und  diese  Funktion,  die  wir  (v  nennen  wollen,  bleibt  somit  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  innerhalb  p  endlich  und  stetig, 

und  genügt  der  DilTerentialgleichung 

« 
Air  =  /( T,  y  ). 
Hierbei  ist 

iv{x,y)  =  \\m    lim      /  w,n{x,y)  d.v  :=  Wm    lim      /  w„i{x,y)dy. 

i  =  0    III  =  <X,   t/  ^.  £  =  0    III  =zx  J 

Da  diese  Eigenschaften  für  jedes  p  gelten,  gelten  sie  im  ganzen 
Innern  von  R. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  w  auch  die  Randbedingung  (r  =  o 
erfüllt.  Wir  wissen,  dass 


lim      /   iV/;,  cos(«  .r)  f/5 

in  —  X  J i 
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für  jedes  kleine  Rurvenstück  /  in  R  existiert,  wobei,  uenn  man  die 
Lage  dieses  starr  gedachten  Stückes  innerhall)  R  iindert,  die  Kon\  <i- 
cenz  eine  aleichmässiiie  bleibt,  auch  wenn  /sich  beliebiir  dem  Hände 
L  nähert  und  schliesslich  mit  ihm  koinzidiert.  Daraus  (olgl.  dass 
für  jede  innere  Lage  von  / 

lim      /   a',ii  cos (jix)  ds  =   j   iv  cos(  n.r)  ds. 

Nähert  sich  /  an  L  und  fällt  mit  einem  Teil  des  Randes  L 
zusammen,  so  konvergiert  die  linke  Seite  gegen  Null,  da  auf  L 
alle  w,u  ^=  o  sind;  die  Werte,  die  w  annimmt,  wenn  /  sich  \j  unbe- 
grenzt nähert,  genügen  also  auch,  wegen  der  Gleichmässigkeit  der 
Kon\ergenz,  der  Bedingung 


/ 


w  cosinx)  ds  =  o, 


und  zwar  für  jedes  beliebige  Stück  der  Randkurve,  woraus  iv  =  o 
folgt. 

Die  l'unklioa  kv  ist   also  die  gcsuclile  Lüsnng. 

Allerdings  ist  damit  nur  ein  Exislenzbeweis.  nicht  eine  wirkliche 
Berechnung  von  (t  erreicht.  Aber  es  ist  schon  früher  bemerkt 
worden,  dass  man  in  den  praktisch  vorkommenden  Fällen 
tatsächlich  kaum  mit  der  Möglichkeit  zu  rechnen  haben  dürfte, 
dass  ein  Integral  wie  (56)  gegen  Null  konvergiert,  ohne  dass  der  Inte - 
grandauch  konvergierte.  iJann  aber  exisliert  nicht  nur  lim  (V',„  ==•?', 

I                   I             1     r      <^  "'«        '^"'    1-      '-^  "''"        ^"^      r         11. 
sondern  auch  nocli  Jim n= — j  Jim =  —  ;  (Jie  eriiaJlenen 

(>  X  ()x  d  y  0  y 

Approximationen  dürfen  sogar  gliedweise  diflerentiiert  werden. 
Ob  daher  die  Methode  brauchbar  oder  nicht,  entscheidet  im  ein- 
zelnen Falle  die  numerische  Berechnung   der  ^Vpproximationen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel  der  Potentialgleicbung,  dass 
unsere  Methode,  wie  schon  betont,  ausschliesslich  eine  spezielle 
bestimmte  Fassung  des  Dirichletsehen  Minimumprinzips  ist,  und 
dass  diese  Spezialisierung  eben  den  A  orteil  eines  Konvergenz- 
beweises und  damit  eines  Beweises  des  Dirichletsehen  Prinzips 
mit  sich  bringt. 

Auch  das  analoge  Problem  für  drei  Dimensionen  ist  unserer 
Methode  zugänglich.  Ferner  lässt  sich  die  Aufgabe,  bei  gegebenen 
n.  iß 


ifj.  (ä;i]vres  DI-:  waltiier  nirz. 

Randwerten  von  i^'  und  —  eine  Losuni-  von  A  A  ^v  =  o  im  i iniern 

d/i  ^ 

eines  gegebenen  Gebiets  zu  finden,  in  analoger  Weise  auf  d;is 
Problem  der  (jleichuno-  A  A  (v  =  f(a.\  y).  »v  =:  o,  -—  ^  o  zurück - 
führen,  welches  \\ir  oben  i;elösl  haben. 


Lineare  Differentialgleichungen  mit  variablen  Koeffizienten. 

%  15. 

Die  Anwendung  der  Methode  ist  natürlich  keineswegs  au  so 
einfache  Voraussetzungen  über  das  Integral  J,  welches  ein  Mini- 
mum werden  soll,  wie  wir  sie  bisher  betrachtet  liaben,  gebunden. 
Aber  auch  der  Konvergenzbeweis  lässt  sicli  unschwer  verallge- 
meinern, und  es  soll  dies  am  Beispiele  linearer  Jtomogener  Diffe- 
rentialgleichungen mit  einer  Variablen  und  Koeffizienten., 
die  gegebene  Funktionen  von  x  sind,  gezeigt  werden.  Die 
Erfüllung  der  Grenzbedingungen  und  die  Auffindung  der  Funk- 
tionen 'hl  vereinfacht  sich  sehr  im  Falle  einer  einzigen  Variablen. 
Zu  lirösserer  Übersichtlichkeit  beschränke  ich  mich  auf  Gleichun- 
gen  zweiter  Ordnung;  doch  gelten  die  Sätze  ohne  \\esentlichc  Ände- 
rungen auch  für  hühere  Onhiungen.  Das  Integral  .1  lässt  sich  dann 
in  der  Form  schreiben 


{■j:) 


J  =  r  [  /i  ( ^ ; y-  -^  2/2  ( -^  )yy + /s  ( ^  }jK -  ]  dx. 


Und  wir  fordern,  es  solle  eine  Funktion y  (x)  gefunden  werden, 
ivelche  im  Intervall  ab  nebst  ihrer  Ableitung  y'  endlich  und 
stetig  bleibe,  für  r  =  r/;  r  =  6  die  gegebenen  Werte  K,  B  annehme 
und  }  zu  einem  Minimum  maclie.  Ks  ist  dies  die  Dirichletsche 
Randwertaufgabe,  auf  einfache  Dillerentialgleichungeu  über- 
tragen. 

Wir  setzen  voraus,  es  seien/,  ,  /^ ,  f^  im  Gebiet«  6  stelige, 
endliche  Funktionen  von  x\  gleiches  gehe  \on  f\  = -j-^  und  von 
/'!, .  Endlicli  fordern  wir,  dass  die  (juadratische  l'orm 
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im  ganzen  Gebiet  ah  de/init  sei,  l)Z\v.,  tia  es  auf  das  A  orzelchea 
nicht  ankoniml,  positiv.-. 

Dann    existieren    zwei    |)ositive  Grctssen    A',    iv  derart,  dass  für 

(1  ^  X  —  o 

K>/,-   /,.  K>/,>A,         /./3-/.r>/.- 

Sei 

(58)  y(x)=- I! ;-A-^«Ca7). 

I)  —  II  (t  —  b 

so  wird  M  (i'/)  =  «  (^):^  o   sein,    und  vermittelst   einer  partiellen 
Integration  erhält  man 


=/"./„.- 


■2/2  a  11'  —fi  II-  -^  ■->  y  if  )  dx  -H  konst, 


wo 

und    die    additive,  übriKeus   belanglose    Konstante   nur    von  den 
gegebenen  Grössen  V,  /'(  ....  abhängt. 

.lede  Funktion  ii,  die  den  vorausgesetzten  Stetigkeils-  undPiand- 
bedino untren  genüijt,  lässt  sieb  im  franzen  Intervall  ab  durch  die 
!•  Ouriersche  Reihe 


h 


darstellen;  die  Bedingungen  i/ (^a)  =:  in  b)  =  o  sind  hierbei 
erfüllt,  und  es  kann  u  (x)  einmal  gliedweise  difleren liiert  wer- 
den, und  falls  u"  den  Diricbletschen  Bedingungen  genügt,  sogar 
zweimal.  Denn  setzt  man  die  Funktion  //'  für  ^  <;  rt  als  gerade 
I"  iiuklion  fort,  so  "ill 


Ta.cos 


l  —I  X  —  f/) 


im  Intervall  a  —  b  <C^x  <^h,  und  die  gliedweise  Integration  dieser 
gleichmässig  konvergenten  lieihe  führt  auf  die  Reihe  (19),  plus 
einer  additiven  Konstante,  die  wegen  der  Grenzbedingungen  sicli 
zu  Null  ergibt. 

Vhnlich  findet  sich,  falls  //. '  entwickelbar  ist,  durch  zweimalige 
Integration  die  R.eihe  (09)  plus  einer  linearen  Funktion  von  .r, 
die  wieder  wegen  u  (a)  =  u  (^b)  =  o  verscliwindet. 
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Wir  können  also  '!/„,  ^  sin — ^— —  setzen,   und  füliien    dif 

'  t>  —  a 

Funktion 

U,n  =  «i  '\\  -4-  «2  '^2  —  •  .  •  —  "m  ^ ni 

an  Stelle  von  u  in  das  Integral  .1  ein.  Dieses  \\ird  wieder  eine 
quadratische  Funktion  .J,„  (a,,...,  a,n)  der«,  und  wir  bestimmen 
letztere  so,  dass  hm  ein  Minimum  wird,  d.  li.  wir  Ifisen  das  Svslem 
linearer  Gleichungen 

t^J/»    _  <>^m   _  'Al  ///    _ 

Da  der  quadratische  Teil  von  ,!,„  nach  i\t\\  gemachten  \  oraus- 
setzungen  nur  dann  verschwindet,  wenn  //„,  identisch  gleich  Midi, 
und  somit  «,  =  «o  =  .  .  .  a,n  =  o,  so  isl  auch  in  diesem  Falle  di<' 
Lösung  eindeutig  bestimmt.  Da  .1  nach  seinem  Ausdruck  ( äj  i 
nicht  negativ  sein  kann,  so  folgt  wieder  die  Konvergenz  der 
sukzessiven  Minima  J',"',  J!,"  ,  JJ,*",. .  •  gegen  eine  Grenze.  Man  setze 
wiederum 

(6o)  lm=y    A,sin — , 

1 

so  fordert  die  Gleichung  .),„  =  min.  dass  für  beliebige  A<  sei 

und  die  JJifferenz  J„"L„  —  J^"'  lässt  sich,  durch  geeignete  Spezia- 
lisierung dieser  Gleichung  (wie  in  i;  2),  auf  die  Form  bringen 

„  ii 

^m+n—^'m——    i       [f\(lt-'m+n—  "/«)-"*-  ■■^J\(llm~„—  H '.■>,) 

X  (  II  „,+„  —  lh„)-h  /ä  (  U  ,n  -^n—  li  m  )  '  |  '/•'■  • 

Wieder  kann  das  Integral  für  genügend  grosse  m  kleiner  als  die 
gegebene  Grösse  r,  gemacht  werden.  Da  aber  der  Integrand  posilir 
und  gnisser  (')  als  («^„^,,  —  ^'m^'  '^^^- — ^'  ^'^"lit  auch  als 


(')  Es  ist 


/.  'f '^  +  2/,  <p9'  +  /3  «^  ^  [/^  .^  +  /^  .^'Y  + 


.../,.A-/? 


y 3     •  '  ■  j^ 
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ist,  gilt  die  Ungleichung 


/' 


woraus  wir  wie  in  §  13  scliliessen 


f 


dx 


^^ch 


<(i-^b  —  a)i  /'h^. 


\/T 


Daraus  folgt,  dass  Um  nn  ganzen  Gebiet  a  h  gleichmässig gegen 
eine  stetige  GrenzfunLtion  ii  komez-giert,  wenn  ni  unbegrenzt 
ziiniinnU. 

Um  die  Existenz  der    Vbleitungen  von   n  zu    beweisen,  setzen 
w  r 

Pm  =    f        f      (r-r-  U,„f,  -   U,n  f.  )  clx^  ^    f     f,  U,„ 


dx 


und  es  konvergieren  fiir  ///  =:  x  ,  V„.  und  P,„  «eoen  Grenzfunktionen 
V  und  P'. 

iJann  wird  (()i) 

{u,„J\—  P'"  '-;77f  '^^^-^  l'm((j)  P//((^)- 


Wie  wir  gesehen   haben,    hissen  sich  die  Koeffizienten  A,-  von 

^,,,  SO  bestiinnien,  ciass  hm  ^„,  =  ^,  lim  —. —  =  -7-.  lim  —. — -  =  -r-^  , 

dx         dx  dx-  dx- 

falls  Z.  eine   Funktion  isl,  die  nebst -r^  in  a  und  b  verschwindet, 

dx  ■ 

im  Intervall  ab  nebst  ihren  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  stetig  und  endlich,  und  im  übrigen  willkürlich  ist.  Bei 
dieser  Bestimmung  der  X.,,,  kann  man  also  zur  Grenze  übergehen; 
das  Glied  in  ^„,  (b)  konvergiert  gegen  Null,  es  bleibt 


/ 


für  jedes  ^.    Vuf  dieses   Integral  lässt  sich   nun  das    Ililbertsche 
[jcmma  anwenden  und  ergibt 


(G'i) 


II  fl  —    P  =  Ci-h  C-iX, 


246  (jelA'RLS    DK    WAI.TIIiai    lUTZ. 

WO  C|,C2  Konslanlen  sind.  Es  ist  also 


./l 

lind  da  die  Aijieitung  der  rechten    Seite   existiert  und  stetig   und 
endlicli  ist.  üilt  Gleiches  von  -— • 

JJurch  Differentiation  von  ( ()2)  ergibt  sich  aber 

SO  dass  auch  u'  existiert  und  die  (jlcicliuug 
^63)  u"f,  -  uj\  -  u(f^-f, )  -  F  =  o 

erfüllt   ist,    welche    man    direkt   durch    \  ariation   \on   J  erlialt»u 
würde.  Das  Problem  ist  damit  gehist. 

Für  nicht  homogene  lineare  Gleichungen  bleibt  die  Methode 
unverändert,  nur  dass  F(.r)  eine  allgemeinere  Form  annimmt. 
Zum  Jieueise  der  Konvergenz  ist  es  notwendig,  die  Existenz  einri 
unteren  (irenze  des  zu  variierenden  Integrals  J  zu  zeigen.  Mau 
kann  zu  diesem  Ende  die  Existenz  eines  partikulären  Integrals  r^ 
der  nicht  liomogenen  Gleichung,  sei  es  auf  Grund  der  im  \  origen 
ausgeführten  Lösung  der  homogenen  Gleichung,  sei  es  auch 
direkt  aus  den  Cauchyschen  Existenzsätzen,  ])0stuheren,  und 
y=y\  -\-  li  setzen;  dann  nimmt  .1  eine  Form  an,  aus  welcher  die 
Existenz  einer  unteren  Grenze  ohne  weiteres  folgt.  Es  ist  dies  im 
wesentlichen  die  Methode,  die  wir  in  i;  1  angewendet  haben.  JJcI 
der  wirklichen  Lösung  des  Problems  wird  man  allerdings  diese 
Transformation  nicht  ausführen,  ebensowenig  wie  man  das  postu- 
lierte partikuläre  Integral  zu  kennen  braucht. 


Die  scliwin Licndr  Saite. 
§   10. 

Die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  nicht 
mehr  anwenden,  wenn  der  Integrand  aufhört,  eine  <'/e///?«7e  Form 
zu    sein.  Es  ist  bekannt,  dass   die  \atur  der  Lösungen  in  diesem 


\V.   —  NEUU    MUTIIODI':    ZLR    l.ÖSUXG    GEWISSKR    VARIATIONSPROBLE.M  K.        l^- 

Failf  eine  wesentlich  andere  ist,  und  dass  die  Eindeutigkeit  der 
[.(isiing  insbesondere,  ebenso  wie  ihre  Existenz,  nicht  mein-  all- 
geineiu  behauptet  werden  kann.  Beispiele  hierfür  bielcu  die 
Eigenschwingungen  elastischer  Körper  :  wir  wollen  lür  den  l-';ill 
der  schwingenden  Saite  zeigen,  dass,  wenn  auch  der  theore- 
tische Konvergenzbeweis,  wenigstens  in  der  im  Obigen  darge- 
stellten Form,  \  ersagt,  die  ^lethode  ni(ditsdesto\\eniger  anwendbar 
bleibt  und  zu  numerisch  sehr  hraucJiharen  Resultaten  führt. 

Sei    /.-    eine    zunächst    willkürliche     Konstante,    so     sind     die 
(ileicluingen  des  Problems  bekanntlich 

d-y 

(04)  _^^/,-:!y  =  o,  j^(-M)  =  o,  jk(— i;  =  o, 

wobei  die  Saite  in  den  Punkten  x  =  rc  i  festgehalten  wird. 
Wegen  der  Homogenität  kann  man  noch  die  Bedingung 


/ 


y-  dx 


\  (jrschreiben.  Die  Lösungen  sind  : 

Fundamentalton   :     v  =  cos    '■^— ,     A-  =  -:    erster    Oberton  : 

■:>.  ■}. 

j>^z=sin— .r,  /.=  t::  zweitei-  Obci  ton  j^  =  cos     '"     ?  /.  :=— ^,  usw. 

Diese  Lösungen  Kvollen  wir  nach  unserer  Methode  durch 
Polynome  zu  approximieren  suchen,  wobei  wir  uns  auf  die  in 
X  geraden  Lösungen  beschränken. 

Das  allgemeinste,  in  x  gerade  Pol^^nom,  welches  den  Bedin- 
gungen j'(±  I )  =  o  genügt,  ist 

( 65  )  Yn—^i  —  X- )  (  «0  -f-  a  1 X-  —  oto  x*  — .  . .  -^  «„  x'-" ). 

Die    Gleichung  (64)   entsteht  dundi    die   Fonlerung,   es    solle 

j       y-«'/^  unter  der  Bedingung   /        )- f/ x  =  1    ein  Minimum 

—  I  —I 

werden. 

Fidiren  wir  hier  j^„  an  Stelle  von  >'  ein  und  setzen 
so  haben  wir  die  öf/ so  zu  bestimmen,   dass   J,,  ein  Minimum  wird, 
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oder,  besser  gesagt,  dass 

(G6)  - —  =  o.  —  =0.  ....  - —  =  o 

oao  '>ct\  f>o„ 

ist.  Soll  dieses  System  linearer  ( deicliungen  eine  I^ösung  besitzen, 
so  muss  seine  Determinante  verschwinden,  woraus  sich  eine 
(ileichiing  /« +  1'^"  Grades  für  /.J;  ergibt,  deren  Wurzeln 

sein  mögen.  Jeder  dieser  \\  urzeln  entsj)riclit  ein  bestimmtes  y„, 
und  man  findet  leicbt,  dass  die  kleinste  dem  Minimum  \on 

/     y'n-  d^ 


L  -"^ 


r,  d.z 


entspriciit,  liir  geeignete  Wahl  der  a,i. 

jNimmL  n  zu,  so  \\ird  /  "   abnebmen  und  gegen  eine  Grenze  kon- 
vergieren,   welche    /.=  - entspriciit   ('Fundamentalton).    Auf  die 

Konvergenz  der y,,  lässt  sicli   daraus   aber  nicht  in  der  bisherigen 
\^  eise  schbessen. 

Di*'  Korflizienten  der  (  deichungen  (66),  die  die  a,-  bestimmen, 
sind  linear  in  /-  und  enthalten,  wegen 


/ 


—  1 

x-P  dx  =  — 


nur  rationale  Zahlen.  I'"iir  n  =  1  (erste  Approximation)  wird 

woraus 

/.  •  —  28  A-a -i-  63  =  o  :         9.  Af  =  \ , 98488  ;         ■>  kl  =  ',\  ,■ 

Aus  den  exakten  Lösungen  hätte  sich  ergeben 


■>.h\  =  —  =  4 •  934800 200,         2/1.7  =  ^—-  =  4  (•4'  i- 
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SO  (lass  schon  in  erster  Annäherung  die  Tonhr)he  des  Fundamen- 
lallons  auf  ,„„'„„„  richtig  ist,  uiihrend.  wie  ja  zu  erwarten,  die  des 
zweiten  Obertons  nur  auf  lo  "  „  genau  sich  findet. 

\n  Zureiter  Approximalion  ( n  =  2)  wird,  falls  v. A-  =  ),  gesetzt 
\\  ird, 

/s —  -j-j^Xi-t-  8;^(io).  —  '58(iio  =  o. 

Wir  benutzen  die  .schon  gefundenen  Näherungswerte  >,  =  2  Z,-^, 
/.  ^  2  ly-,  und  erhallen  die  neuen  A\  erle 

•'.  k\  =  i .  934  802  •>.  1 7  ;  >.  /.  5  =  i  i ,  (io2. 

Der  Fehler  des  Fundamcntaltons  in  Zureiter  Annäherang 
ht'trägt  i  Milliaidstcl.  der  des  zweiten  Obertons  '/:2*'/o5  cler 
vierte  Oberton  wird  mii-  r(di  ;ingenahert  ei'hallen  (dritte  Wurzel 
der  Gleichung;. 

Die  Konvers'enz  ist  also  eine  unse^^ohnlich  mite.  Ahm 
bemerke,  dass  sich  hieraus  sukzessive  Approximationen  von  - 
ilurch   algebraische  Zaiilen  ergeben. 

Berechnet  man  nun  in  zweiter  Approximation  a^i,   fix    und  ^/j, 

so  findet  sich  als  angenäherte  Darslellunu  von  cos—-  : 
Vi' X  I  =:  i  I  —  3"-)  ( I  —  (),■>. 33  \^ox-  -^  o,oiS9()2.r''  ) 

iiiiil  tiir  dir-  Werte  .2"  ^  o,  i ,  0,2,  ...,  o,Q  von  x  crltiill  iiiiii]  lilr 
lou  cos -^^^  und  li)i;  )■/,  die  Tabelle 


-x 
\o"  cos = 


iogJK«  = 


lo"  C(JS 


fr« 


0.  1 

().'. 

0 .  ) 

"•  1 

0,3 

O'.ti'' 

>n 

«IjS  M){'i 

(ji()S8i 

<)07()  j8 

8i9  ^s■, 

m  !'■' 

>  1 

\)-'^}.\->. 

'.1 1;»^^9 

9071)32 

«19  193 

o.( 

) 

( )  ,  - 

0.8 

0.9 

T^'O'' 

'9 

(')'}- ()\- 

48(,<,8> 

191  ;3.>. 

7''-0' 

21 

(\'t-  ()\'i 

'\^{){):^ 

1 9  i '  i  j 

wobei  nur  die  ALintissen  der  Logarithmen  geschrieben  sind ;  bir 
X  =^ —  I   und  X  =  1    isl    übereinstimmend   t„^cos— — =0.    Die 
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Annäherung  ist  also  im  ganzen  Gebiet  —  i  bis -^  i  eine  seht- 
befriedigende  ( '  i. 

Für  den  Übei'ton  ist  CS  vor  allem  wiclili^.  die  Stellung  der  zwei 
Knoten  (  tlieoretiscli  ^  ==:  zi:  -  1  /u  Ijeretlnien.  Es  wird 

y'^-  Hx)  —  (\  —  .r- )  (—  I  -i-  () ,  '3)1 ")  .r-  —  (> .  2  [  ()  .r '• ) 

und  die  Klammer  \erscliwindet  liir  ./•  ■==:  o.o'joB  :  die  Slelliin«;  des 
Knoten  ist  also  auf  2  "  „  genau  angegeben. 

Man  wird  aus  diesem  Beispiel  scidiessen,  dass  unsere  .Metliodc 
l'iir  die  Berechnung  der  Schwingungszald  des  Fundamentalton-^ 
•  •iuer  Saite,  Membran  oder  Platte  besonders  vorteilhaft  ist.  uu<i 
dass  je  iKÜier  der  Oberton  ist,  mit  dem  man  es  zu  tun  hat,  um  so 
gnisser  die  Anzahl  konstanten  cti  sein  wiid,  die  man  zu  berechnen 
hat,  um  eine  gegebene  Genauigkeit  zu  erreichen.  Audi  auf  dir 
l  ntcrsuchung  der  Chladnischen  Klangfi guren  ist  die  Methode 
somit  anwendbar:  bei  transversal  schwingenden  Platten  ist  das  Pro- 
Itlem  bis  jetzt,  im  Fall  eines  freien  Randes,  erst  für  den  Kreis 
geh'ist.  Aber  auch  bei  ringsum  eingespannten  rechteckigen  Platten 
ist  die  Lr.sung  noch  unbekannt  :  es  liissL  sicdi  leicht  zeigen,  dass 
die  Eckpunkte  singulär  sind,  und  in  ihrer  Umgebung  eine  Entvvicke- 
bing  nach  Potenzreihen  nicht  möglich  ist.  Jlier  ist  der  Umstand 
von  grossem  Vorteil,  dass  unsere  Methode,  z.  B.  bei  Anwendung 
von  Polynomen,  auch  in  solchen  singuliiren  I^unkten  anwendbar 
bleibt,  sofern  nur  die  Stetigkeitsbedingungen  nicht  verletzt  werden. 
\uf  diese  Anwendung  der  neuen  Methode  aid'  transversale  Schwin- 
gungen ebener  rechteckiger  Platten  wei-dc  ich  an  anderer  Stelle 
zurückkommen. 

Nach  dem  vorliegenden  Beispiel  dürfte  jedenfalls  der  Physiker 
bei  der  Anwendung  des  neuen  Rechnungsverfahrens  auch  in 
Fällen,  wo  der  theoretische  Ronvergenzbeweis  zunächst  noch 
fehlt,  sich  durch  diesen  Mangel  nicht  allzusehr  beunruhigt 
fühlen. 


(')  Im  vorliegenden  l'alle  kann  man  auch  dureli  I'otenzreihen  integrieren, 
[{cscliränkt  man  sich,  wie  in  y,^,  auf  Potenzen  von  a;  die  ^  6  sind,  so  Avird  die  An- 
niilierung  an  jk  {x)  eine  ungefähr  ebensogiite,  der  I""ehler  des  Fundamentaltons 
dagegen  ist  loooo  mal  grösser  als  hier. 


XVI. 
ÜBER  EINE  NEUE  METHODE 

ZUR 

LÖSUNG  GEWISSER  RANDWERTAUFGABEN  ^'\ 


{Göttiiiger  .Xac/nic/ilen,  math.-physik.  Klasse,   igoS,  S.  ■236-'>.48.) 


Hei  den  Randwertaufgaheii  der  nialli.^matisclieu  Phvsik  hcslelil 
In  vielen   Rillen    die  Forderung,   eine    bei    l)estimmten    Stelig- 
keils-  und  Kandbedingungen  durch  ein  Miniinalprinzi|)  detinierle 
iMinklion  innerhalb  eines  gegebenen,   endlichen   Hereichs  darzu- 
slellen.   Zu  diesem  Zweck  eignen  sich  hekannlllch    Polenzreilien 
nur  ausnahmsweise,  während  es  immer  mr>glich  ist,  die  l^^inktion 
nebst  einigen  ihrer  Ableitungen  durch  ein  Polynom  von  genügend 
hohem  Grade,  durch  die  ersten  Glieder  einer  Fourier-Reihe  oder 
iihnliche   Ausdrücke  innerhalb  des  ganzen  Bereichs   mit  bebebig 
vorgeschriebener  Genauigkeit  darzustellen.   Die  Berechnung  der 
Koeffizienten  bietet  keine  Schwierigkeit  falls  die  Funktion  nume- 
risch gegeben  ist,  und  es  Avird  in  den  in  der  Praxis  vorkommenden 
Fällen  meist  ein  Polynom  von  niedrigem  Grade  die  Funktion  mil 
genügender  Annäherung  darstellen.  In  diese^-  Form  vverden  häulig 
die  Resultate  der  Beobachtung  zusammengefasst ;  soll  das  Frgebnis 
mit  der  Theorie  verglichen  werden,  so  erhebt  sich  die  Forderung, 
die  Koeffizienten  «,  eines  Polynoms  oder  allgemeiner  eines 
A  Hsdriiclxs  der  Forin 
(i)  u',„=  '%— «1  'hi-^a.'\.--...-^a,„'\m 

wo  die  'i/  geeignete  analytische  Funktionen  ?ind,  uns  den  Rand- 
bedinmingen  und  der  Differentialgleichung  so  zu  bestimmen. 


(  1)  Vorgelegt  von  Herrn  C.  Runge  in  der  Sitzung  vom  i(J.  Mai  1908. 
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dass  sie,  bei  i^ei^ebenein  in^  vo/i  der  gesuchten  Lösung  möglichst 
^ve?iig  abweichen;  woljei  der  Fehler  mit  wachsendem  m  ver- 
schwinden muss. 

Bei  vielen  V'^arialionsprohlemen  lässt  sich  nun  ein  zur  nume- 
rischen Rechnung  geeignetes  Verfahren  angeben,  welches  in  engster 
Beziehung  zum  Dirichletschen  Prinzip  steht,  und,  da  es 
einen  einfachen  Konvergenzheweis  zuliisst,  dieses  Prinzi|)  (für  das 
betreffende  Problem)  streng  zu  begründen  erlaubt,  wenu  man 
noch  die  von  D.  Hilbert  zu  iihnlichen  Zwecken  entwickelte  neue 
Methode  der  \  ariationsi-echuung  lieranzieht.  Dies  Verfahren  soll 
im  Folgenden  am  Problem  des  Gleichgewichts  ringsum  einge- 
spannter, elastischer  Platten  entwickelt  werden.  iJie  Verallge- 
meinerung und  die  numerische  Durchführung  einzelner  Fälle,  die 
sich  übrigens  von  selbst  ergibt,  sei  einer  ausführlicheren  Mitteilung 
vorbehalten. 

Sei  w  die  (sehr  kleine)  \  erschiebung  eines  Punktes  der  Platte 
aus  seiner  ursprünglichen  Lage,  senkrecht  zur  iüjene  der  Platte, 
so  ist  die  zu  approximierende  Funktion  w  (x,  y )  durch  folgende 
Bedingungen  definiert  : 

I  .  sie  ist  eindeutig,  endlich  und  stelig  nebst  ihren  Ableitungen 
erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  innerhalb  der  Platte  Pi; 

2.  auf  dem  Rande  L  der  Platte  erfüllt  sie    die    Bedingungen 

iv  =  o,  —  =  o,  also  auch  —  =  o,  —  =  (j; 

ön  ()x  üy 

3.  sie  genügt  im  Innern  der  Differentialgleichung 

()'*  W  0*  W  (J*  W  r,  -. 

wo  /"eine  dem  auf  die  Platte  ausgeübten  \ormaldruck  proportio- 
nale, endlich,  stetige  Funktion  ist,  die  numerisch  gegeben  sei. 
Diese  Forderung  ist  äquivalent  mit  der  andern;  es  möge  das 
Integral 

Ci)  ]  =   l     j    \-i  Air  )2  —  »/l  dx  dy 

u 

(welches  im  Wesentlichen  die  potentielle  Energie  der  deformier- 
ten Platte  darstellt,  nebst  der  Arbeit  des  Druckes)  für  w  ein  Mini- 
muiii  werden. 
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Dass  dieses  Integral  jedenialls  eine  untere  Grenze  besitzt,  wenn 
sie  auch  vielleiclit  nicht  erreiclit  wird,  erkennt,  man  leicht  durch 
l^inführung  des  [)arlikulären  Integrals  von  (a) 

Wi(x,r}=  —  —     /      /   /■-  log  //(  ;.  r,  )  /^/;  r/r  .  /-  =(./—;  )2  -i-  (y  _  r,  i«. 

Für  alle  (v.  die  den  Bedingungen  i.  und  2.  genügen,  lässl  sich 
dann  .1  in  der  l'orin  schred>en 

i  =  -    I     MA ( IT'  —  ir, )]  dx  dy  -h  K, 

v\o  K  die  numeriscli  hestinunte  Grösse 

K=/     /        -(Air,  )i  — /ir,      d.r  dy -^    j   (^u'/-^-^  —  '~  \n-i  \  ds. 

bedeutet. 

Man  setze  'i/„=o  und  wähle  die  •!//  so,  dass  sie  den  Bedin- 
gungen I.  und  '2.  genügen,  und  dass  zwisclicn  ihnen  keine  iden- 
tische lineare  Relation  mit  konstanten  Koefhzienten  bestehe; 
dann  erfüllt  iv,„  die  Bedingungen  1.  und  2.  fiir  jedes  System  der 
cii  und  verschv\indet  identisch  nur  wenn  r/,  =  a-,  =■ .  .=  «/«=  ". 
Wir  suchen  nun  die  Koeffizienten  <7/  des   Vusdrucks 

so  zu  bestimmen,  dass  iv,„  bei  gegebenem  m  eine  möii'Uclist  s'ula 
Approximation  von  w  darstelle;  die  fundamentale  Wichtigkeil 
der  Energie  für  den  gesamten  physikalischen  \  organg  legt  es  nahe, 
die  Abweichung-  der  Gesamtenergie  von  ihrem  theoretischen 
Wert  als  Maasstab  des  (bisher  noch  nicht  definierten)  Gesamt- 
fehlers zu  nehmen  und  diese  Abweichung  möglichst  klein  zu 
machen.  Mit  andern  Worten,  ivir  haben  die  ai  so  zu  wählen, 
dass  die  der  Deformation  w„i  entsprechende  Energie  bzw.  das 
Resultat  der  Einführung  ron  w„i  statt  w  unter  das  Integral- 
zeichen 

möglichst  klein  werde.  Da  nun  J,«  eine  quadratische  Funktion  der 
ai  allein  ist  und  x  und  y  gar  nicht  enthält,  handelt  es  sich  hier  um 
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i-in    gewrtlinliclies   Maximum    und    Miniuium    l'roblem,    welclics 
durch  das  Svslein  der  in  den  Unbekannten  ai  linearen  Gleioliuni;(:n 

ddi   ~    '  Oa\  '  dam 

i;elöstwird.  Selzl  man 

(6)       a.pr,  =  'Ji<,p  ^  f  j  ^'ii> ^'i'i  ^•"'^  '^y^      "■'■1'  "=  J  /  ^'W'  f/-^  ^r, 

R  n 

so  Jaulet  das  (jleicliungssyslem 


(ja)  V  7/,,/^//,=  7,/         (^  =  I,  ■».,...,  mi. 

/'  =  ' 

iJie  Lösung  von  (5)  und  (5«)  ist  immer  miii^lieli  und  eindeutig  l)e- 
■-timmt,  weil  die  quadratische  Form 

III    III 

11  \\ 

stets  positiv  ist  und  nur  verschwindet,  wenn  identisch  Air/„^o 
ist,  ^vas,  da  (V',„  ;=  o  am  Ilande  ist,  die  Identität  «v,„  ^  o,  und 
somit  rt|  r=  ao  =  ...  a„i  ^  o  erfordert.  Die  Determinante  des 
Systems  verschwindet  also  nicht. 

Es  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  a,  durch  rein  nu- 
merische Onadratar.  w  obei  keinerlei  veränderliche]'  Parameler 
vorkommt,  deliniert  sind  :  die  praktische  Durchführung  tlieser 
Quadraturen  bei  gegebener  Genauigkeit  bietet  also  keine 
Schwierigkeit. 

Ich  beweise  nun,  dass  lim  (r,„  existiert  und  die  gesiichlc  Lösung 

ist  (bei  geeigneter  ^^  ahl  der  -i;/). 
Sind  A,  willkürliche  Zahlen  und 

SO  lassen  sich  die  Gleichungen  (5)  dahin  zusammenfassen,  es  müsse 
fiu^  jedes  Werlesvslem  der  A,  die  Gleichung  bestehen 


(8) 


/    /  I  A(t'„,  A^,„  —  fC,,, )  dx  dy  =  o. 
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Für  einen  neuen  Index  /??  -7-  /'  >  in  erliiill  man  in  analoger 
Weise  eine  neue  Approxiauiliun  i\',«  +  «  mit  anderen  Koeffizienten 
(«,,  und  es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Approximationen 
gleichniässig  konvergieren.  ^^  ir  setzen  ',5  =  ^v„i^n  — ■  "'/w  und  bil- 
den die  Differenz  der  Mininialwerte  von  .1 

J  m+n  —  J  ,n    =  f   f     \{  '  -^"'"'  ^  A'r  )''  —  f(  '^ "i  "+-  'f  )      dx  dy 

—  \  -( ^"' >n  )- —  ßf  m     dx  dy 

und  schreiben  (8)  für  den  Index /n  -+-  n  in  tier  Form 

Setzt  man  insbesondere  ^,«_[_«  ^  '-p,  was  erlaubt  ist,  so  wird 

j    I  [  A(i„,  A'^  -+-  ( Aci  ,-^  —  /o]  ^.r  dy  =  o 
und  somit 

(9)  J/«t-//  — J/"   =— -    /     j^\-^f-dxdy        {■:^  ^iv,„-:,— iv,n). 

Die  J;,"*  bilden  also,  wie  vorauszusehen  war,  eine  stets  abneb- 
mende  Reihe  von  Zahlen,  die  aber^  wie  oben  gezeigt,  grösser  als 
eine  bestimmte  untere  Schranke  bleiben.  Sie  konvergieren  also, 
und  es  lässt  sieb  bei  gegebenem  z  ein /y?  =  M  so  bestimmen,  dass 
für  jedes  in  >>  iM  und  belieldge  n  die  Lngleichung 

(10^)  /     /  I  ^-^y^dxdy  'Ci  z 

vi 

bestehe.    Hieraus   foliit   zwar    niclit,    dass   A '^,  wohl  aber  dass  o 

ge<ren  iNull  kon\eri;iert.  Denn,  weyen  -^  =  o,  — =-  =  o,  — =-  =  o  am 

00  »  ^         '  '  Ox  cly 

Rande  ist  identisch  im  Innern  von  R 

(f(x,y)  — /     /   log/- A'^  f/;  (7r,  :        \  r- —  i  x  — '^)- -¥- (j-  —  ■'',)-|- 

u 

Sei  D  das  Gebiet,  wo  (bei  gegebenem  x,  T)jA'^|  >>logry  c,  und  D 
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•  las  Gebiet,  wo  |A'^|!^  log  /•  y/s  ist.  ]Jiinu  ist 

■2T.\'^(x,y)\<  I'   f  '-^  d\  dc^  -  f  I   loi;-2  /■  v/:"  d^  r/r, 

<  ff  5^'  d\  dt,  -  V  '^  /  *  \\<>'^-r  d\  dr,. 
i;         ^'  ■     i; 

Das  zweite  liilei^ral  ist  konvergent,  wie  man  etwa  dureli  Ijii- 
liiliniug  \nn  Polarkoordinatcn  sieht:  sei  K  sein  grösstei'  ^^ Cil 
iiiiierliall)  1».   ilanu  folgt  naeii  (  lo) 

•^~,'f<-^5  J';l  <  v/^f  —  K). 

Die  rechte  Seite  ist  von  .r,  y  und  n  unabhängig;  bei  gegebenem 
t  kann  man  immer  für  jedes  .2?,  j'  u.  /«die  Grösse  |'f  |  =  [«i'/w+w  — •  »i'wl 
kleiner  als  i'  machen,  sobald  m  einen  bestimmten  Wert  über- 
steigt; man  hat  Idoss  die  willkiirhc  he  Zahl  :  und  dements|)re(di('iid 
M  so  7A\  wühlen,  ilass 


^}'' 


1 
sei. 

Die ^  { pproxinuilioni'n  w,n  konvei-^icfeii  alsu  im  i'an ze/i  Gehief 
11    o/eichmä.ssis.'   aei-e/t    eine  endliehe,   sleliiie    (irenzfiiiihtion 

Gleiches  lässt  sich   in  analoger  \\  eise  von  iUtn  Ausdrücken 

r^^d..    f^'^^dj,    f'^^ds 

/eigen,  wo  die  geraden  Linienstüeke  a.  .  .  ,r.  bzw.  [j.  .  .y.  bzw. 
die  Kurve  a.  .  /t  ganz  innerhalb  Vv  liegen  \\\n\  n  die  ^iormale  ziii- 
Kurve  bedeutet . 

Unsere  Wo  hl  der  AnnaJieiiingsfunktioncn  ir„,  ^reiche  das 
Inteij^ral  J  immer  kleiner  machen,  bedingt  also  die  Konvergenz 
in  allen  Fällen .  Soll  aber  udie  Lösung  des  Problems  sein.  d.  h.  soll 
der  Grenzpunkl  der  .]J)  mit  dem  Grenzwert  von  .1  fiir  irfiend- 
welehe  den  liedinnunsien  i.,  2.  ücnüiiende  hunktionen  (v  sicher 
/usammenfallen,  so  müssen  die  'L,  der  weiteren  Bedingung  unter- 
worfen  werden,   dass   jede   solclie   Funktion  tr  nebst  ihren  Ablei- 

ow    (hv    o-w    (y-tr  ,     ,.    ,  .  ...  1         ,      .  .         ,         1 

tungen  — >  — ?  — ,-,  beiiebiiranuenaherl  diircli  einen  XusdriicU 

°       öx    <Jv    <)  .1-    ii  y-  " 
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der  Form  «,'!;,  +  «o  'L;.  +  . . .  H-  «,„  •l„i  und  seine  entsprechenden 
Ableitungen  darstellbar  sei.  Wenn  ferner  die  i>,-  derart  gewählt 
wären,  dass  aus  dem  Lnendlichkleinwerden  des  Integrals 
/  /  [A(a',«+«  —  '^'/«^]"  ^-^  '^ty  a^if  tlas  des  Integranden  geschlossen 
werden  dürfte  [ein  Fall,  der  wohl  praktisch  der  allein  in  Betracht 
kommende  ist  ( ' ),  besonders  wenn  man  nur  eine  bestimmte  Appro- 
ximation verlangt],  so  würde  man  auch  auf  die  Konvergenz  von 

A  (v,,,,  — —,  — —■<  schllessen  können,  und  es  wäre  tr  =  lim  ^v,,,  dir 
üx         öy 

gesuchte  Funktion. 

Über  die  Singularitäten,  die  unter  den  \orliegenden  Umständen 
(z.  B.  bei  Entwickelungen  nach  Polynomen)  möglich  sind,  ist 
jedoch  Avenig  bekannt,  so  dass  eine  weitere  Verschärfung  der 
Bedingungen,  welchen  die  '\ji  zu  unterwerfen  sind,  zur  Durch- 
führung des  Beweises  nötig  wird. 

Wir  nennen  abkürzend  HauptableLlungrn  einer  Funktion  die 

Ableitungen /;?  ^  o,  i ,  2,  3  ;  «  ^  o.  1,2,  3.   Die  -j/  haben 

nun  die  Bedingungen  zu  erfüllen  : 

1 .  sie  sind,  nebst  ihren  Hauptableitungen,  in  R.  und  auf  L  end- 
lich und  stetig; 

er-        I  d'h;  .     dJ//  d'lii  r-      •      ^ 

2.  aui  L  ist  'li;  =  o.  —^  =  o,  somit — '—  =  o,  — ^  =  o  lur  ledes  i ; 

'  '   u/i  0.V  öy  •' 

3.  es  besieht  keine  Identität  der  Form 

/v,  6,  -f-  62  'i,  -+-  •  •  •  -^  f>m  ']>/«  =  O, 

w  enn  nicht  alle  b  verschwinden ; 

4.  sei  ^(^,r)  eine  abteilungsweise  analytische  Funktion,  die 
nebst  ihren  Hauptableitungen  endlich  und  stetig  ist,  und  nur 
innerhalb  eines  ganz  in  Pi  gelegenen  Pvechlecks  p  von  Null, 
verschieden  ist,  wobei  Grösse  und  Lage  von  0  willkürlich  bleiben. 
Wir  setzen  voraus,  dass  es  möglich  sei,  die  Koeffizienten  \i  und 
den  Index  m  des  Ausdruckes 

^/«  =  Ai  '^  1  -^  xV,  •^^2  -!-...  -+-  A„,  6 ,„ 

so  zu  bestimmen,  dass  "^  —  C,„  und   seine  Hauptableitungen  in  R 
kleiner  als  eine  vorgegebene  Grösse  bleiben,  wie  auch  im  übrigen 

(')  Im  entgegengesetzten  Fall  miiss  nämlicu  die  Fliiclie  c  =  Aiv,„  bei  genügemi 
grossem  ni  Singularitäten  «  haaifürmiger  Art  »  aufweisL-n. 

R.  17 
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s  gewählt  sei  (also  hm  'C„i  =  ^  usw.,   wobei  die  Konvergenz  eine 
gleichinässige  sei. 

Es  isL  leicht,  Funktionen  -Li  zu  bilden,  die  diese  interpola/o- 
rischen  Eigenschaften  besitzen.  Die  Gleichung  der  Randkurvc  L 
lässt  sich  immer  auf  die  Form  bringen 


F(a-,  y )  —  o, 


dF 


wo  -T—  nicht  identisch  verschwindet  und  F  im  Innern  von  R  von 
an 

Null  verschieden  ist,  im   übrigen  nebst  seinen    Hauptabieituugcn 

stetig  und   endlich  bleibt.  Für  eine  stetig   gekrümmte  Berandung 

wird  die  Gleichung  oft  von  vornherein  in  dieser  Form  erscheinen; 

für  ein  konvexes  Poljgon  mit  den  Seiten  a;  .x  -+-  -Jiy  -+-  v^-  =  o  kann 

man  setzen 

F  =  n(  oi/x  -i-  [i/j  -H  Y,- ;. 

Für  andere   Polygone  und  zusammengesetzte  Iviirven  ist  F  auch 
meist  leicht  zu  bilden,  was  hier  nicht  ausgeführt  werden  soll. 

Die  Funktion  r^  ist  dann  nur  innerhalb  p  von  Null  verschieden 
und  nebst  ihren  Hauptableitungen  stetig-  und  endlicii.  AA  ir  legen 
den  Koordinatenursprung  in  eine  Ecke  eines  R  enthaltenden 
\  ierecks.  Welches  im  übrigen  auch  Z  und  o  seien,  lässt  sich  eine 
solche  Funktion  nebst  ihren  llauptableituni;en  in  der  Form 


F2        ^Zd     ' 


-\  p. 


(i)  =22«' 


ni -  .?■    .     n-  y 
sin  sin  ^usw., 


WO  P,„,  P,i  Legendresche  Polygone,  a  die  Seite  des  \  ierecks  iie- 
deuten,    darstellen,    wie    durcii  Integration  der   entspreclienden 


gleichmässio  konver^enlen  Reihen  für 


!-■ 


unter  Berücksiciiti- 


gung   des  identischen  \erschwindens  von   ^  ausserhalb  I\  ohne 
weiteres  folgt  ( ' ).  Setzt  man  also 


(II,) 


„,    .     m  —  X    .     n-jz  y 

in  =  r  -  ?in SUl —  : 


oder 'l',nn=^  F-P/ 


^)^"©- 


(')  Auf  dem  Haude  und  auf  den  Ivurvensliicken,  auf  denen  F  verschwindet  und 

i; 
die  ausserhalb  /?,  aber  innerhalb  des  Ouadrals  gelegen  sind,  hat  — ;  zunächst  die 

Form  -;  die    Enlwickelungen  ergeben  hier  bekannllich    den  aus   der  Sleligkeit 
folgenden  Wert,  also  o. 
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SO  wird 

M  M 

^j    ^mn'-;'/iiin  bzw.      ^ ^     ^mn'i  inii 

m.n  =  l  m,n  =  \ 

gleichmässig    yegen  ^  konvergieren,    und  gleiches  gilt    ,on   den 
Hauptableitungeii;  es  ist  z.  B. 


lim    >   A„,„  — = =    liiii       >   A,;,,,-iii 

M=^-*^  Ox  M  =  y^L     ''-^     '"^  "■ 


F-  >,A,„,, cos sin —\' 

^^  a  a  a    \ 


Der  Limes  der  Klammer  ist  aber  gleich  p?- f-  F-  —  \-^]  =  — ^* 

'^  F-  ox  ox  \  I-  -  /         ox 

Da  ferner  auch  auf  L  ausser  'Inm  =  o  noch  gdt 

^'\'mn  T^/^F         .      niT.X         t:,')1-  JllT.  x\     .      HT.y 

— i- —  z:^  2F  1  —  >  sin r  cos sin =  o, 

ox  \  Ox  a  a  a      J  a 

und  ebenso     ' "'"  =  o,   so  erfüllen  die  'i>,„,,  alle  \  ori;eschriebenen 

Oy  '  .  ^ 

Bedingungen. 

Bei  konvexen  Polygonen  wird  man  den  Vnsalz '!;)^^,^  lje\orziigen. 
da  F  selbst  ein  Polvuom  ist;  die  (  Hiadraliiren  lassen  sich  dann 
in  terminis  ßnilis  ausfiiliren. 

Dass  man  auch  auf  manche  andere  Weise,  insbesondere  durch 
Junführung  neuer  Variabelen  geeignete  Funktionen  -li  Jdlden 
kann,  ist  selbstverständlich  und  soll  hier  nicht  näher  ausgeführt 
werden. 

Um  nun  bei  diesen  \  oraussetzungeii  über  die  'i//  zu  zeigen,  dass 
w  =  lim  w„,  wirkliciidas  Integral  J  zu  einem  Minimum  niarlit  und 

somit  die  gesuchte  Li'isung  ist,  benutzen  wir  eine  im  we-cnlliclien 
von  Herrn  Hilbert  ('  )  gegebene  Methode. 

Wir  setzen  zunächst  die  nur  innerhalb  R  delinierten  Funktionen 
'hi  und  /  ausserhalb  dieses    Bereichs  gleich  Null,    wobei  für  'L/, 

— ^>  — ^  weiien  der  R^andbedinoun^en  die  Sletigfkeit  nicht  \ erletzt 

dx      dr         ^  n       ö  o 


(')  D.  Hilbert,  tfber  das  Dirichletsche  Prinzip  {Festschrift  der  Kgl.  Ge- 
sellschaft  der    Wissenschaften   zu  Göttingen,    math.-physik.  Klasse),  Berlin, 

If|OI. 
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wird;  ferner  legen  wir  die  Koordinatenachsen  in  der  \\  eise,  dass 
sie  keinen  Punkt  mit  R  gemein  haben.  Sei  dann 

^i^,y)=  f'    f     f     f     f     f  fioc,y)dx^dy^, 
«-^0     «-0     «-'o     «-^0     •--  0      •'  n 

so  konvergieren,  wie  oben  bewiesen  wurde,  U,,;  und  seine  Ablei- 
tungen bis  zur  vierten  Ordnung,  ferner 


dr*  c'j'ä         /         c*:;;      -^  '  r>yi  da:-  c^ar*  dy  dy'*  dx 

gleichmässig  gegen  eine  Funktion  U  und  ihre  entsprechenden  Ab 
leitungen;  ferner  sind 


Ox''  Oy'^  Ox  öy'*  üx'-^  (>y  üx^  üy^ 

aufLgleicli  Null.   Durch  partielle  Integrationen  lässt  sich  dann 
die  Gleichung  (8)  in  die  Form  bringen 

11 

wobei  Im  P»andintegral  alle  Glieder  in  L,w  die  nicht  \erschwinden. 

konvergenlsind,  und  nur  dieHauptableitungen  von  ^,„  vorkommen. 

Endlich   konvergieren  auch  die    im  Doppelintegral   auftretenden 

Ableitungen    ^   /"  ,   [  \    '"■ ,     ,   /"  •  Die  noch  willkürlichen  Roeffi- 
"  öx*       ax-  dy'        <)x* 

zienten  A/,  die  in  !^,„  eingehen,  wählen  wir  so.  dass  gleichmässig 
lim  'C„i  =  t^,  wobei  ^  irgend  eine  Funktion  der  oben  definierten 
Vrt  sei;  gleiches  kann,  nach  \oraussetzung,  auch  für  die  Ilauplab- 
leitungen  angenommen  werden.  Unter  diesen  Lmständen  können 
wir  zum  J^imes  übergehen,  und  da  ^  nur  innerhalb  p  von  Null 
verschieden  ist,  verschwindet  das  Linienintögral,  und  es  wird  für 
jedes  solche  "C 

(11)  o=  (    I  (AAU  — F)      'j"''      clxdy. 

J    J  '  Ox^  Oy^  -^ 

Nun  beweist  aber  Herr  Hilbert  a.  a.  O.  folgendes  Lemma: 

Sei  wcine  innerhalb  des  Ivechtccks  einschliesslich  dessen  Seiten 
mit  ihren  Hauptahleitungen  endliche,  stetige,  abteilungsweise 
analytische  Funktion,  die  auf  den  Seiten  x  ^  a^  x  =  a'  des  Recht- 


XVI.   —  NEUE    METHODE    ZLR    LÖSUNG    GEWISSER   UANDWERTAUFGABEN.       iü  I 

e(?ks  den    Bedin£un:;en  ^  =  o,  -^  =  o,  -— |  =  o   i^enüiit ;    auf  den 

dt  0-''' 

Seiteny  =b,y=  6',   den  Bedingungen  S;  =  o,  -^  =  o,  ^- =  o. 

Wenn  dann  für  jedes  solche  X^  das  Integral 


fl 


<i>(.r,  r ) —  dx  dy 


verschwindet,  wo  $  eine  in  o  einschliesslich  der  Seilen  stetig  ver- 
laufende Funktion  ist,  so  ist  notwendig  <t  von  der  Form 

wo  Xfl,  X,,  X2  stetige  Funktionen  von  x  allein,  Yq,  Y,,  Yo  solche 
von  jv  allein  sind. 

Dieser  Hilfsatz  ist  auf(i2)  anwendbar;  denn  aus  derllilberlschen 

Bedingung  l^  =i-  o   für  x  r=^  a   folct   auch  — ^  =  o,  --—  =0,    . . . , 

n       n    -  ^  dy  '  oy^ 

d"^  d'-Z  ()3  r         " 

ebenso  foliit  aus— ^  =  o  für  x  =  «,  - — f-  =  o,  - — ^  =  o,  u.s.  w.,  so 
^  öx  ^  üx  öy  Oxöy^ 

dass  sämtliche  Hauptableituiiiicn  von  C,  mitxVusnahme  von  ■    .,  "^  .^  j 

auf  den  Rändern  des  Rechtecks  verschwinden  müssen;  da  ferner 

die  spezielle  Gestall  von  Z,  die  Herr  Hilbert  zu  seinem    Beweise 

benutzt,  aucii  die  Bedineune; — — f— =  o  am  Rande  erfüllt,  kann 

'  ö       ö  dx*  dyi  ' 

auch  diese  Bedingung  ^  auferlegt  werden  :  es  schliessen  sich  also, 
mit  andern  ^^  orten,  die  ^^  erte  von  ^  und  dessen  llauptablei- 
tungen  stelig  am  Rande  an  die  äussern  Werte,  nämlich  Null  an. 
Die  von  Hei-rn  Hilbert  gestellten  Bedingungen  sind  also  äqui- 
^alent  den  oben  siib  (4")  über  ^  gemachten  Voraussetzungen.  Es 
folgt  somit 
(i3)  AAU  —  F  =  Xo+XijK-f-  X2JK--H  Yo-4- Y  1^7 -t- ¥23-2 

im  Innern  des  Rechlecks  p.   Setzt  man  endlich,  unter  (a,  |j)   die 
Koordinaten  einer  Ecke  von  p  verstanden, 

V^V-f     [ff    dxHX,-^yX,-^y^X,) 

-  f"^  f    f      f'  dyHYo-^xY,-^x^-Y,) 
i-*        ?        i-"       i-" 

-h  1    I      dx^\.-,=  '2  i     dy'''\y, 
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SO  erliiill  iri.in 

(l4)  My=V(,T.y), 

WO  V  und  seine  Ahleiluni;en  Lis  zur  4-  Ordnung  stetig  sind.  Nach 
Matliieu  ist  aber  Ijei  dieser  Gleicliung  der  Ausdruck  des  Green- 
sclien  Salzes  der  folgende  : 

wo  T  ein  iW)cr  den  Piand  von  o  genonnnenes  Linienintegral  ist, 
welches  im  Innern  eine  analytische,  der  Gleichung  A  AT  ^  o 
genügende  Funktion  darstellt. 

Aus  diesem  Satze,  welcher  nur  als  Ausdruck  der  Stetigkeits- 
eigenschaf teii  der  Integrale  partieller  Diirerentialgleicliungen  uns 
wichtig  ist.  folgt  zunächst 

—  = /     /    —  (  /•-  lot;  /■ )  l'  «:  dr  -\ 

Ox  St:  J    J     dx  '  '  «.r 

=  - /      /     "7  (  /'^  loi!  /• )  h  dz  dr.  -! 

St:,/,'  ^      0; 

WO  T'  dieselben  Eigenschaften  hat  wie  T.  Man  erhält  durch 
Wiederhohin"  derselben  Operation,  und  we:;en  — ,„.,  ",'  '    =  /(  z.r.) 


r;"  \'  f)8  U 


—  ^   /    /  '■-  'og  rf  ,   r, )  d\  df^  -^  T", 


woraus  folgt  : 

Die  Fiinhlion   n-  =   lim  (v,„   besitzt    im  fianze/i   Reclitcck  p 

111  ^   30 

endliche^  stetige  Ableitungen   bis  zur  vierten    Ordnung  und 
genügt  der  (jleicJiung 

(i(3)  AA(i'  =  fix.  y), 

und  da  die  Lage  und  Gnisse  von  o  willkürlich  sind,  g///  dieser 
Satz  im  Innern  der  ganzen  elastisclien  Platte  R. 

Aus  (v  =  lim«',,,  folgt  ferner,  dass  (\'  am  Rande  verschwindet, 
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und  "leiches  jrilt  von  — ,  wie  sich  aus  dem  Salze 


lim    /      —  ds  :=    I       - —  ds 

.7,        (Jn  J,      c^n 


leiclil  folgen  lässt. 

Bs  ist  also  fv  die  gesuchte  Lösuns;.  die  wir  somit  im  engsten 
Anschluss  an  das  Dirichletsclie  Prinzip  konstruiert  haben; 
womit  gleichzeitig-  bewiesen  ist,  dass  das  Minimum  des  Integrals 
auch  wirklich  erreicht  wird. 

Dass  sich  diese  Methode  ohne  Schwierigkeit  auf  andere  Pro- 
l)leme  ähnlicher  Art,  insbesondere  auf  das  klassische  Prol)lem 
von  Dirichlet,  ausdehnen  lässt,  soll  an  anderer  Stelle  ausgeführt 
werden.  Hier  möge  noch  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden,  dass 
sie  sich  auch,  und  zwar  mit  A  orteil,  auf  die  Eigenscinvingiingen 
elasticher  Körper  anwenden  lässt. 

Die  Gleichung  der  Eigenschwingungen  einer  Saite  lässt  sich  in 
der  Form  schreiben  : 

d-  y 

-r-^ -f- vi^y  =  o,  nnl  v(-\- \)  =  o,         y( — i)  =  an  den  Enden, 

dx-  -  '  „     ,  /  .  y    .  / 

eine  Forderung,  die  aus  dem  Minimiimw erden  des  Integrals 

'-.cm'- 


mit  der  Bedinaunü 


/ 


+1 

Y'  dx 


sich  ergibt.  ^^  ir  suchen  die  Lösung,  die  in  diesem  speziellen 
Falle  durch  trigonometrische  F\]nktionen  gegeben  ist,  nach  der 
allgemeinen  Methode  durch  Polynome  zu  approximieren.  Das 
allgemeinste  Polynom,  welches  den  Symmetrie-  vmd  Piandbedin- 
gungen  der  Fundamentallfisung  genügt,  ist 

Yn  =  f  .^-  —  i)  («I  -T-  ((iX-  -+-  a3x'*-h  diiX"  ). 

Ist  also  )„  ein  Lagrangescher  Faktor,  so  haben  wir  die  ai  so  zu 
wählen,  dass 
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Dies  gibt  ein  System  linearer,  homogener  Gleichungen  für  die 
fii,  dessen  Determinante  verschwinden  muss,  wodiircli  sich).,,  be- 
stimmt   als    kleinste  ^^  urzel   einer  algebraischen  Gleichung  n"'" 

Grades.  Dieses),,,  konvergiert  rapide  gegen  dasx-  =  -^  der  Funda- 
mentallösiing  y  =  cos  —  •  Für  n  =  i  ist  a  Ä,  =  5  ;  für  /?  ^  2  er- 
gibt sich  2  ).2  =  459M88. . .  ;  für  /?  ^  ,),  a  An  =  4,  ()34Ho2  2  1  -  .  . . 
während  2-/.-  :=  —  =  4? 934  802  200. .  .    ist.    Der   Fehler  ist   also 

bei  der  dritten  Approximation  drei  Milliardstel.  Bei  den  Ober- 
tönen (grössere  \\urzeln  der  algebraischen  Gleichungen  in  A„) 
ist  er  wesentlich  grösser.  Es  weicht  ferner  y,i  von  y  in  dritter 
Approximation  nur  in  der  sechsten  Stelle  ab.  Da  aus  den  Glei- 
chuncen  folgt 


Ln=  -^lin 


.cm-'-} 


so  ergibt  sich  von  vornherein,  dass  die  Schwingungszahl  des  Fun- 
damentaltons das  durch  die  Methode  am  genauesten  gegebene 
J'.iement  ist. 


I 


XYII.     . 
THEORIE  DER  TRANSVEBSALSCHWJNGUNGEN 

EINER  QUADRATISCHEN  PLATTE  MIT  FREIEN  RÄNDERN. 


{Annalen   der  Plifsik.  Vierte   Folge.  Band  XXVIII,   1909.  S.  707-786.) 


Einleitung.  —  Zusammenfassung  der  Resultate. 

Die  DifTerentialgleichungen  und  Pvanclbedingungen  für  die 
transversalen  Schwingungen  ebener,  elastischer  Platten  \xi\i  freien 
Rändern  sind  bekanntlich  zuerst  in  teilweise  unrichtiger  Form 
von  Sophie  Germain  und  Poisson,  in  detinitiver  Gestalt  aber  von 
KirchhofI  im  Jahre  i85o  gegeben  worden.  Angeregt  wurden  diese 
Untersuchungen  durch  die  scheinen  von  Chladni  178;  entdeckten 
Figuren,  die  sich  bilden,  wenn  auf  eine  schwingende  Glas-  oder 
Metaliplatte  etwas  Sand  gestreut  wird;  später  wurde  die  Bezeich- 
nung Chladnischer  Klangfiguren  auch  bei  den  Schwingungen  von 
Membranen  angewandt. 

Die  von  Kirchhof!'  erhaltene  partielle  Differentialgleichung  ist 
vierter  Ordnung,  und  es  müssen  am  Rande  zwei  Differentialaus- 
drücke dritter  und  zweiter  Ordnung  verschwinden,  die  von  einer 
Elastizitätskonstante  abhängen.  Die  grosse  hieraus  sich  ergebende 
Komplikation  des  Problems  erklärt  es  hinreichend,  dass  die  Lö- 
sung bis  jetzt  nur  im  Falle  des  Kreises  (Kirchhoff)  gefunden 
wurde,  wobei  sich  ein  sehr  befriedigender  Anschluss  an  die  Er- 
fahrung ergab  (' ).    Die  Klangliguren  bestehen  hier  nur  aus  kon- 


(')  Im  Falle  einer  recliteckigen  Platte,  von  der  zwei  gegenüberliegende  Kanten 
gestützt,  die  beiden  andern  frei  sind,  lässt  sich,  wie  W.  Voigt  {Gott.  Nachr., 
1898,  p.  225)  gezeigt  hat,  die  Integration  elementar  durchführen.  Gleiches  gilt 
von  ringsum  gestützten  rechteckigen  Platten. 
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zentrisclien  Kreisen  und  aus  Ptadicn,  nielirfache  T(ine  sind 
ausgeschlossen.  Die  Mannigfaltigkeit  der  Figuren  ist  soiuil  viel 
kleiner  als  in  den  Fällen  des  Dreiecks,  \  ierecks  usw. 

Im  folgenden  entwickle  icli  am  Beispiel  der  quadratischen  Plat- 
ten mit  freien  Püindern  eine  neue  Integralionsmethode  ('),  die 
ohne  wesentliche  Änderungen  aiicli  auf  rechteckige  Platten  ange- 
wandt werden  kann,  sei  es  mit  freien,  sei  es  auch  mit  teilweise 
oder  ganz  eingespannten  oder  gestützten  Rändern.  Theoretisch  ist 
die  Lösung  in  ähnlicher  Weise  sogar  für  eine  beliehige  Gestalt  der 
Platte  möglich  ;  eine  genaue  Berechnung  einer  grösseren  Anzahl 
von  Klangfiguren,  wie  sie  im  folgenden  für  den  klassischen  Fall 
der  quadratischen  Scheibe  durchgeführt  isl^  wird  aber  nur  bei 
seeianeter  Wahl  der  Grundfunktionen,  nach  welchen  entwickelt 
wird,  praktisch  ausführbar.  Für  den  Grundton,  sofern  grosse 
(jenauigkeit  nicht  gefordert  wird,  führt  das  \  erfahren  für  die 
meisten  Platten  durch  den  Ansatz  von  Polynomen  zum  Ziel. 

Das  Wesentliche  der  neuen  Methode  besteht  darin,  dass  nicht 
von  den  Differentialgleicliungen  und  Randbedingungen  des  Pro- 
blems, sondern  direkt  vom  Prinzip  der  kleinsten  JVirkuni; 
ausgegangen  wird,  aus  welchem  ja  durch  Variation  jene  Gleichun- 
gen und  Bedingungen  gewonnen  werden  können.  Dieses  Variations- 
problem wird  nun  durch  ein  gewöhnliches  ^laximum-  und  Mini- 
mumproblem für  eine  endliche  Anzahl  Parameter  ersetzt,  dessen 
Lösung  elementar  gelingt,  womit  dann  eine  erste  Approximation 
üegeben  ist.  Dieselbe  lässl  sich  M/zZ^e^ve/?::^  verbessern  durch  Ver- 
mehrung  der  Zahl  der  Parameter,  und  ergibt  somit  ein  konver- 
gentes ^  erfahren  zur  Integration.  Dass  die  mathematische  Forin 
der  ersten  Approximationen  \\illkürlich  gewählt  werden  kann, 
ist  hierbei  ein  wesentlicher  Vorteil.  Denn  es  ist  leicht,  eine  expe- 
rimentell bekannte  Funktion  durch  eine  genügende  Anzahl  Kon- 
stanten in  einer  geeigneten  mathematischen  Form  beliebig  genau 
darzustellen;  unsere  Methode  erlaubt  es  nun,  die  Konstanten 
a priori  aus  der  Theorie  zu  bestimmen,  so  dass  die  Ergebnisse  der 
Erfahrung,  in  bezug  auf  die  angenäherle  Form  der  gesuchten 
Lösung,  zur  praktischen  Durchführung  der  Integration  benutzt  wer- 


(')  Vj;!.  die  Abhaiitll.  des  ^'crf.  :   Über  eine  neue  Methode  zur  Lösung  ge^visser 
}'ariationsproblenie  der  niathemalischen  Physik  {(Xuvres,  XV,  p.  192). 
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den  kiinneu.  Der  l  nisland,  dass  das  Prinzip  der  kleinslen  Akliou. 
welches  die  kürzeste  /Aisanimenfassung  der  Gesetze  der  meisten 
physikalischen  Erscheinungen  gibt,  auch  in  \ielen  Füllen  den 
direktesten  Weg  zu  deren  mathematischen  Behandlung  und  nume- 
rischen Berechnung  weist,  dürfte  nicht  ohne  Bedeutung  sein. 

Für  die  Berechnung  der  Schwingungen  einer  quadratischen  Platte 
luit  ringsum  freieui  Rande  führt  man  zweckmässigerweise  die  be- 
kannten Funktionen  Un{x)  ein,  welche  die  Vmplitude  des  «|'" 
Obertones  eines  freischwingenden  Stabes,  dessen  Länge  gleich  ist 
der  Quadratseite,  angeben.  Die  Koordinatenachsen  seien  durch 
den  Mittelpunkt  parallel  zu  den  Seiten  des  Quadrates  gelegt. 
Aus  unten  zu  erörternden  Gründen  müssen  die  P\inklionen 
u^[x)  =  coi\sV.]  //,(.r)  =  x.  const.  eingefiiiirt  werden,  die  als 
Grundschwingungen  des  Stabes  mit  der  Schwingungszahl  Null 
aufzufassen  sind  ;  u.(x)  ist  also  die  Grundschwingung  im  gewr,hn- 
lichen  Sinne,  mit  zwei  Knotenpunkten  ;  «,„  (.r)  besitzt  m  Knoten- 
punkte. Dann  ergeben  sieb  aus  der  Untersuchung  folgende  Resul- 
tate : 

1.  Sämtliche    Eigentüne    der   Platte    lassen  sich   bis  auf  einige 
Prozent  darstellen  durciv  die  Formeln  : 

\    iV,nn=  Ihnix)  Un{y)  -4-  U,n{y)  Uni^), 

'''''  i  a';„„=  a,„(a7)^<„(7)-",„(rj»„(^)• 

Den  Indizes  oo,  oi.  lo  entspricht  die  Schwingungszahl  ^ull,  die 
Platte  bleibt  eben. 

2.  Es  existieren  nur  Doppeltüne,  keine  mehrfachen  Tcine.  Die 
Doppeltöne  entsprechen  dem  Falle,  wo  von  den  Indizes  nin  dev 
eine  gerade,  der  andere  ungerade  ist.  Es  ergeben  dann  (v,„„ 
und  «'',„,,  dieselbe  Tonhöhe;  jede  lineare  Verbindung  dieser  zwei 
Funktionen  entspricht  einer  möglichen  Lösung.  Die  hierbei 
auftretende  Schar  von  Klangfiguren  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Kurven  sämtlich  durch  gewisse  feste  Punkte,  von  Strehlke  Pole 
genannt,  gehen,  nämlich  die  Wurzeln  des  Gleichungssjstems 
w,nn{x,y)  =  o,  (r;„,,(^,.r)=o.  In  erster  Annäherung  sind  dies 
die  Wurzeln  von  u,n{s.')  =  o,  Um{y)  =  o,  bzw".  i/n{x)  =  o, 
f(„{y)  =  o:    die    Abstände    der   Pole    von    den    Seiten   sind    also 
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(bis    auf   1-2   Proz.)     gleich    den     Abständen    der    Knoten    frei 
schwingender  Stäbe  von  deren  Enden. 

13.  Die  Eigentüne  lassen  sich  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch 
Summen  von  Ausdrücken  der  Form  (i)  darstellen  mit  Koeffizien- 
ten, die  sich  aus  der  Theorie  bestimmen.  Im  folgenden  ist  die 
Reclinung  bis  auf  j-^  durchgeführt  für  ni  und  /?  kleiner  als  4-  Die 
so  berechneten  Klanofis^uren  stimmen  in  sehr  befriediiiender  Weise 
mit  den  genauen  Beobachtungen  von  Strehlke  überein.  Die  Kor- 
rektionen gegen  (i)  bleiben  stets  relativ  klein. 

4.  Die  Klangfiguren  und  Tonhölien  sämtliclier  35  Obertöne,  für 
welche  /n  und  n  kleiner  als  -  sind,  werden  unten  angegeben  ;  für 
m  und  /i  kleiner  als  4  sind  sie  nach  den  exakten  Formeln  be- 
rechnet, für  grössere  Indizes  nach  (i),  wobei  jedoch  der  Fehler 
beim  Masstab  der  Zeichnung  kaum  \\alirzunehmen  wäre.  Dies 
schien  mir  deshalb  wünschenswert,  weil  über  diese  schönen  Figu- 
ren durch  ungenaue  Beobachtung  und  theoretische  Fehlschlüsse 
eine  grosse  Anzahl  unrichtiger  Ansiebten  in  die  Lehrbücher  und 
Zeitschriften  übergegangen  ist,  so  dass  selbst  über  die  am  leichte- 
sten zu  beobachtenden  Fundamentahöne  Unsicberheil  herrscht.  In 
Chladnis  Akustik  erscheinen  manche  Eigenschwingungen  als  Dop- 
peltöne, die  es  nur  durch  Inhomogenität  des  Materials  und  Män- 
gel der  Beobachtungsmethode  sind.  Die  entsprechenden  46  Klang- 
figuren sind  von  Chladni  grösstenteils  erhalten  und,  w  enn  auch  nur 
in  rohen  Umrissen,  gezeichnet  worden.  Da  sich  die  zum  Hervor- 
bringen einer  bestimmten  Figur  nötige  Unterstützung  der  Platte 
aus  den  unten  gegebenen,  genauen  Figuren  entnehmen  lässt,  wird 
deren  experimentelle  Herstellung  erheblich  erleichtert,  während 
bisher  über  das  Zustandekommen  irgend  einer  Figur,  besonders 
beiden  luilieren  Obertönen,  im  wesentlichen  der  Zufall  entschied. 

o.  Die  vielumstrittene  Frage,  ob  die  scheinbar  geraden  Linien, 
die  in  \ielen  Figuren  auftreten,  auch  wirklich  gerade  seien,  ist 
dahin  zu  beantworten,  dass  dies  nur  für  die  Diagonalen  und 
Seitenhalbierenden,  wo  schon  Symmetriegründe  es  erfordern, 
gilt.  Ausserdem  ergeben  sich  aus  (i)  (angenähert)  gerade  Linien 
nur  bei  Doppeltönen  und  wenn  m  =  n  ist.  Die  Resultate  der 
Messungen  Strehlkes,  die  vielfach   angefochten  wurden,  stimmen 


I 
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liiei-in  mit  der  Kecliming  i^emni  übereiii ;  die  geringen  Abwei- 
cliungeii  dagegen,  die  Strehlke  auch  l)ei  den  Diagonalen  und 
Seitenball)ierenden  gefunden  hat,  beruhen  auf  einem  unten  zu 
enirterndeu  systematischen  Fehler  bei  der  Herstellung  von  Sand- 
fi garen. 

6.  Die  Tonhiilien  der  35  Obertcine  stimmen  mit  den  von  Chladni 
gegebenen  innerbalb  der  zu  erwartenden  Fehler  überein.  Sie  um- 
fassen secbs  Oktaven.  In  rolier  Annäherung  sind  die  Tonhr.jien 
ueueben  durch  die  l^'nrmel 


wo  m,  n  ganze  Zahlen,  A,  a  konstanten  der  Platte  sind. 

7.  Die  bei  Membranen  gültigen  Sätze  :  «  Wo  eine  Knotenlinie 
den  Rand  trilTt,  steht  sie  auf  demselben  senkrecht;  schneiden  sicli 
zwei  oder  mehr  Rnolenlinien  im  Innern  der  Platte,  so  bilden  sie 
gleiche  Winkel  miteinander  «,  gelten  i)ei  Platten  nur  ausnahms- 
weise oder  angenähert. 

8.  In  den  Ecken  ist  die  Lösung  eine  im  aligemeinen  nicht 
analytische  Funktion,  womit  die  Cnzulänglichkeit  der  gewöhn- 
lichen Methoden  bei  diesem  Proliiem  genügend  erklärt  ist.  Da  die 
Lösung  jedoch  inneriialb  der  Platte  endlich  und  stetig  bleibt, 
wenn  sie  auch  nicht  in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  ist,  so 
bleiben  analytische  Darstellungen  durch  Polynome,  Fourierreihen, 
nach  den  Funktionen  (v,„«  fortschreitende  Reihen  usw.,  wie  sie 
unsere  Methode  bringt,  dennoch  möglich  und  praktisch  anwend- 
bar. 

9.  Parallele  zu  den  Seiten  schneiden  jede  Figur  in  einer 
Anzahl  Punkte,  die  höchstens  gleich  ist  dem  grösseren  der  beiden 
Indizes  m  und  n  und  mindestens  gleich  dem  kleineren.  Andere, 
analoge  Gesetze  gestatten  es,  zu  einer  gegebenen  Klangfigur  die 
entsprechende  Formel  zu  finden.  Sind  z.  ß.  beide  Diagonalen 
Knotenlinien,  so  hat  man  es  mit  a;„„  zu  tun,  wobei  m,  u  beide 
oerade  oder  ungerade  sind.  Ist  nur  eine  Diagonale  vorhanden,  so 
liegt  wieder  w'„^,^  mit  m  und  n  von  ungleicher  Parität  (Doppelton) 
vor.  Gehören  die  Seitenhalbierenden  zur  Figur,  so  ist  einer  oder 
sind  beide  Indizes  ungerade  usw. 
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10.  Schliesslicl)  wird  die  Methode,  unter  Anwendiuii^  von  Poly- 
nomen, auf  die  sclion  von  Kirchlioli'  J)ereclinete  Grundscliwinguni,^ 
eines  Kreises  angewendet.  Formeln  mit  zwei  Ronstanten  geniigen, 
um  die  Sciiwingungszahl  desselben  auf  j  Proz.  zu  erhalten,  d.  h. 
mit  derjenigen  Genauigkeit,  die  für  solche  \  ersuche  üherliaupl 
in  Betracht  kommt.  Der  Rechnungsaufwand  ist  viel  geringer  wie 
bei  der  Kirchhoirschen  Methode,  und  sämtliche  Operationen 
durchaus  elementar.  In  der  oben  zitierten  Arbeit  habe  ich  auch 
die  Anwendbarkeit  der  Methode  auf  die  Schwingungen  von  Saiten, 
unter  Benutzung  von  Polynomen  zur  angenäherten  Darstellung 
der  Lösung,  untersucht  :  bei  Benutzung  von  nur  drei  Gliedern 
er  gib  i  sich  der  Fiindainentallon  der  Saite  auf  diei  Milliaidstel 
genau. 

Die  empirischen  Formeln. 

Nach  diesen  Ergebnissender  Theorie  lässt  sich  leicht  iiberseiien, 
in  welcliem  Umfange  und  warum  gewisse  empirische  Formein,  die 
zur  Darstellung  der  Klangfiguren  in  iiirlir  oder  weniger  roher 
Vnnäherung  herangezogen  worden  sind,  ihren  Zweck  erreichen. 
Fs  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dass.  wie  unten  gezeigt  wird, 
Uniix)  durch  einen  Cosinus  bzw.  einen  Sinus  angenähert  darstell- 
bar ist,  ausgenommen  in  der  Nähe  des  Bandes.  Ist  die  Quadratseite 
gleich  2,  so  sind,  bis  auf  willkürliche  Faktoren,  die  Lösungen: 


ai,.,  =  CO: 


(  m ;  )  T.x\         Uim+i  —  sin  |  /»  —  -;  j  -:r. 


Ersetzt  mau  dies  noch  durch  cos  mr.x  und  sin(  /?«  -r{)-x,  so  hat 
man  die  Funktionen,  aus  welchen  durch  Superposition  W  heat- 
stone  (  ')  klangfiguren  ableiten  wollte,  wobei  geradlinig  begrenzte 
Figuren  sich  ergaben.  Solche  Lösungen  entsprechen,  roii  ange- 
nähert, den  Gleichungen  (i )  für  m  oder  ji  gleich  Null.  Der  L  m- 
stand.  dass  nur  den  Ausdrücken 

cos-.r- — cos-j',         co?,T.x  ^  cosT.y 

beobachtete  Figuren  ungefähr  entsprechen,  nicht  aber  costtj?, 
cos-K   einzeln,    wie  es   nach    diesem   Superpositionsprinzip  sein 

( ' )  eil.  Wheatstüne,  Pliil.  Trans.,  i833.  —  Vgl.  Lord  Üavleigh,  Sound,  %  227. 
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sollte,  lässl  i;enügend  erkennen,  dass  es  sicli  liier  nur  um  einen 
in  l)esonderen  Fällen  anwendbaren  Kunstgriir  handelt.  Lin  so 
merkwürdiger  ist  es,  dass  auf  Grund  dieses  uniialtbaren  Prinzips 
bis  in  die  neueste  Zeit  die  exakten  Versuche  Strehlkes  von  expe- 
rimenteller und  theoretischer  Seite  her  als  ganz  unrichtig  bezeich- 
net wurden.  Insbesondere  glaubt  Pi.  König  (*)  aus  ganz  unzu- 
länglichen experimentellen  Ergebnissen  die  Geradlinigkeit  der  den 
Seiten  parallelen  Knotenlinien  behaupten  zu  können,  wie  es  das 
Superpositionsprinzip  verlangt.  Indem  er  die  Grundgleichung  für 
einen  solchen  durch  geradlinige  Knotenlinien  begrenzten  Bereich 
(also  mit  der  Pvandbedingung  :  Verschiebung  gleich  o)  integriert, 
glaubt  S.  TanaUa  (-)  allgemeinere  und  strengere  Formeln  zu 
erlialten.  Dies  ist  aber  schon  deswegen  nicht  der  Fall,  weil  iiber- 
sehen  ist,  dass  ei/ie  Randbedingung  die  Lösung  gar  nicht  be- 
stimmt, so  dass  Hr.  Tanaka  aus  der  unendlichen  Pieihe  möglicher 
Lösungen  eine  unrichtige  herausgewählt  hat,  A\ie  es  die  Wahr- 
scheinlichkeit ja  verlangt,  hätte  er  statt  Produkten  von  Cosinus  und 
Sinus,  Produkte  der  Form  u,n[x)  u„iy)  angesetzt,  so  hätte  die 
Lösung  eine  wesentlich  höhere  Approximation  dargestellt  (we- 
nigstens bei  Doppeltfinen  und  für  m  =  n  ). 

In  seiner  «  Theory  of  Sound  )>,  §  22G  IT.,  hatl^ord  Rajleigh  die 
Wheatstonesche  Lntersuchung  weitergeführt.  Er  gelitaus  von  der 
Bemerkung,  dass,  wenn  das  Verhältnis  'j.  der  Querkontraktion  zur 
Längsdilatation  gleich  Null  ist  (was  allerdings  bei  keinem  be- 
kannten Körper  zutrifft),  partikuläre  Lösungen  des  Problems 
existieren,  die  von  einer  Koordinate  unabhängig  sind,  und  einfach 
den  Schwingungen  elastischer  Stäbe  von  gleicher  Länge  wie  die 
()uadratseite  entsprechen,  also  den  Funktionen  a„i(x).  Dabei 
ergeben  u„i(x)  und  u,n{y)  natürlich  dieselbe  Tonhöhe;  sie  kön- 
nen zu  den  Ausdrücken 

U,n(_X)  -(-  Um  {y),  Um  (x)—  Um  (  J) 

verbunden  werden,  welche  in  der  Tat  eine  Ilelhe  von  Klang- 
figuren auf  1-2  Proz.  genau  darstellen.  Allerdings  ist  die  Forde- 
rung der  Theorie,  dass  diese  zwei  Schwingungen  gleiche  Tonhöhe 


(')   K.   IvoNk;  (Paris),  Pogi;.  Ann.,  l.  CXXII,  1864,  p.  208. 
(■-)  S.  Tanaka.    Wied.  Ann.,  t.  XWII,  1S87,  p.  67... 
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haben  sollten,  tatsächlich  nicht  erfüllt,  und  es  existieren  die 
einzelnen  Schwingungen  u,n(x),  bzw.  Um{y)i  nur  im  irrealisier- 
baren Falle  <x  =  o.  In  Wirklichkeit  liegt  hier  jener  Spezialfall  der 
Formeln  (i)  vor,  wo  der  eine  Index  gleich  Null  ist.  Der  Griindton 
der  Platte  (m=«^i)  wird  hierdurch  nicht  dargestellt.  Lord 
Rajleigh  setzt  dafür  den  angenäherten  Ausdruck  xy.  der  in  der 
Tat  mit  (i)  übereinstimmt,  und,  wie  sich  zeigen  wird,  von  der 
richliaen  Lösun"  nur  weniü  abweicht. 


Das  Variationsproblem  und  die  Grundgleichungen. 

Sei,  wie  oben,  'j.  das  \  erhältnis  der  Querkontraktion  zur  Längs- 
dilatation, welches  nacb  Poisson  -\,  nach  Wertheim  ^  sein  soll, 
und  jedenfalls  zwischen  o  und  i  liegt;  sei  ferner  E  der  Elastizi- 
tätsmodul'), 2/i  die  Dicke  der  Platte,  dann  ist  nach  Ivirchhoft 
die  potentielle  Energie  der  Platte,  vorausgesetzt,  dass  die  Xer- 
schiebung  u  {xy)  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte  klein  bleibe  : 

~  'j{\  —  IJ.'-)J  J    [\ox-^  /         \a_x- /     '    ^'^  Ox-^  üy-^ 


-f-2(i-a) 


0-U 

.^  üx  öy , 


dx  cly. 


Die  kinetische  Energie  Avird.  wenn  p  die  Diclite  bedeutet, 

woraus    sich     durch     Anwendung     des    Hamiltonschen     Prinzips 
ergibt 

'       Di-         3(1  —  [JL-  j  \  ox'^        dy- , 

Hat  man  es  mit  Eigenschwingungen  zu  tun,  so  ist 

u  ^  sin  2 -•/  (  t  —  ^0  )  "■<  ^^  y) 
zu  setzen:  dann  ergibt  sich  die  Difrerential2:leichun2: 


H) 


AAtv  =  All-', 


(')  In  Kiicliliulls   üezeiclirumg  ist  a  = 


—  ■'.  fJ 


,   E 


—  3  H 
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A  wird  durch  die  Integration  bestimmt;  die  Gleichung. (4)  ergibt 
dann  die  Anzahl  Schwingungen  pro  Sekunde  v.  Die  Randbedin- 
aunsen  selbst  findet  man  durch  die  V^ariation  von  v.  Den  Faktor 
sin  •2-v(f  —  (n)  kann  man  natürlich  abwerfen  und  erbiilt  für  eine 
Seite  des  Quadrats  senkrecht  zur  .r-Achse 

dx  \  dx^-  '       Oy-  j  öx^-         '    öy- 

und  ähnlicli  für  die  Seiten  senkrecht  zur  r- Achse,  durch  Ver- 
tauschung von  X  undy. 

Bei  den  hierbei  nötigen  Umformungen  und  partiellen  Integra- 
tionen   längs   des   Randes    tritt   an    den   Ecken  desselben,    wie 

H.  Lamb  ( ' )  zuerst  bemerkt  hat,  ein  Glied  der  Form  - — —  ow  auf, 

^    ^  '  üxöy 

aus  welcliem  die  \Aeitere  von  Kirclihojf  nicht  benierklc  Bedin- 
min<i  sich  eriiibt 

(6)  -T — T-  =  o  111  (len  hcken. 

ox  dy 

Der  Stabilität  der  Platte  entspricht  es,  dass  der  Jntegrand  von  (i) 
eine  stets  positive  Form  ist  (-). 

Ahnlich  wie  beiden  Schwingungen  von  Membranen  lassen  sich 
diese  Gleichungen  ohne  weiteres  zu  der  Forderung  zusammen- 
fassen, es  soll  das  Integral 

unter  der  Bedingung 

( 8 )  /     /   IV-  dx  dy  =  (X  =  gei^ebene  Gi^isse 


(')  H.  Lamb,  Lond.  Math.  Soc.  Proc,  t.  XXI,  if^go,  p.  70. 
('-)  Nämlich  als  Funktiiin  von 

rp  w  ,          ti-  iv 

-— r   =  u  und           =  l' 

ox-  Oy- 

belrachtet;  die   Diskriminante  der  Form  ?<--{- p- +  .'.  ;j. /a»  ist  gleicii  4('  —  !-•-)  und 
somit  positiv  für  ;x  <  i. 
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mögliclist  Idein  werden.  Denn  nacli  bekannten  Sätzen  der  \  aria- 
lionsreclinuni;  hat  man  letzteres  Integral,  mit  einem  konstanten 
Faktor  —  ).  miilti|)llziert.  zu  (-)  zu  addieren,  und  nunmehr  hei 
w  illkürhchem  o»'  zu  variieren,  woraus  sich  ohne  weiteres  die 
( ileiehungen  (3 ),  (5)  und  ('(j)  ergeben.  Aus  dem  \  erschwinden 
der  ersten  V  ariation 


(9) 


/     /      1'. o -. .  .  —  -A/.w  01%-  ]  dx  dy 

I   J     \     Ox-      Ox-  /  -^ 


folgt,  wenn  man  insbesondere  ow  =  nv  setzt,  wo  z  ein  unendlich 
kleiner  konstanter  l'aklor  i^l.  die  Gleichung 

/     /       '  f   — 7  )      '  ■  ■  • —  2/-  "('-  I  dx  dy  =  o  für  »•  =  t;e?uclite  I.iisiing', 

also 

Ali n im.  V(ju  .1         J  i  tr  ) 

(  lo  I  A  —    =  

ii  a 

ganz  ähnlich   wie  hei  den  Alembranen  f  ). 

Ein  \sirkliche>  .Minimum  liegt  nur  vor  Ijeim  ( Irundton  a,,, 
welcher  dem  kleinsten  M  ert  von  A  enlsjjricht.  ^\  ill  man  für  den 
nächsten  Oherton  tr,,  dem  der  ^^  ert  A(  entsprechen  möge,  ein 
wirkliches  Minimum  erhalten,  so  hat  luan  die  weitere  Bedingung 

(II)  /     /    (i'o"'i  dTC  dy  =  o 


/     j    "'o"' 


hinzuzufügen.  Man  hat  dann  zum  Integranden  \on  (g)  noch  ein 
Glied  A'(V'oO(T"|  zu  addieren;  fürotv,  =  £(v,  verschwindet  dasselbe 
nach  Voraussetzung,  und  es  bleibt  wieder  die  Gjleichung  fio), 
diesmal  für  Ä,  gültig  (-). 

Der  Ansatz  ocx",  =  tiv^^  ergibt  für  /.'  (h'u  \\  eil 

J    J      \        ÜX-i        dxi  ]  ^ 

und  dieser  Ausdruck  ist  gleich  ]Null.  Dies  folgt  aus  der  A  aria- 
lionsgleichung  (9)  für  (<•„.  wenn  o(\'  =  stv,.  w  =  (v,,  gesetzt  wird 

(•)  Vgl.  z.  B.   Riemann-Webkr,  Die  partiellen  Dilferentialgleiclmngea  der 
Physik,  t.  II,  §  HG  (T. :  Draunschweii;.  1901. 

(-)  Vgl.  Lord  P>AYi.F.iüii,  Theory  of  Sound,  §  317. 
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lind  (i  i)  berticksiclilliit  wird.  Die  Gleichungen  (3),  (5),  (6)  blei- 
hon also  ungeändcrl. 

Für  den  Oherlon  iv«  gelten  el^enso  die  «  Orthogonalitätshedln- 
,:;ungen  » 

/     /   "'«  f^''  dy  =  «,  /     /   ir,j  (v^,)  dx  dy  =  o, 

/     /    n'„Wid.rd)'^(>,  ...,  /     /    n- n  i'^' n-i  dx  dy  ^^  o , 

wobei,  falls  niehrtaclic  Tciiie  vorliegen,  jede  der  linear  unabhängi- 
gen Schwingungen  (t'/,  die  zu  dem  Ton  gehören,  zu  berücksichtigen 
sind.  Für  irgend  zwei  Schwingungen  (V',„,  (v„,  die  zu  verscliie- 
denen  }.  gehiiren,  i;ilt  also  die  Orthogonalitätsbedingung  : 

j     i  n'/«<^'n  dx  dy  =  o. 

Die  Minimumslorderung  (  - )  und  (8),  mit  der  wir  es  im  folgen- 
■n  zu  tun   haben  werden,    ist   en 
Form  des  Hainillon-srhen  l*rinzips. 


den  zu  tun   haben  werden,    ist   ersichtlich  nur  eine  abgeänderte 


Die  Integrationsmethode. 

Die  neue  Metbode  zur  Losung  von  \  ariationsproblemen,  die 
w  ir  nun  anw  enden  u  ollen,  geht  aus  von  folgendem  Interpolations- 
pioblem : 

Seien  'i/,(j7,j'),  'l-:>{x^y) . . . \  'l„( x,y) . . .  eine  Pveihc  \on 
Funktionen,  die  wir  (was  hierzu  selbstverständlich  ist,  um  betont 
zu  werden)  als  stetig  (nebst  den  i.,  2.,  3.  und  4-  DifFerentialquo- 
lienten)  innerhalb  der  Platte  annehmen.  Wir  bilden  den  Aus- 
druck ; 

(l  -2  )  ir„  —  « 1  '!/ 1  -H  ao  •%  -H .  . .  -^-  Ctn  '^in 

und  fordern,  es  sollen  die  a,i  so  bestimmt  ivei'den  bei  gegebe- 
nem n,  dasswii  möglichst  ^venig  von  einer  der  gesiicliten  Fiinh- 
tionen  (v,  die  das  System  (3),  ('5),  (6)  befriedigen,  innerhalb 
der  Platte  abweiche .  Wäre  w  numerisch  gegeben,  so  läge  hier 
ein  gewöhnliches  Interpolationsproblem  vor. 

Dasselbe  ist  insofern  unbestimmt,  als  man  eine  «  möglichst  gute 
Annäberuni;  »  in  verschiedenem  Sinne  auffassen  kann.  Eine  eenaue 


1 
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Definition  des  «  Gesamtfehlers  ».  welcher  möi;lichst  klein  werden 
soll,  ist  daher  nötig. 

Es  liei^t  nahe,  als  Maasstab  des  Gesamlfehlers  die  Abweiciumi; 
der  potentiellen  Energie  von  ihrem  exakten  W'ertbeim  wirkliciicn 
Vorgang  zu  wälilen;  dies  kommt  aber  auf  die  Forderung  hinaus  : 
es  sind  die  cii  so  zu  wälilen,  dass  de)'  .iusdrucL 

^■3)  J«(«.--«")=  /  J  l_(^)  -^(-^)  -^'-'^-l^  -^ 

unter  der  Bedingung 

(14 )  Vn=  "'2  dx  dy  =  a 

möglichst  klein  werde.  Da  aber  J«  eine  quadratische  Funktion 
der  tti  ist,  so  liegt  hier  ein  gewöhnliches  Maximum-  und  Mini- 
mumproblem vor,  welches,  unter  Einführung  eines  Faktors). ,11 
durch  das  System  homogener  linearer  Gleichungen  gelöst 
wird 

(^ID  )  -r A„  -—    =0,  .... A,t —  O. 

'  dai  Oai  (Ja,i  r)a„ 

Mit  andern  Worten  :  es  ist  der  Ausdruck  (12)  an  Stelle  der 
unbekannten  Funktion  w  im  Variationsproblem  einzusetzen, 
und  die  ai  so  zu  wählen,  dass  das  Integral  möglichst  klein 
werde.  Gleiches  gilt  allgemeiner  für  jeden  Vorgang,  der  durch 
das  Hamiltonsche  Prinzip  gegeben  ist,  ja  für  die  Lösung  be- 
liebiger Variationsprobleme,  vorausgesetzt,  dass  sie  gewissen,  hier 
nicht  zu  erörternden  Bedingungen  geniigen. 

Unter  Einführung  der  (  bekannten)  Konstanten 

(16)        «„„,=  a,„,.^j  j    \_-^-lJ^ 


[J.  — -T    —V  -H  2(  I  —  a )  -— !- — ^     dx  dy, 

öy^      dx-  dx  dy  Ox  dy  \ 


(17)        ^nm—'^mn=j      j    '^-^  m'^  n  dx  dv 
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liissl  sich  (i5)  schreiben  : 

re 

(18)  \(Xp,j  —  l,i^,,r,)ap=o         für         7  =  1,2,...,/?. 

i'-i 

Die  Determinante  dieses  Systems  von  n  homogenen,  linearen 
Gleichnngen  für  die  a/  muss  verschwinden,  woraus  sich  A«  als  eine 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  /«''"  Grades  ergibt,  und  die  ai  bis 
auf  einen  zunächst  willkürliclien,  nachher  aus  (i4)  zu  bestimmen- 
den Faktor  bestimmt  werden.  Jeder  Wurzel  A„"  entspricht  ein 
System  derc//.  Bei  einer  niichst  höheren  Approximation  ^v,l_^.^  sind 
die  ai  neu  zu  bestimmen. 

ßs  zeigt  sich  nun,  dass,  ivenn  mancdie  'li  geeignet  wähll^ 
der  so  erhaltene  Ausdruck  (12)  in  der  Tat  eine  Annäherung 
an  die  Qesuchte  Lösuns  darstellt,  welche  mit  wachsendem  n 
sich  unbegrenzt  vobcssert,  so  dass  sicii  ein  konvergentes  Ver- 
fahren ergibt. 

\\  ir  betraciiten  zunächst  den  Grundton  und  wählen  dement- 
sprechend bei  jeder  Approximation  die  kleinste  der  \^  urzeln  der 
Determinantengleichung.  Bezeichnen  wir  mit  d' Wu  das  totale  Dif- 
ferential von  Wh  in  bezug  auf  die  o/ 

d'  Wn  —  '\i  da  1  -H  60  da^  -i- .  .  .  --  'In  da„^ 
SO  muss  d' ],i —  /.,id^n=^  o  sein,  d.  h. 

(.9)         Jfi'^  " ^'  -•  ■  ■" ''•« "•■■  "■"■')  ''-"r  =  "■ 

Hier  sind  aber  genau  dieselben  Schlüsse  möglich,  \\\e  wir  sie  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Variation  gemacht  haben  ;  es  ist  nur 
\v  durch  Wji,  ).  durch  )./,,  0  durch  d'  zu  ersetzen.  ^^  ieder  ist  Ln 
der  kleinste  Wert  \on  .1,^/«,  und  wenn  n  wächst,  nimmt  dieser 
kleinste  Wert  fortwährend  ab,  oder  wenigstens  niemals  zu.  Da 
nun  aber  J  und  J„,  wie  oben  bemerkt,  positiv  sind,  so  haben  die 
\,i  eine  untere  Grenze  K,  der  sie  beliebig  nahe  kommen.  Soll  nun 
diese  Grenze  mit  dem  \  des  Grundtones  zusammenfallen,  so 
müssen  wir  offenbar  die  'li  so  wählen,  dass  durch  einen  Aus- 
druck der  Form  A,  -1*,  +  .  .  .  +  ^n'^-Jnj^de  beliebige,  den  Stetig- 
keitsbedingungen genügende  Funktion  w,  nebst  ihren  Diffe- 
rentialciuotienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  innerhalb  der 
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Platte  heliebis;  senau  darstellbar  sei:  eine  Forderung ,  die 
durch  Polynome,  Foiirierreihen  usw.  befriedigt  wird.  Dann 
kann  lim  )./j  von  dem  kleinsten  Wert  von  J/rt  für  beliebige  (v  niclil 

verschieden  sein,  und  wir  erhalten  eine  Reihe  von  Funktionen  «',. 
(Vo,  (P3,  .  .  .  für  die  J  gegen  seinen  Grenzwert  konvergiert.  Daraus 
folgt  nach  den  Untersuchungen  von  D.  Hilbert  ( '  )  und  B.  Levi  (- ). 
dass  die  w,  gegen  die  gesuchte  Grenzfunhtion  konvergieren. 
von  gewissen  Punkten  vielleicht  abgesehen,  die  hier  ohne  Interesse 
sind  (•''). 

Nimmt  man,  statt  der  ersten,  stets  die  ^(ve/^e  ^^  urzel  derDeter- 
ininantengleichungen,  so  gelangt  man  zum  ersten  Ober  ton  usw. 

Die  Randbedingungen  (5)  und  (6)  sind  um  so  genauer  erfüllt,  j«- 
näher  /.„  seinem  Grenzwert  liegt.  Gleiches  gilt  von  der  Differential- 
gleichung. Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  Entwickelungen 
nach  Polynomen,  Fourierreihen  usw.  stets  nur  eine  bestimmte 
Anzahl  gliedweiser  Differentiationen  zulassen,  so  dass  (was  aucli 
wirklich  der  Fall  ist  für  die  unten  zu  betrachtenden  Entw  ickelungen 
nach  den  Um(x)  u,i{y)).i  sie  möglicherweise  gar  nicht  drei-  und 
viermal  gliedweise  differenliierbar  sind,  und  daher  durch  Einsetzen 
in  (3)  und  (5)  nicht  verifiziert  werden  können.  Es  ist  eine  all- 
gemeine Eigentümlichkeit  interpola torischer  Funktionen,  dass  sie 
um  die  darzustellende  F  unktion  hin-  und  herschwanken,  und  ihre 
sukzessi\en  Differentialquotienten  bei  gegebener  Gliederzahl  eine 
immer  schlechter  werdende  Approximation  geben,  die  bald  ganz 
unbrauchbar  wird,  was  dann  der  Divergenz  der  Reihen  entspricht. 
So  stellt  der  Ansatz  [,  p.  26^  zwar  die  Amplituden  (v,  nicht  aber 
deren  zweite  Differentialquotienten  befriedigend  dar. 

Entwickelungen  nach  Polynomen  genügen  stets  den  gestellten 
Anforderungen  ;  man  kann  also  bei  jeder  Form  der  Platte  für  -!// 
den  Ausdruck  jo"^y"   setzen.    Denn  da  jede   beliebige  Funktion 

(')  D.  HiLBEUT,  Math.  Annalen,  t.  I^IX,  1902. 

(-)  B.  Li;vi,  Bendicoiili  del  Circ.  niat.di  Palermo,  l.  XXII,  190'). 

(■"')  Diese  Punkte  können  üljerall  dicht  liegen,  aber  nur  so,  dass  sie  Ijei  einer 
Integration  der  I-"unklion  über  jedes  beliebige  Bereich  ohne  Einfluss  bleiben.  Bei 
den  Fourierreihen  und  andern  für  die  y,  in  Betraclit  kommenden  interpolato- 
rischen  Funktionen  sind  die  Koeffizienten  aber  durcli  Integrale  gegeben,  auf 
welche  die  singulären  Stellen  somit  ohne  Finfluss  bleiben;  die  Reihen  nehmen 
daher  in  solchen  Stellen  den  aus  der  Stetigkeil  folgenden  Wert  an,  d.  h.  Funk- 
I  Ionen  mit  solchen  .Singularitäten  sind  als  Grenzwerte  ausgeschlossen. 
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durch  Polynome  sLets  beliebig  angenähert  darslellbar  ist,  so  gilt 
dies  insbesondere  für  den  zweiten  Difl'erentialquotienten  einer  ge- 
gebenen Funktion  /"(.r) ;  es  ist,  wenn  nur  d-  f\dx'-  den  sogenannten 
Dirichletschen  Bedingungen  genügt, 

'<-f 

-~  =  «0  -H  «1  .r  -f-  .  .  .  -T-  ein  .r"  -f-  -=.n{x)-, 
dx- 

wo  |;„|  kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht  werden  kann  für 
genügend  grosse  n.    Somit  folgt 

wo  vonj'„  gleiches  wie  M)n  $„  gilt ;  hier  haben  wir  also  einen  an- 
genäherten Polynomiaiausdruck  vony'l^r),  der  zweimal  difl'erenti- 
ierbar  ist.  Ob  er  es  auch  dreimal  ist,  hängt  \on  der  Natur  xonf", 
aber  auch  vom  gewählten  Inter|)olationsjnodus  ab.  Dies  lässt  sich 
ohne  weiteres  auf  Funktionen  mehrerer  Variabein  ausdehnen. 

Ob  und  wie  oft  Fourierreihen  difFerentiierbar  sind,  hängt  von 
analogen  Umständen  ab,  wie  sie  unten  bei  den  Entwickelungen 
nach  den  u,n(x)^  ifn{y')  zu  besprechen  sein  werden. 

Ist  die  Variation  otr  selbst  gewissen  Bedingungen  unterworfen 
(was  bei  eingespannten  Plalten  der  Fall  ist,  wo  am  Rande 

ir  =  O,  :=  O  :  0(V'   =  O,  :=  O 

Oll  '  iln 

sein  muss),  so  müssen  alle  ']>/  diese  Bedingungen  erfüllen.  Diesen 
Fall  habe  ich  in  der  eingangs  zitierten  Arbeit  eingehend  be- 
sprochen. 

Dass  die  vorliegende  Methode  auch  auf  viele  andere  Probleme, 
insbesondere  auf  Gleichgewichtsprobleme,  die  ja  stets  aus  einer 
Minimumsforderung  ableitbar  sind,  angewendet  werden  kann, 
braucht  kaum  erwähnt  zu  werden.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  sie 
auch  wirklich,  bei  geeigneter  Wahl  der  'L/,  numerisch  brauchbar 
ist. 
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EntTvickelungen  nach  den  Eigenschwingungen  von  Stäben 
mit  freien  Enden. 


Die  Amplitude  u{x)  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  genügt 
bekanntlich  (  ' )  der  Gleichung 

d'*  u        , , 

und  an  beiden  Enden  den  Bedingungen 

d- u  d^  u 

<^'U  -7—,  =  o,  -1—7  =  o, 

dx-  dx" 

woraus  sich  u  als  eine  Summe  trigonometrischer  und  hyperboli- 
scher Funktionen  ergibt,  während  k  \^  urzel  einer  bekannten 
transzendenten  Gleichun«  ist.  Jeder  Wurzel  /.„,  derselben  ent- 
spricht  ein  Eigenton  i(,„(x)^  und  es  gilt  die  OrtJiOf;onaliläts- 
bedingunü 


{i-i}  I  u,„Uadx  =  o        fr 


n, 


das  Integral  über  die  Länge  des  Stabes  erstreckt.  Lui  die  Sym- 
metrieverhältnisse gehörig  hervortreten  zu  lassen,  wähle  man  als 
Anfangspunkt  ^  =  o,  die  Mitte  des  Stabes;  ferner  bestimme  man 
den  willkürlichen,  konstanten  Faktor,  mit  dem  jede  Lösung  noch 
multipliziert  werden  kann,  durch  die  Bedingung 


( ■,:.'>) 


j  11%^  dx 


und  setze  endlich  der  Einfachheit  halber  als  Längeneinheit  die 
halbe  Stablänge  an,  so  dass  .r  =  ±  i  die  Koordinaten  der  End- 
punkte sind.  Dann  ergeben  sich  für  die  ///„,  w  ie  man  leicht  findet, 
die  Ausdrücke  : 


(')  Zur  llieoric  der  Scliwingunyen  freier  SUibe  vgl.  nuiii  z.  B.  Lord  IIayleigu, 
Sound,  §  100  ()'. 


Für  gerade  m  : 


(•M) 
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cl) /l,„  cos /.-,„ X  —  cos /.-,„  cb  A», X 

^ ' 

v/cl)-/im—  COS-A-,„ 


wobei  lang  A„,  -f-  tüitg/.'/«  =  *J- 
/vV/-  ungerade  ni  : 

sb  A/„  sin  km X  -+-  sin  /.„,  sb  A„,  a- 

( -2 -3  )  «;„  = -====== > 

\/3\)-k„i  —  sinV.„j 

w obei  lang /.„,  —  tnng /•  /«  =  o. 

Beide  Gleichungen  lassen  die  Wurzel  k  =  o  als  erste  zu ;  in  der 
Tat  erfüllen  auch  die  Funktionen 

(26J  ii„(.'r)  =  — :  =  const..  (Äy^o), 

v/2 

(27j  Z<l(j7)  =    t/^a-,  (/m=0) 

alle  Bedingungen  (20)  bis  (2.')),  und  sind  als  Eigenschwingungen 
mit  der  Schwingungszahl  Null  einzuführen,  bei  welchen  der  Stab 
geradlinig  bleibt.  Die  Notwendigkeit  dieser  Einführung  wird  sich 
unten  zeigen. 

Bei  dieser  Festsetzung  entspricht  m  =  2  dem  gewiibnlichen 
Grundton  mit  zwei  Knotenpunkten;  allgemein  gibt  jedesmal  der 
index  m  die  Anzalil  der  Knotenpunkte  der  entsprechenden  Schw  in- 
gung  an.  Die  Schwingung  ist  eine  gerade  Funktion  von  x  für 
gerade  m^  eine  ungerade  fiu'  ungerade  m. 

Die  Wurzeln  Ao,  Aj,  /cc,  ...  von  tang /.-,„— taug  A,»^  o  unter- 
scheiden sich  wenig  von  m-j^ — t4;  es  ist  /,o=2,365o;  /.^  ist 
von  (2  —  t)-  nur  in  der  6'""  Stelle  verschieden,  /.g  noch  weniger 
von  (3  —  {)-. 

Die  Wurzeln  /.s,  /: ,,  A-;,  .  .  .  von  tang  /.„, —  taitci/.,«=  o  sind 

A3  =   J  .  9-2660,  /i'ä  =    (  2  -i-    -    )   -,  />7  = 

\  4  / 


Allgemein  ist  für  m  >  2  auf  fünf  Stellen  genau 


(27  Cl)  /',„=  (  "' 


>  /  'i 
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Für  ni  >>  •!  isl  auf  vier  Stellen  genau 


{  2b  )  U„i  {X)  =  cos   (   —  —   -  j  T.X  -r 


v/;.(^-'). 


für  i;erade  /;?,  und 


(29)  u,n(x)  =  s\n(^ A-x-h 


sj-.s^     '^-\ 


für  ungerade  in. 


Die  hyperbolischen  Teile  sind  für  kleine  x  um  so  kleiner,  als 

in  grösser  ist;  für  qualitative  Betrachtungen  kommen  sie  nur  in 

der  Nähe  der  Endpunkte  in  l^etracht,    und  es  reduzieren  sich   die 

II n,  auf 

cos  {  m )  - —      und      sin 

\  2/     2 

Infolge  von  (22)  und  (28)  lassen  sich,  wie  bekannt,  die  Koef- 
lizienlen  einer  Enlwickelung 

'  Jo)  /Ca")  =  AqMo-^  Aif<i-^.  .  .-)-  k„iu,„{x)  -f-.  .  . 

durch  Multiplikation  mit  tf/„  und  Integration,  wie  bei  den  Fourier- 
leihen,  bestimmen;  es  ist 

(in  A,„=   /        f{x)  ii,n(x)dx. 

Schreibt  man  dies 


clx 


und  integriert  partiell,  so  wird,  da 


und      — ^— -     lur     ,r  =  ± 


verschwinden. 


(32)  A,„=  ~  j       f"{x)u"„,clx, 

und  weiter 
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Du     '    L^  nfiJt  ,  vergleichbar  bleibt  für   jedes  ni ,   und  /",  /'" 

4'ii(llicli  und  stetig  sein  sollen,  so  ergibt  sich,  dass  für  beliebige  in, 
\„J^''f,i  unter  einer  festen  Zaiil  bleibt;  oder,  da  /.•,„=  {ni  — 1)-/^, 
r/(tss  dieA,n  ivie  ilni-^  abnehmen.  Die  Reilie  (3o)  konvergiert  also 
absolut  und  gleichmässig,  nebst  ihrer  ersten,  gbcdweise  genoin- 
uienen  AljleitLing.  Die  zweite  Ableitung  konvergiert  nur  noch  wie 
\lni.  Da  (Lord  Rayleigh,  Ioc.  cit.)  die  mJ,  die  Eigenfunktionen 
^()n  an  l)eiden  Enden  eingespannten  Stäben  sind,  so  entspricht 
<lie  Formel 

f"{x)  =  Ao«o   —  AiKj   ^..  .—  k,nU';„(x)  -T-... 

der  Entwickelung  nach  solclien  Eigenfunktionen,  wie  sich  auch 
aus  dem  Ausdruck  (32  )  der  A,  ergibt.  Dass  diese  Entwickelung, 
wenn  auch  niclit  absolut,  so  Joch  in  der  Art  einer  Fourierreihe 
konvergiere,  darf  wohl  vorausgesetzt  \,erden.  Daraus  folgt  (hmn 
die  zweimalige  gliedweise  Differentiierbarkeit  der  Reihe  (3o). 

Nun  sind  aber  die  Formeln  (3i)  und  die  folgenden  Betrach- 
lungen ebensogut  anwendbar,  wenn  man  einige  der  Ui  wegliisst: 
soll  die  Reihe  gegen /(.r)  und  nicht  gegen  eine  andere  Funktion 
konvergieren,  so  ist  es  wichtig,  festzustellen,  dass  das  Orthogonal- 
system der  Ui  ein  vollständiges  is(,  d.  h.  dass  nicht  etwa  weitere 
l'\inktionen  U/  existieren,  die  den  Bedingungen 

/        iJmit/t  clx  =  o,  I         U„,  U„  dx  =  o         fiir         ni  =z£  n 

genügen.  Dass  die  gewidinlich  nicht  betrachteten  Funktionen 
/^  =  con5t.,  ?^  =  ,rconst.  liierher  gehören,  ist  schon  bemerkt 
worden,  und  wir  liaben  sie  als  Uq  und  //,  bereits  eingefülirt.  Ohm' 
diese  Einfüliiungaher  konvergiert  V  A/f^,(:r)  gai-  nicht  gegen 
J'(x),  sondern  gegen 

f,x)-k,u,-\,u,  =  fix)-   f"    -l^ldt-x  f       J\f{t)ldl. 

I3ies  scheint  bisher  niclit  l)emerkt  worden  zu  sein  (');  da  (h^- 
Ausdruck  xy  nahezu   dem  Grundton  einer  quadratischen  Platte 


(')  Insbesondere  niclit  von  Lord  IIayleigii,  Suuinl,  Art.  lOS. 
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entspricht,  erkennt  man  wie  prahiisch  wichtig  diese  Einführung 
ist. 

Dass  damit  aher  die  ///  wirklich  zu  einem  vollständigen  Orlho- 
gonalsystem  ergänzt  sind,  lässt  sich  nach  einer  Methode  von  Liou- 
ville  zeigen,  und  ist  in  letzter  Instanz  darauf  zurückzuführen,  dass 
nun  jeder  Ausdruck  (  ' ) 

(33)  Aoi^o-^  Ait<i-^. . .— A„,  H„j 

höchstens  /7i  Wurzeln  hesitzt,  über  die  man  oflenbar  willkürlich 
verfügen  kann,  durch  geeignete  W  ahl  des  A/;  dies  war  vor  der 
Adjunktion  von  ii^^  le,  (mit  keiner  bzw.  einer  Wurzel)  nicht  der 
Fall ;  bei  den  Entwickelungen  nach  den  Eigenfunktionen  einge- 
spannter Stäbe  ist  keine  Adjunktion  notAvendig  (und  möglich),  weil 
der  Grundton  im  Innern  keine  W  urzel,  der  erste  Oberton  nur 
eine  usw.  hat. 

In  einem  analogen  Fall  bemerkt  nun  Liouxilie,  dass,  wenn  man 
f  {x)  durch  (33)  darstellen  will  und  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  entsprechend  die  A/  so  wählt,  dass  das  Integral  des  Fehler- 
quadrates 

C34)  I        [/(.r)  — Au  ?/,j  —  A,«i  —  .  ..]-'<:/:? 

ein  Minimum  wird,  man  für  die  A/  eben  die  Formel  (3i)  erhält. 
Ist  (rtoWo-i- «'^i  «I +.  .  .-hrtm'^w)-  <Ja5  totale  Difierential  von  (33) 
nacli  den  A/($  :=  unendlich  klein,  die  oi  willkürliche  Zahlen),  so 
ergibt  die  Forderung;  des  Minimums  : 


/ 


-i-i 

r/«'-'^;  —  Ao^/o—  A,?/,  — .  .  .—  \,„u„^ 
1 

X  [rto«tf-f-  «i  «1  -t-.  .  .  —  a,n  it„t\  dr  =  0 


für  beliebige  «/.  Daraus  folgt,  dass  ./(ar)  durch  Aq^o^  •  •  •  min- 
destens m  -f-  I  mal  geschnitten  wird,  sonst  k(')nnte  man  über  die 
W^urzeln  von  ^/o«o  +  ----SO  verfügen,  dass  sie  mit  den  Wurzeln 
des  ersteren  Ausdruckes  zusammenfallen,  und  das  Integral  wäre 
positiv  und  nicht  =  o.  (Mehrfache  Wurzeln  sind  als  Grenzfällc 
/.u    Ijctrachten.)    Lässt    man   nun    m    unbeschränkt   wachsen,    so 

(')  Der    Beweis   dieses   Salzos    von   Slnrni   lässt  sich  genau  wie  Lei  Riemann- 
Weber,  Part.-Differentialgl..  l.  II,  p.  Gg  führen. 
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schneidet  Ao«o  +  • .  •  +  A,„  «„,  die  Funktion  f  {x)  in  einer  unbe- 
schränkt wachsenden  Zahl  von  Punkten  ;  die  angenäherte  Funktion 
oszilliert  um  die  exakte  hin  und  her.  Schliesslich  verwandelt 
sich  AoWo+---  in  eine  gleichniässig  konvergente  Pteihe,  und 
f{x)  —  Ao  «0  —  "^1  '^1  —  •  •  •  ist  eine  stetige  Funktion  mit  unendlich 
vielen  Nullpunkten.  vSind  dieselben  gleichmässig  verteilt,  so  ist 
sie  Null  ;  besitzen  sie  q  einzelne  Häufungsstellen,  so  Ijleibt  sie  in 
kleinen  Bereichen  um  dieselben  -<  j,  und  hat  ausserhalb  nur  eine 
endliche  Anzahl />  von  Nullstellen.  Dies  ist  aber  nicht  möglich: 
Juan  kcinnte,  sobald  ni  !>/?  +  'Z  ist,  die  Kurve 

«0  "O -^-  «1  «1 -f- •  •  •  ^  «/»  "//i 

so  legen,  dass  sie  überall  gleiches  Vorzeichen  hat  wie 

fix)  —  AoJ<o —  A,  Ui  — .  . ., 

und  das  Integral  wieder  positiv  bliebe  (  da  die  kleinen  Bereiche  auf 
das  Vorzeichen  ohne Einfluss bleiben).  Somit  koin'ergiert  2,'^miim 
^virklich  gegen  f{x). 

In  ganz  entsprechender  Weise  lässt  sich  eine  geeigneten  Stetig- 
keitsbedingungen genügende  Funktion  zweier  Variabein /"(j?^  j^) 
innerhalb  des  Vierecks  .r  =  ±  i ,  j)^  =  ±  i  in  eine  absolut  und 
gleichmässig  konvergente  Reihe 

(  j5)    f{x,y)  —  Kf^y^u^ix)  uoiy)  -+-  Aio  iii(x)  u^iy)  -+-  Aoi  »o(a^)  «i  (r) 

-+-  kuUi(x)  «i(jK)-+-Ao2«y(a7)H.2(jK)-l-... 
entwickeln  mit 


(36) 


A „, n=   l  i        f{x,  y)  u,n {x)u,i{y)dx  dy. 


die  zweimal  gliedweise  nach  x  und  y  diflerenliiert  werden  darf, 
und  wie  ^  2,  i/f"*'/*'^)  konvergiert.  Dies  ist  die  Entaic/celu/tg, 
die  ivir  füj-  unser  Problem  anwenden  wollen.    Wir  setzen  also 

(  3ü  a )  'b,„n  (  X,  y )  =  Uniix)  Un  (y ) 

und  es  genügen  diese  Ausdrücke  den  oben  S.  2-5  und  2^-  für  die 
•li  gestellten  Forderungen.  Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  (35)  im 
allgemeinen  nicht  3-  oder  4 mal  dillerentiiert  werden  darf,  wie 
schon  oben  hervorgehoben  ^vurde,  d.  h.  tiass  zur  Berechnung  dieser 
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iJifFerentlalquotienten,  bzw.  zum  direkten  Kinselzen  der  Lösiini; 
in  die  Grundyleicliunf;  und  Randbedingung,  unsere  Ausdrüeke 
sieb  nicbt  eignen  werden.  Durch  diesen  Verzicht  wird  aber  ge- 
rade die  Darstellung  der  Lösung  selbst  Kvesentlich  vereinfacht. 
Bevor  wir  zur  wirklichen  Berechnung  des  A,„„  übergehen,  ist  es 
nütig,  uns  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Lösung  d' (;r,  jk) 
ein  Bild  zu  machen. 


Allgemeine  Eigenschaften  der  Lösung. 

Sei  (v(.r,  y)  irgend  eine  Funktion,  die  den  Gleichungen  (3). 
(5),  (6)  genügt,  und  A  der  durch  (  lo  i  gegebene  zugehörige  Eigen- 
wert. Die  Symmetrie  dieser  Gleichungen  und  der  Ränder  lässt 
ohne  A\eiteres  die  R.ichtigkeit  folgender  Sätze  erkennen: 

Ist<v(.r,  }')  eine  Lösung,  so  ist  au(di«v(^^  —  x,  -\-y)  eine  zu  dem- 
selben A  gehörige  Lösung.  Falls  also  w  einem  einfachen  Ton  enl- 
spricht,  sind  diese  zwei  A.usdriicke  höchstens  (birch  das  Vorzeichen 
verschieden  (welches  durch  die  Berlingung  (8)  nicht  festgelegt 
ist),  d.  h.  : 

Einfache  Töne  entspreclten  Funktionen.,  die  in  bezug  auf 
jede  der  beiden  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates  gehenden 
zu  den  Seiten  parallelen  .ichsen  entweder  gerade  oder  un- 
gerade sind. 

Mehrfache  Töne  können  stets  aus  ebensolchen  Funktionen 
linear  zusammengesetzt  iverden. 

Führt  man  ebenso  die  Substitution  ^  ::=:r' ;  .1' ==  ./•  ;  iv{x,y) 
=  «f' ('ic',  1 ')  aus,  so  ist  in  bezug  auf  die  neuen  Variabein  die 
Form  der  Gleichungen  ungeändert  geblieben:  \v'{x\y')  muss 
ebenfalls  eine  [jösung  sein,  die  zu  demselben  A  «ie  (\(x,  j')  ge- 
hört, und  sich  bei  einfaciien Tönen  von  ivix,y)  nur  um  das  Vor- 
zeichen unterscheiden  kann. 

Einfache  Töne  entsprechen  also  entweder  in  x  und y  sym- 
metrischen oder  in  .r  und  y  antisymmetrischen  Lösungen: 
d.  h.  im  ersteren  Fall  ändert  sich  w  nicht  bei  Vertauschung  von 
X  und  -)■ :  im  zweiten  ändert  es  sein  ^  orzeichen. 
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Mehrfache  Töne  entsprechen  Summen  solcher  Lösungen. 

Dies  bedingt,  dass  wii^  bei  den  Entwickelungen  nach  den 
i/„i( x)u,i(r)  uns  darauf  beschränken  können,  die  diesen  verschie- 
denen Svmmelriebedingungen  genügenden  Lösungen  einzeln  zu 
berücksichtigen,  ist  u-  gerade  in  jc  und  inj',  so  werden  nur  gerad»? 
u„i(x),  u,iiy)i  d.  h,  gerade  nt ,  n  auftreten.  Ist  es  ausserdem 
symmetrisch,  so  wird  \mn  =  A«,«  ;  im  andern  Falle  A„,„=:  —  A„ni. 
So  werden  wir  zu  den  anfangs  besprochenen  E nUvickelungen 
nach  den  Aggregaten  u,n{x)  Un{y)  ±  Un{x)  Umiy)  geführt. 

Über  den  Verlauf  der  Knotenlinien  lässt  "sich  folsrendes  fest- 
stellen  : 

1.  wenn  sich  zwei  oder  mehr  Knotenlinien  im  Innern  schneiden, 
so  bilden  sie  nicht  notwendig  gleiche  Winkel  untereinandea-,  wie 
man  nach  Analogie  der  Schwingungen  von  Membranen  erwarten 
könnte  ; 

2.  ebensowenig  steht  eine  den  Rand  schneidende  Knotenlinie 
immer  senkrecht  auf  ihm. 

Zum  Beweis  entwickle  man  in  der  Nähe  des  betreffenden  Schnitt- 
punktes \v  nach  l'otenzen  von  x  und  y.  Für  den  Fall  zweier  in 
37  =  0,  )-=:o  sich  schneidender  Knotenlinien  ist  ausser  iv  =  o 
auch  divjdx  =  o^  d{v/dy  =  oii\v  x  =  o,  y  =  o  zu  setzen;  also 
w  =  ax-  -f-  2  bxy  -j-  cy- -\-  a'x'-^  -+-...  Bei  Membranen  ist  nun  die 
Gleichung  Ait' -f- A- (v  =  o  identisch  zu  erfüllen,  woraus  für  die 
Glieder  niedrigster  Ordnung  folgt  a -{-//  =  o  ;  dies  ist  aber  die 
Bedingung,  damit  die  zwei  durch  ax-  -+-  i  bxy  +  cy'-^^  o  definier- 
ten Geraden  sich  rechtwinklig  schneiden.  Bei  Platten  dagegen 
bringt  die  Gleichung  AA(V'  =  k-  w  die  Glieder  /;?""'  Ordnung  mit  den 
Gliedern  in  —  4"^'  Ordnung  in  Zusammenhang;  insbesondere  blei- 
ben die  Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung  ganz  willkürlich;  die 
Knotenlinien  können  sich  unter  beliebigen  Winkeln  schneiden. 
Wenn  die  Winkel,  wenigstens  bei  R.echtecken,  dennoch  meist  90" 
Ijetragen,  so  liegt  dies  in  manchen  Fällen  an  Symmetriegründen. 
(ifter  aber  auch  daran,  dass,  wie  schon  hervorgehoben,  im  Innern 
eines  ()uadrates  für  (\'  die  angenäherten  Ausdrücke 

cos  /■„,  X  cos  kny  ±  COS  /.'„  OT  COS  /.„,  )% 

,  cos/,,„a7  sin/i^/Tdz  cos/i,j5"  sin/L,„^-,     usw. 
gelten,    welche    der  Gleichung  Air -j- (A-jj  4- /.;;)  (v  =  o  genügen. 
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und  somit  die  Eigenschaften  von  Meinljiancnschwingungen  liaben. 

Am  Rande  ergeben  die  Bedingungen  fiir  die  Glieder  erster  Ord- 
nung in  <v'  gar  nichts,  für  die  Glieder  ax-  4-  ibxy  +  cy-  die  Glei- 
chung a-}-ac  =  o.  aus  der  über  den  Winkel  der  Knolenlinie 
gegen  den  Rand  nichts  geschlossen  \^erden  kann. 

Interessanter  sind  die  Ergebnisse  an  einer  Ecke.  Hier  muss 
id'-KV^dxdy^  =  o  sein.    Ferner  ist 

,r-w  ö^iv  1 

(3-)  -f-  'X- — -  =o  1 

dx-        '    (Jy-  f       nebst  den  Ableitungen 

2w  d-w~\  I   "lieses  Ausdruclces  nach  j', 


(  OO)  r-    'JL =^    O 

<)y^  öx^  nebst  den  Ableitungen 


dieses  Ausdruckes  nach  x^ 


öyy  oy^  fJx-^  ] 

endlicii 


0*  II'  d'*  ti'  d''  IV 

eil)  r  -^  2 -T -—r  —  A  II' 

Ox*  ax-  (Jy-         Oy* 


eine  Gleichung,  die  ]>eliebig  oft  nach  x  und  y  differentiiert  werden 
darf.  Wir  legen  die  Koordinatenachsen  in  die  zwei  sich  in  dei" 
Ecke  schneidenden  Seiten  und  suchen  die  Koeffizienten  der  Tay- 
lorschen  Entwickelung 

W  =    Uq  -\-  m  ~r-   U-i  -H   «.i  -t-  .  .  .  , 

wo  u,„  ein  homogenes  Polynom  />/'"'  (irades  in  x  und  )'  ist,  zu  be- 
stimmen. Aus  (S^)  und(39)  und  <)-{vjdxdy  =^  o  folgt  zunächst, 
dass  H-2  identisch  verschwindet,  wenn  u.  ^  i  ist,  was  wir  annehmen. 
Ebenso  ergeben  (38)  und  (4o)?  nebst  den  Differentialquotienten 
von  (  3'j)  nach  y,  (  3c))  nach  x,  dass  «;;  ^  o  ist.  Danach  weicht  iv 
von  dem  linearen  Ausdruck  Ho-\- Ui=::  a -j- bx -i- cy  nur  in  den 
Gliedern  vierter  Ordnung  ab,  was  zuerst  von  Laiub  [loc.  c/t.)  be- 
merkt worden  ist.  .in  den  Ecken  wird  die  Platte  nickt  merklick 
defoi  niiert. 

Für  die  fünf  Koeffizienten  der  Glieder  vierter  Ordnung  ergeben 
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sich  durch  Differentiation  von  (3'^)  bis  (4o)  ^ür 


/  <)'>w\ 
\  Ox'*  ) 


X=(l,  J=0 


vier  Gleichungen,  aus  (4  ' )  eine  fünfte ;  die  Koeffizienten  derselben 
sind  also  sämtlich  bestimmt  und  proportional  a  : 


Kn 


48(1  —  \i) 


Ebenso  sind  die  Glieder  fünfter  Ordnung  linear  in  ^,  c  ;  diejenigen 
sechster  und  siebenter  Ordnung  verschwinden  usw.  Für  die  Glie- 
der m}'^^  Ordnung  ergeben  sich  durch  m  —  2  fache  Differentiation 
von  (3'^)  nach  y,  (39)  nach  x  ;  durch  m  —  3  fache  von  (38)  nach 
jy,  (4o)  nach  x  vier  Gleichungen;  die  Bildung  der  m  —  3  Diffe- 
rentialquotienten von  (4  0  vervollständigt  die  Zahl  der  m  +  1  Glei- 
chungen, durch  welche  alle  Koeffizienten  \on  u,n  durch  solche  von 
Um-hi  also  schliesslich  durch  «,  6,  c  und  Ä  ausgedrückt  werden 
können. 

Die  Entwickelung  von  kv  in  einer  Ecke  hängt  also  nur  ab  von 
den  vier  Konstanten  a,  6,  c,  A.  Da  wir  aber  über  den  weiteren 
Verlauf  des  Randes  in  einiger  Entfernung  und  über  die  daselbst  zu 
erfüllenden  Bedingungen  hierbei  nichts  vorausgesetzt  haben,  so 
müsste  die  Entwickelung  von  w  eine  unendliche  Anzahl  Konstanten 
enthalten;  der  von  diesen  Konstanten  abhängige  Teil  i'on  w  ist 
an  der  Stelle  x  =::  o,  y  ^  o  nicht  nach  Potenzreihen  entwickel- 
bar, die  Lösung  ist  in  den  Ecken  nicht  analytisch.  Nur  sehr 
ausnahmsweise,  z.  B.  in  dem  oben  zitierten,  von  Lord  Rayleigh 
bemerkten  Spezialfall  [a  =  o  sind  einige  der  Lösungen  analytisch, 
weil  es  dann  gelingt,  mit  den  drei  zur  Verfügung  stehenden  Kon- 
stanten den  Bedingungen  an  den  andern  Rändern  zu  genügen. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  um  die  Ecken  herum  die  Lösung 
mehrdeutig  ist,  so  dass  die  analytische  Fortsetzung  von  (v(.r,  y) 
über  den  einen  Rand  hinaus,  um  die  Ecke  herum  bis  zum  andern 
Rand  und  ins  Innere,  hier  nicht  die  Ausgangswerte  von  w  ergibt. 
•  Für  den  Fall  eingespannter  Platten  ist  ein  entwickelbarer  Be- 
standteil überhaupt  nicht  vorhanden,  wie  man  leicht  findet. 
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Berechnung  der  Koeffizienten. 

Es  seien  die  Koordinatenachsen  durch  den  Mittelpunkt  des 
Ouadi'ates  parallel  zu  den  Seiten  gelegt  und  als  Längeneinheit 
die  halbe  Ouadratseite  gewählt,  so  dass  für  Um{x),  u,i{y)  die 
Ausdrücke  (24),  (25)  gelten. 

Man  hat  nunmehr  einen  Ausdruck  der  Form 

(42)  <v.=^^A,„„a„j(:r)  «„(jK 

0     0 
in  das  Integral 

-1-2(1  —  a )  (  -^  )    —f^s  't'  I     dx  dy 

'  '  \Oxdy )  J  -^ 

einzutragen  und  die  Koeffizienten  von  A,^j,,,  A„j,,  A^^  zu  berechnen. 
Dies  führt  zur  Berechnung  der  Grössen : 

(  ^4  }  ^'hnn  =    /  U,n  <  X)  ««  (T)dx=  '"^      '"       '' . /"      ""    '; 

Wum  =''wi„,  =  o; 

/  /.-             ,          _             _     r^'      '        /     /      _   2  ( />-;„  »,„  Z<;  —  k'*,  Un  u'm  ).c=\  . 
k4-*j          '-^inn  — -  ^niii  —    /  Hin  ^ n  ^^  —  TT  T^  } 

'J I  "  /H  " « 

/        u"n  iC  dx  =  0         (m  ^  n);  j         u",l  dy  ^  /■:;„ . 

Man  erhält  diese  Formeln  durch  Berücksichtigung  der  Differential- 
gleichung für  Um  und  Un  und  partielle  Integration.  Für  ni  =  n 
sind  sie  ungültig;  hier  ergibt  sich 

kj,i {  (\)- k„,  —  cos-A ,„  )  ,      cos- /.„,  ci\-k,„ tiing k„i 


et)-  k,n  T-  COS-  k,n  '  ci}' k  „,  —  COi-k, 

iüv  m  gerade,         (ajQo=oj. 
_  —  /■  ;-„  ( sb- /.»,  -^  sin^ /:,„ )  ,      sl)-A-/„  sinU-,,,  cotA,, 

J/«m  —  TTT : — r~, -i~  2  A"/ 


sl)2  A,„  —  si  n2  /:,„  sl)-'  A,,,  —  sin^  A-, 

für  m  ungerade,         (wn  =  o), 
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und 

/.;„(cl) -/>■■„,  —  cos-A„,  )  cos2/r„iCl)-A-,„  taiifl/-,,, 


'■  in  in  —  ■r~r~, t-, 1-  ü  /i 

\ 

(47) 


fb-  k„i  -H  cos^  k,,,  ' '"      clj-  k„t  -r-  co%-k„i 

für  m  gerade,         ('5:00=  o), 
_  krn(s\i-k,n  -+-  sin-k,„  )  -in-Zc^  aljä/:,,,  cot/:, 

^inin  —   TT; : — T-. -!-  DA', 


für  m  ungerade,         (3:,i  =  3). 
Bej^nügt  man  sich  mit  vier  genauen  Ziffern,  so  ist 

coik,,, _'—•'".  ^'ink,„  _'^~')    ' 

</c\)-k„i-^  co>-k,„  sj-i     '  v/sl)-/.,„  —  sin2/i,„  /■! 

für  in  >■  2, 
i'os  /."o  —  (i  —  o .  o  T  7 :)  ] 

v/cl)-/i-2  -+-  cos-ki  \J% 

und  es  folgt  für  m':>  -i.  n^  i: 

( f.^s                                                         ,,                ^  4  f^ni  ( f^in  —  l^n) 
y'^^l  ^hnn  =  '^  7-7 y, j 

;/;  -+-  n 

WO  7  =  0,  wenn  m  und  n  verschiedener  Parität  sind  ;  =  (—  i)    -    , 

wenn  m  und  n  gerade;   und  =  —  (—  i;~^~,  wenn  m  und  n  un- 
gerade sind.   Es  ist  /.,„=  (m  —  })7:/2  zu  setzen 

(  49  )  0J,„  ,„  =  —  kjn  -H  k,n , 

(    ^  _^/i(ki„k„^kf, 


-:-  /-ä    _;_  "^  /- 


Mit  einer  Genauigkeit  von  mindestens  2  Proz.  sind  diese  For- 
meln auch  für  m  und  11  gleich  2  anwendbar,  und  es  ist 

/  iL  j   für  n  gerade, 

lcoo„=o,         w„o=  2A„(— 1)2  ^  =0  fürn  ungerade, 

I  wi„  =  o,  (o„,  :=  3  v/j(/« — U(— I)  '      '  für  n  ungerade, 

I  "~'        i=^  "^  ^ü''  '^  gerade. 

■    ai,=3,  a,„  =  a„i  =  9,  v/3(— I)  -  1 

Der  Koeffizient  von  A;^„  im  Integral  V  wird  nun 

(alj  ^",«M-A-,'S-h2UÜ),„,„W„„-t-  2(1  —  \X)'X,n,n'^na—  >■.■  =  «„'/'/''   —  X^- 
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Der  Koeffizient  von  2  A„,«A^y 

(  52  )  IX(  10, „  ,,  0J^„  -+-  M,,  m  M„r,  )  -H  2  (l  —  ji.  j  '^nq'^m  p  =  a,f,V 

und  es  sind  die  Gleichungen  zu  leisen 


(53) 


o — ("oo    — ''ij -ri-oo ^^  "o  1     '^01  ^^"lo     -^10 ^^- •  •^^  "is     '^sst 

) 

o  =  a[,-'o'>  Aoo  +  «[»-"f  Aoi  -f-  a'^l  A,o  -H .  . .  H-  ( a^^f  —  \s )  A„. 


(54) 


Zur  Vereinfachung  wird  man  die  aus  der  Symmetrie  der  Losung 
sich  ergebenden  ßeziehung;en  zwischen  den  A„,„  sogleich  einführen  : 
Lei  einer  in  x  und  y  geraden  symmetrischen  Lösung  kommen  nur 
gerade  Indizes  in  Betracht  und  es  ist  A^,«  =  A„;„ ;  die  Zahl  der  un- 
bekannten reduziert  sich  so  bei  gegebenem  s  beträchtlich.  Ahn- 
liches gilt  für  die  andern  Fälle  von  Symmetrie.  Nichtsdestow  eniger 
wäre  eine  Rechnung  auf  drei  bis  vier  Stellen  für  eine  grossere  An- 
zahl von  Eigenschwingungen  undurchführbar,  wenn  das  Glei- 
chungssystem nach  dieser  Reduktion  nicht  die  Eigenschaft  hätte, 
dass  die  ^/ „"',"'  der  Diagonalglieder  erheblich  grösser  sind  und  mit 
m  und  n  rascher  wachsen  als  die  übrigen  ö!„'^,^  .  Infolgedessen  lässt 
sich  das  System  (53)  mit  einem  geringen  Aufwand  an  Rechnung 
durch  sukzessive  Approximationen  leicht  lösen.  ^\ir  wollen  dies 
für  den  Fall  in  x  und  y  ungerader,  aber  symmetrischer  Schwin- 
gungen zeigen,  zu  welchen  der  Grundion  der  Platte  gehört.  Wir 
wählen  für  ij.  den  W  ert  a=:  0,226  (vgl.  unten),  und  entwickeln 
bis  zu  den  Gliedern  in  z/..  setzen  also  5  =  5.  Es  sei  abkürzend 
Um{y)  =  ^ni  gesetzt  und 

-4-  Ai  (  «3  i^3 -I-  «5  f  3  )  -!-  A  5  «5  l's. 

Das  System  (53)  wird  hier 

'  o  =  (13.93  —  X)  Ao —  32,08  Ai  -h  18.60 A2-f-  32, 08 A3 —  37,2oAi-f-  18,60  A5, 
l  o  =  —  16,04  Ao-f-  (4i  1 ,8  —  X)  Aj  —  i2o,oA2 —  i33,6A3-i-  166,8  A4-^  r4oA5, 
'  o=  +  i8,6oAo—  240,0 Ai-i-  (1686  — a)A-2 —  218, 0A3 —  n34A4-T-  330A5, 
1  o  =  -f- 16,04  Ao —  i33.6  Aj  -I-  109.0  A2-H  (2945  —  A)A3 —  4^4  Aj-r-  17g  A5, 
0= —  i8.6Au-)-i66,8A, —  567  Ao —  424  A3  ^-  (63o3  —  a)  A;—  1437  A3, 
o  =4-  18.6  Ao-(-  280  A,  —  330A2-4-  358  A3—  2874  Ai-f-  (13674  —  a)Aö. 

Würde  sich  das  System  wirklich  auf  seine  Dia^onalglieder  be- 
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schranken,  so  wäre  die  kleinste  Wurzel  )«=  i3,9.5,  die  nächste 
4i  1 ,8  usw. ;  für  die  erste  bleibt  Aq  willkürlich,  die  andern  A,  sind 
Null ;  für  die  zweite  gilt  dies  für  A(  usw.  Da  es  auf  den  konstanten 
Faktor  nicht  ankommt,  setzen  wir,  um  den  Grundton  zu  erhalten, 
Ao=  I,  und  in  erster  Annäherung  Ao=  '3,95.  Dann  ergeben  die 
fünf  letzten  Gleichungen  die  übrigen  A/.  Wesentlich  ist  nun, 
dass  diese  h.i  siegen  i  klein  sind,  so  dass  sie  nur  mit  geringerer 
Genauigkeit  berechnet  zu  werden  brauchen.  Beschränkt  man  sich 
auf  vier  Stellen  beim  Schlussresultat,  so  sind  sämtliche  Opera- 
tionen^ auch  schon  die  Berechnung  der  <jimn  und  i-mn  und  ihrer 
in  den  a'/^,^'  auftretender  Produkte,  mit  dem  Rechenschieber 
ausführbar^  wodurch  bei  dem  Charakter  dieser  Operationen  die 
Rechnung  sich  sehr  einfach  und  sicher  gestaltet.  Direkt  mit  vier 
Stellen  zu  berechnen  sind  bloss  die  in  den  w,,,«,  a^^  und  den  a*^"„"' 
auftretenden  Potenzen  der  Ä/. 

Wir  berechnen  für  die  A/  eine  erste  Approximation,  indem  wir 
alle  Glieder  rechts  vernachlässigen  neben  den  Diagonalgliedern, 
es  wird  also 

A    _        "^  i6,o4  _       —  1 8 , 60  _ 

*~4i')^ — 1^)93  "       1686^13,95 

Diese  A,  sind  ersichtlich  sämtlich  klein.  Aus  der  ersten  Gleichung 
folgt  eine  kleine  Korrektion  für  \  : 

8X  =  —  32, 08  A,  -4-  18,60  A 2 -T-  3-2, 08  A3  —  37,2oAi-i-  iBjGoAj. 

Diese  Werte  der  A,  und  a  +  oX  setzen  wir  in  (54)  ein  ;  das  Ergeb- 
nis wird  in  den  einzelnen  Gleichungen  nicht  Null  sein,  aber  doch 
eine  kleine  Zahl.  Die  Korrektionen  der  A,,  die  dadurch  nötig 
werden,  berechne  man  wieder  unter  alleiniger  Berücksichtigung 
der  Diagonalglieder;  eine  oder  zwei  sukzessive  Korrektionen  ge- 
nügen meist,  um  die  vierte  Stelle  bis  auf  wenige  Einheiten  fest- 
zustellen. 

Hat  man  eine  erste  Approximation  schon  berechnet,  unter  Be- 
rücksichtigung einer  kleineren  Anzahl  Glieder  der  Entwickelung, 
so  wird  man  sie  bei  der  Berechnung  der  erweiterten  Formel  vorteil- 
haft benutzen  können.  Im  vorliegenden  Falle  ist  es  z.  B.  zweck- 
mässig, zuerst  das  System 

(  (13,95  —  X)Ao — 32,o8Ai  =  o 
(55) 

(  — 16  04  AiH- (41 1,8  —  X)Ai  =  o 
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ZU  lösen,  welches  dem  Ansatz 

W  =  Aoi^ll'l-t-  Xi(ltil>3—  Vi  U3) 

entspricht;  diese  Werte  trägt  man  in  das  vollständigere  System 
(54)1  und  berechnet  nun  die  Korrektionen  oA«,  oA)  undAo.-.As 
in  der  angegebenen  Weise  ('). 

Die  Korrektion,  die  A  erfährt,  ist  stets  negativ,  weil  A  das  Mini- 
mum des  oben  besprochenen  Integrals  ist,  welches  bei  der  Anwen- 
dung von  mehr  Konstanten  notwendig  abnehmen  ihuss. 

Nimmt  man  A,=  i,A  =  41158  und  berechnet  ebenso  die  Kor- 
rektionen, so  erhält  man  den  nächsten  Oberton,  der  dieselbe  Sym- 
metrie besitzt.  Wieder  ist  die  Korrektion  von  A  negativ;  dies  tritt 
jedoch  erst  ein  für  das  System  (54);  nicht  schon  für  die  erste  Ap- 
proximation (55).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  das  neue  /.  einem 
Minimumvvert  des  Integrals  nur  entspricht,  wenn  die  Bedingung 


// 


Wo  w  dx  dy  =  0         (  w^o  =  Grundton  ) 


hinzugefügt  wird,  welcher  durch  den  Ansatz  (55)  nur  roh  genügt 
wird,  während  (54)  sie  innerhalb  der  Genauigkeit  der  Rechnung 
erfüllt.  In  dieser  Bedingung  liegt  auch,  wenn  mehrere  Ober- 
schwingungen mittels  (54)  berechnet  worden  sind,  eine  einfache 
Kontrolle  der  Rechnung.  Denn  ist  <r  ^Aq  Wi  t'i -h  •••  die  eine  der- 
selben, (\''^  A^  ?/,  f  +  . . .  irgend  eine  andere,  so  ist 

/    /  ww'  dx  dy  =  Ao  AJj  -t-  2A1 A,  -i-  A.2  A^  -H  2A3  A3  -h  2  A4  A4  -H  A5A5, 

und  dieser  Ausdruck  muss  einen  Betrag  haben,  der  zu  vernachläs- 
sigen ist. 

Der  Umstand,  dass  die  Diagonalglieder  grösser  sind  und  rascher 
wachsen  als  die  übrigen,  gilt  auch  für  höhere  Approximationen, 
und  folgt  daraus,  dass  die  to,„„,   rt.„in{m^  n),   die  in  die  andern 

(')   Die  erste  Annäherung  gibt,  wenn  A^,  =  1  ist: 

A,  =  0,  o4o3;    A2=— o.  oo53;    A3=— o,oo36;    A,  = -4- 0,0019;    Aj  =  — 0,0022. 

Exakt  ist : 

A,=  0,0894;  A2=  —  o,  0040;  A3=  —  o,oo34;  A4  =  4- 0,001 1 ;  A^  =  — 0,0019; 
und  A  =  12,43  statt  18,95. 


XVII.    —    THEORIE   DER   TRANSVERSALSCHWINGUNGEN.  2f)5 

Glieder  eingehen,  nach  (48),  (49)  und  (5o)  wesentlich  langsamer 
wachsen  als  die  tü„,„j  und  a„„,  A*,^  und  A",^  der  Diagonalglieder.  Für 
höhere  Obertöne,  die  komplizierten  Funktionen  entsprechen,  ist 
natürlich  die  Entwickelung  weniger  rasch  konvergent;  imineihin 
bleibt  auch  hier  der  Fehler,  der  bei  Beschränkung  auf  das  Haupt- 
glied u„i  Vn  ±  ('//j  Ui,  entsteht,  von  der  Ordnung  y^,  und  dies  bedingt, 
wegen  des  raschen  Oszillierens  der  w,  v  für  grössere  m,  für  die 
Klangfiguren  nur  Fehler  von  etwa  i  Pioz. ;  für  die  A  von  5-i  o  Proz. 

Die  Aggregate  ^/o^^'o!  '^o'^i  —  "i  ^'o?  fbe  linearen  Funktionen  von 
57  und  ^  entsprechen,  ergeben  Ä  =  o;  dies  ist  selbstverständlich, 
da  die  Platte  eben  bleibt.  Aus  dem  Ausdruck  von  J  verschwinden 
sie  und  kiinnen  daher  bei  allen  Rechnungen  weggelassen  werden. 
Bei  E ntwickelungen  nach  den  Eigenfunktionen  w^  der  Platte 
aber  müssen  sie  beibehalten  werden,  ebenso  wie  Uq  und  ii^  für 
den  Siab. 

Im  folgenden  sind  die  höheren  Approximationen  für  diejenigen 
Töne  angegeben,  die  in  erster  Annäherung  den  Formeln 


entsprechen,  mit  in  <i  \  ^  /*  <  4  5  es  sind  die  Glieder  bis  zu 
ni  =  n  ■=■  5  beibehalten,  womit  die  dritte  Stelle  bis  auf  i-i>.  Einh. 
sichergestellt  ist.  Dies  bedingt  für  die  Klangfiguren  eine  noch  ge- 
ringere Unsicherheit,  die  ganz  innerhalb  der  ßeobachtungsfehler 
liegt. 

Dem  Aggregat  u„iV„-^  ^'mUn  entspricht  stets  ein  etwas  grösseres 
Ä,  also  ein  höherer  Ton,  als  dem  Aggregat  u^^'n — ^"mUni  wenn 
m  und  n  beide  gerade  oder  ungerade  sind.  In  dem  andern  Falle 
liegt  ein  Doppelton  vor,  und  es  sind  die  Schwingungen  w  =^  Hm^n-, 
w=  v,nUn  auch  einzeln  mc'iglich,  ferner  jede  lineare  Verbindung 
der  Form  A  Um  i'u  t-  ß  ^'m  Hn  • 

ZiurJierechnun^  dev  Älangßguren,  d.  h.  der  Linien,  in  welchen 
w  verschwindet,  wird  man  zweckmässig  die  beobachteten  \\  erte 
als  erste  Approximation  benutzen  (').    Bei  der  Berechnung  der 

(')  Tabellen  für  m„,  m,  gibt  Lord  Hayleigh,  Sound,  §  178;  für  vier  Stellen  sind 
die  zweiten  DilTerenzeri  bei  der  Interpolation  zu  berücksichtigen.  Zur  direkten 
Berechnung  auch  der  «„  £/^,  ...  benutzt  man  mit  \'orleil  die  Tafeln  der  Funk- 
tionen cos  und  sin  (Kreis-  und  IJyperbelfunklionen)  von  Dr.  Carl  Burrau,  Berlin, 
1907. 
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Korrektionen,  die  stets  sehr  klein  sind,  f;enügt  die  Berücksichti- 
gung des  Hauptgliedes  der  Formel.  Von  in  und  ^  ^  4  an  bis  m 
und  n  ^= 'j  sind  die  Klangfiguren  auf  Grund  der  vereinfachten  For- 
mel u„iV„±  Un^m  berechnet,  da  hier  genaue  Beobachtungen  nicht 
vorliegen  und  auch  schwer  möglich  sind. 

Die  Tonhöhen. 

Aus  einem  bekannten  A  ergün  sich  nach  ('4)  die  Anzahl  Schwin- 
gungen pro  Sekunde 


(56)  ^   ■    /        '^' 


/{T.y  -jpi 


1  — 11^ ) 


Genaue  Beobachtungen  über  die  absoluten  Tonhöhen  unter  ge- 
nauer Angabe  der  Elastizitätskonstanten,  des  Verhältnisses  2  h  der 
Dicke  zur  halben  Seite  der  Platte  und  der  Dichte  0  des  betreffenden 
Materials  sind  mir  nicht  bekannt.  Die  relativen  Tonhöhen  der 
verschiedenen  Oberiöne  gegen  den  Grundton,  wenn  für  diesen  der 
Ton  G  gesetzt  wird,  hat  Chladni  ( ' )  angegeben.  Es  ist  die  gleich- 
massig  temperierte  Skala  vorausgesetzt;  ein  -\-  bedeutet,  dass  der 
wahrgenommene  Ton  etwas  höher  war,  ein  —  dass  er  tiefer  war. 
Leider  ist  von  Chladni  nicht  angegel)en,  ob  er  Metall  oder  Glas 
benutzt  habe,  wodurch  der  Werl  von  [jl  erheblich  unsicher  wird; 
vielleicht  hat  er  Platten  aus  beiderlei  Material  in  einzelnen  Fällen 
gebraucht,  im  allgemeinen  jedoch  zeigt  die  Übereinstimmung  mit 
unserer  für  Glas  ausgeführten  Rechnung,  dass  er  Glasplatten  be- 
nutzt hat.  Durch  den  Übergang  zu  Metall  wird  die  Tonhöhe  leicht 
um  eine  Sekunde  verändert,  wie  dies  beim  Kreis  schon  die  Berech- 
nungen von  Kirchhoff  gezeigt  haben. 

Die  Tonhöhen,  die  auf  Grund  exakterer  Formeln  (unter  Be- 
rücksichtigunghöherer Approximationen )  berechnet  sind,  stimmen 
genau  mit  Chladnis  Angaben  überein.  Es  sind  dies  die  Haupt- 
schvvingungen,  in  der  Tabelle  mit  *  bezeichnet.  Die  übrigen,  nach 
dem  einfachen  Ansatz  (r  =  M,„f,/ ±  <'w"«  berechneten,  sind  teil- 
weise um  \  Ton  zu  hoch.  Dies  wird  uns  nicht  wundern,  da  ja  die 
entsprechenden).,  wie  oben  bemerkt,  stets  zu  gross  sind,  und  zwar 

('}  E.-i'\-F.  Chladni,  Akustik,  Leipzi;,',  1802,  p.    i38. 
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sind  sie  hei  den  Ilauptschvvinj^ungen,  wie  sich  gezeigt  hat,  meist 
um  5-1  o  Proz.  zu  gross,  was  einem  viertel  his  einem  halhen  Tone 
entspricht.  So  ist  Ä  aus  dem  Ansatz //,  r,  gleich  i3,-4;  bei  genauer 
Berechnung  dagegen  12, 43  (vgl.  oben).  Würde  man  die  höheren), 
auf  den  Grundton  beziehen,  wie  er  in  erster  Approximation  gegeben 
ist,  so  würden  die  Töne  um  |  Ton  zu  erniedrigen  sein,  und  die 
Übereinstimmung  wäre  so  gut  wie  sie  überhaupt,  bei  der  oben 
erwähnten  Unsicherheit^  erwartet  werden  kann. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Schwingungen  nach  ihren 
Tonhöhen  geordnet,  und  jedesmal  die  charakteristischen  Haupt- 
giieder  «,„('„  =t^mW«  angegeben,  nebst  den  zugehörigen  )..  Das 
Zeichen  ±  deutet  einen  Doppelton  an. 

Tabelle  der  Tonhöhen  (u  =  o.oij). 


HAUPTGLIEDEH 

X 

DER. 

BEOB. 

HAUPTOLIEDER 

/. 

BER. 

BEOB. 

M,V, 

.2.43 

G* 

G 

"i^i—  "4*^3 

3:i4o 

g.-^ 

ßh 

{/„  i\  —  t',|  //,, 

06.40 

cl* 

(l 

U,^  (.\  zir  U.^  f - 

3927 

a..-\- 

§'"3  + 

M„  V..  -h  f,,  U., 

35.73 

e* 

e 

"s  ^'', 

5480 

ais.  -1- 

a/sj 

u^v,z!=  i/,,i>j 

80,8 

h* 

h 

«0  I'g  —  «6  ^0 

ä.ioo 

C;  — 

-C) 

Uf,  V^±l  ü  .  l'^ 

237,. 

gis*  + 

gi-h  -^ 

?/3  f  i  —  Mj  f , 

5570 

Cj  — 

ais, — 

W,  f, 

266,0 

als*  — 

ais,*  — 

"o«^6+«6fo 

564o 

C4  — 

-b) 

W,  V,  —  «jT, 

3i6,i 

h* 

/', 

U,V^±V,U^ 

6o36 

C,,-f- 

C',— 

W,t',-+-  </,  t^, 

378 

cis^* 

eis. 

"3^.',"*"     M:;l', 

63o3 

c«. 

C'  — 

lU  V,  ±  M,  V, 

:iß 

fis,*-^ 

ß^-. 

W.V,—  MgV, 

7810 

d,-^ 

eis,  + 

«0  ^'i  —  ^0  "4 

886 

gih 

gi^2 

M^t^e+MgPj 

7840 

dis^  — 

rf.- 

"0  V^  +  i\,  U^ 

941 

gis,-h 

gis„-h 

"5^'4—   «il'5 

9o3o 

e. 

dis, 

U^i>,,±  u,v^ 

1 1 3 1 

ais.. 

ais.,  — 

«6''3±«3t'6 

io38o 

/. 

r'. 

"3  ^7. 

1 554 

C3  + 

c. 

M.  f  ^ 

13670 

gA-+- 

/'■«/,  + 

U^  V^  —  M,  f  2 

1702 

d,- 

eis, 

u^v,—  uy^ 

i384o 

g^^ 

§-4  + 

U..  i\  -f-  M^  V^ 

3020 

disj 

d. 

u^v,-^u,v^ 

l5l20 

gis,  -+- 

5^4  + 

"o^^±  t^O^ä 

25oo 

A- 

/.- 

"e^:,—  "0^6 

2o4oO 

/«4 

ais,  — 

U.^  (',, —  V^U-_ 

27t3 

ßs. 

/«3  — 

"f>  ^f. 

287 '40 

d 

-f  =  ) 

«,  V, -f-  f,  M^ 

2943 

/"3  + 

ß^.  (  '    ) 

Dabei  ist,   um  daran  zu  erinnern,   u,u=  u„i(x),  r,^  =  ihi{y)  g^" 
setzt. 


[' )   \'oii  Cliladni  von  dem  vorigen  Ton  nicht  getrennt. 
(-)  Von  Chladni  nicht  beobachtet. 
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Die  Übereinstimmung  der  mit  *  bezeichneten  Schwingungen 
mit  Chladnis  Beobachtung  ist  eine  vollkommene,  während  nach 
Kirchhoffs  Rechnungen  für  den  Kreis  Abweichungen  sich  zeigen, 
die  für  u  =  {  (Poisson)  kleiner  sind  als  für  !jli=  {  (Wertheim). 
Dies  zeigt,  dass  Chladni  auch  hier  mit  Glasscheiben  operiert  hat, 
und  dass  für  Glas  u  jedenfalls  kleiner  als  j  ist,  und  von  dem  hier 
benutzten  Wert  o,225  nur  wenig  abweicht. 

Benutzt  man  für  eine  Schwingung  den  angenäherten  Ausdruck 
(v„^n=  u,n{x)un{y)  ±  iin{-Tc)  Um{y)j  SO  berechne t  sich ,  wie  schon 
hervorgehoben,  das  zugehörige  angenäherte  A  aus  der  Formel 


x  =  i, 


WO  3„ui  das  für  <v  =  (r,„«  gebildete  Integral  (7)  ist,  während 

Setzt  man  hierin  die  für  u,n  (p.  281)  gegebenen  Ausdrücke  ein,  so 
wird 

(57)  /  =  A-;„ -t-  ^;, -h  iJ.(>.w„u„Lo„„±  w;„„  d=  toj,,,^) 

-r-  2(1—  ii)(a,„„,a.„,n±  =««(/,)         m  ^  n, 

(58)  X  =  aA-i,—  2ia.w;„„j-^  2(1  —  ii.)a;-„„,  für         m  =  n. 

Bei  m  =  n  kommt  das  untere  ^'orzeichen  natürlich  nicht  in  Be- 
tracht ;  bei  den  Doppeltctnen  ^  erschwinden  in  A  die  Glieder  mit 
den  doppelten  Vorzeichen,  so  dass  beide  Vorzeichen  dasselbe  A 
ergeben. 

Nach  den  Gleichungen  (48)  bis  (5o«)  sind  die  iiimnn  '•'■mm  zwei- 
ten Grades  in  den  A, ;  die  'x„in  und  oim/i  für  my^  11  dagegen  ersten 
Grades.  Zur  Aufstellung  einer  angenäherten  Formel  für  '/.  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Glieder  vierten  und  dritten  Grades  ; 
dann  können  wir  die  dz  Glieder  in  A  gegen  die  übrigen  vernach- 
lässigen (wodurch  je  zwei  benachbarte  Töne  in  einem  vereinigt 
werden).  Für  die  co,„„,,  a,„,„  benutzen  wir  die  Ausdrücke  {^g), 
(5o),  (ooa),  dann  ergibt  sich  angenähert 

( 59 )  A  =  ( kl,  -^  A 2  j ä  _i_  2  jj,  A-2^  kl  +  ( 6  _  8  ,a )  k,n  kn  ( k,,,  -+-  kn  ), 
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wol)ei 

,  TT    /  I 

2    \  '2 

ist;  für  m  ■=  o  und  m  =:  i  ist  dagegen  ko^=  A(  =  o  zu  setzen. 

Ist  u  =  o,  so  schwingt  die  Fläche  angenähert  wie  ein  Stab,  und 
es  stimmen,  wie  bei  einem  solchen,  die  Tonhöhen  mit  den  Qua- 
draten der  ungeraden  Zahlen  angenähert  überein,  wie  schon  Chladni 
bemerkte.  Für  n=i  ergibt  sich  dasselbe  Resultat;  nach  der 
Formel  (37)  sind  die  entsprechenden  Tcine  aber  in  Wirklichkeit 
etwas  verschieden,  die  Abweichung  ist  bei  den  Grundtönen  relativ 
am  bedeutendsten.  Sind  endlich  m  und  n  genügend  gross,  so  er- 
gibt sich  das  asymplotische  Gesetz  der  a 

(60)  X  =  [m'*^  n'-  -4-  -2(1  —  [jL)/n2/i2j  /  H 

Die  Schwingungszahlen  sind  der  Wurzel  aus  X  proportional. 


Die  systematischen  Fehler  bei  der  Beobachtung  Chladnischer 

Klangfiguren. 

Für  eine  Anzahl  von  Klangfiguren  hat  Strehlke  (')  sehr  genaue 
Messungen  an  verschiedenen  sorgfältig  gearbeiteten  quadratischen 
und  kreisförmigen  Platten  aus  Spiegelglas  angestellt.  Insbesondere 
hat  er  drei  quadratische  Platten  benutzt,  deren  Dicke  etwa  -^,  7^ 
und  -^  der  Seite  war.  Die  Beobachtungen  stimmen  für  die  drei 
Platten  innerhalb  0,001  der  Seilenlänge,  manchmal  noch  genauer. 
Diese  Genauigkeit  erweist  sich  jedoch  für  den  Vergleich  mit  der 
Theorie  als  illusorisch  und  ist  durch  den  Umstand  ermöglicht,  dass 
Strehlke  die  Unterstützung  und  die  Erregung  durch  den  Violin- 
bogen für  eine  bestimmte  Klangfigur  bei  allen  Versuchen  genau 
an  dieselben  Stellen  verlegte.  Welcher  Art  nun  bei  diesen  Ver- 
suchen die  wichtigste  systematische  Fehlerquelle  ist,  ergibt  die 
Diskussion  der  Messungsergebnisse  in  folgender  W  eise  : 

In  einer  Klangfigur  (vgl.  unten  Fig.  21),  in  welcher,  der  Sym- 
metrie nach,  die  beiden  Diagonalen  Knotenlinien  sein  sollten,  fin- 

(')  F.  Strehlke,  Repertorium  der  Physik,  von  H.  W.  Dove,  t.  III,  p.  112  ff. 
Berlin,  iSSg;  vgl.  auch  Pogg.  Ann.,  t.  XCV,  i855,  p.  677;  t.  CXLVI,  1872,  p.  819. 
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det  Strelilke  an  deren  Stelle  zwei  hjperbelartige  Kurven,  deren 
Scheitel  im  Abstand  von  o,o3-j  (die  Quadratseite  als  Einheit  ge- 
setzt) lagen.  Auch  Ghladni  gibt  an,  dass  er  dies  Verhalten  unter 
Umständen  beobachtet  habe.  Theoretisch  ist  dies  ausgeschlossen; 
denn  durch  eine  Drehung  um  qo"  entsteht  bei  solcher  Dissymme- 
trie  eine  neue  Figur,  die  derselben  Toniiühe  entsprechen  muss  ; 
es  läge  also  ein  Doppelton  vor  und  eine  unendliche  Anzahl  von 
Figuren  müsste  möglich  sein  ;  dies  widerspricht  der  Erfahrung, 
die  zweite  Figur  muss  also  mit  der  ersten  identisch  sein,  die  Dia- 
gonalen sind  Rnotenlinien.  Wie  kommt  diese  Abweichung  zu- 
stande? 

Es  ist  klar,  dass  zur  Überwindung  der  Reibung  die  Schwin- 
gungsamplitude ein  gewisses,  von  der  BeschafTenheit  der  Oberfläche 
und  des  Sandes  abhängiges  Minimum  ±t  überschreiten  muss; 
unterhalb  desselben  bleibt  der  Sand  unbeweglich.  Wo  sich  die 
zwei  Durchmesser  schneiden,  ist  aber  ausser  w  =  o  auch 

div  div 

öx  ^    '         (^y  ^ 

Bezogen  auf  die  Durchmesser  als  Achsen  ist  der  Ausdruck  für  die 
Amplitude  w{x^y)  in  erster  Annäherung 

w  =  X.xy        (A  =  const.), 

und  der  Sand  bleibt  in  indifferentem  Gleichgewicht  innerhalb 
eines  Gebietes,  welches  von  den  zwei  Hyperbeln 

±£=  S.xy 

begrenzt  wird.  Ob  der  Sand  sich  hier  gleichmässig  verteilt  oder 
gegen  die  einen  oder  andern  Bänder  des  Gebietes  gedrängt  wird 
(beide  Fälle  sind  beobachtet),  hängt  von  der  Stelle  ab,  wo  der 
Bogen  angelegt  wird,  von  welcher  aus,  neben  dem  betrachteten 
Ton,  auch  Nebenlöne  von  verschiedener,  zum  Teil  beträchtlicher 
Höhe  sich  als  W  eilen  ausbreiten  und  eine  Bewegung  des  Sandes 
bewirken  können.  Theoretisch  ist  der  Vorgang  nicht  zu  übersehen 
wegen  der  Reflexionen  an  den  Seiten  des  Quadrates.  Bei  dem  be- 
sprochenen Versuch  von  Strehlke  ist  der  Sand  an  die  Ränder  des 
Gebietes  getrieben  worden,  womit  die  beträchtliche  Abweichung 
von  der  Theorie  sich  erklärt.    Allein  dieselbe  Ursache  ist  auch  in 
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der  ganzen  Ausdehnung  der  Klangfiguren  Avirksam,  wenn  aucli 
hier  der  Anstieg  von  der  Amplitude  Null  zu  ±  t  rascher  erfolgt, 
der  mögliche  Fehler  also  kleiner  wird.  Aber  mehrere  Tausendstel 
der  Seitenlänge  beträgt  er  unter  allen  Umständen,  so  dass  die 
Übereinstimmung  der  Versuche  Strehlkes  auf  weniger  als  j^^ 
der  Seite  untereinander,  und  ihre  Abweichung  um  mehrere  Tau- 
sendstel, ja  um  beinahe  -^  (in  einzelnen  Fällen)  von  der  Theorie 
nichts  besagt. 

Hierher  gehört  auch  die  von  Strehlke  und  schon  von  Chladni 
gemachte  Beobachtung,  dass  bei  einer  Kreisscheibe,  wenn  drei 
oder  mehr  konzentrische  Kreise  die  Klangfigur  bilden,  der  innerste 
Kreis  entweder  diffus  bleibt,  oder  eine  Ellipse  bildet,  während  die 
andern  Kreise  keine  messbare  Abweichung  von  der  Symmetrie 
zeigen.  Strehlke  (')  erblickt  den  Grund  in  einer  ungenügenden 
Homogenität  der  Platte  ;  doch  ist  kaum  begreiflich,  warum  diese 
Ursache  stets  nur  den  innersten  Kreis  beeinffussen  sollte,  und 
warum  die  Kreise  manchmal  einfach  diffus  bleiben.  Dies  folgt 
aber  ohne  weiteres  aus  dem  Umstand,  dass  die  Amplitude  bei  drei 
Kreisen  gering  ist  und  vom  Rand  gegen  die  Mitte  zu  im  Mittel 
abnimmt ;  daraus  folgt  um  den  innersten  Kreis  eine  besonders 
grosse  Zone  indiderenlen  Gleichgewichtes  für  den  Sand.  Wird 
nun  die  Amphtude  sehr  erhöht,  etwa  indem  man  zum  Bestreichen 
der  Platte  mit  dem  Bogen  ein  in  die  Mitte  eingebohrtes  kreis- 
förmiges Loch  benutzt  (Strehlke),  so  werden  die  Sandkörner  zum 
Teil  an  den  Rand  des  Rereiches  getrieben,  es  entsteht  eine  ellip- 
tische Figur,  deren  Achsenrichtungen  von  der  Streichrichtung 
abhängen.  Bei  Strehlke  war  die  eine  Achse  um  o,oo3  zu  gross, 
die  andere  um  o,oo3  zu  klein  (Durchmesser  der  Platte  =  i);  eine 
Grössenordnung,  wie  sie  a  priori  zu  erwarten  war. 

Den  Werl  von  u.  für  seine  Platten  hat  Strehlke  nicht  angegeben, 
wodurch  der  Vergleich  mit  der  Theorie  ebenfalls  etwas  (wenn 
auch  nur  wenig)  unsicher  wird.  Für  Glas  haben  verschiedene 
Beobachter  Werte  zwischen  0,210  (Voigt)  und  0,257  (Caulon) 

Den  Einfluss  der  Streichrichtung  auf  die  Knotenlinien  hat  auch 
Zeissig  (-)  direkt  beobachtet. 


(1)  F.  Strehlke,  Pog'g'.  Ann.,  i.  \CV.  i855,  p.  694. 

(^)  J.  Zkissig,  Inaug.-Diss.;   Wied.  Ann.,  t.  LXIV,  1898,  p.  36o. 
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erlialten;  ich  habe  das  Büttel  u.  =  0,226  gewälilt,  welches  jeden- 
falls nur  um  -^  fehlerhaft  sein  wird;  auf  die  Knotenlinien  ist  dies 
ohne  merklichen  Eintluss:  Lei  den  Haupll/inen,  die  in  höherer 
Approximation  berechnet  werden,  ist  die  Korrektion  für 

;jL  =  o,  22  5  -i-  0  a 

gegeben;  genaue  Beobachtung  der  Verhältnisse  der  Schwingungs- 
zahlen können  in  der  Tat  dazu  dienen,  ijl  zu  bestimmen. 

Der  Einfluss  der  endlichen  Dicke  h  der  Platte  dürfte  wohl 
erst  in  den  Gliedern  zweiler  Ordnung  in  Betracht  kommen.  Da 
Dicke/Seite  der  Platte  bei  Strehlke  ^=7^  bis  -~^  war,  gibt  dies  Feh- 
ler von  der  Ordnung  o,  0002  bis  o,  0006  (Seite  =  i),  die  nicht  in 
Betracht  kommen. 

Durch  die  Art  der  Unterstützung,  vor  allem  aber  durch  das  Be- 
streichen des  Plattenrandes  mit  dem  Bogen,  wird,  wie  Lord  Ray- 
leigh  ( loc.  cit.)  hervorhebt,  die  Bewegung  zu  einer  nicht  ganz 
freien,  was  sowohl  auf  die  Lage  der  Knotenlinien  wie  auch  auf  die 
Tonhöhe  von  Eintluss  sein  kann.  Endlich  sind  diese  Bewegungen 
stark  gedämpft,  vor  allem  durch  die  Fortleitung  des  Schalles  durch 
die  Luft,  zum  Teil  auch  durch  innere  Reibung  :  auch  hierin  liegt 
eine  Abweichung  vom  theoretischen  Ansatz,  die  aber  wohl  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  wirkt  wie  der  Einfluss  des  angelegten  Bogens, 
so  dass  sich  beide  Fehlerquellen  zum  Teil  kompensieren  dürften. 

Die  Klangflguren  quadratisclier  Platten  mit  freien  Rändern. 

Im  folgenden  sind  die  Formeln  für  die  Eigenschwingungen,  die 
sich  auf  Grund  der  mitgeteilten  Methode  ergeben,  zusammen- 
gestellt und  mit  den  Beobachtungen  von  Strehlke  verglichen  (* ). 
Bei  den  höheren  Eigenschwingungen,  wo  keine  genauen  Messungen 
vorliegen,  sind  die  angenäherten  Formeln  (I)  p.  26^  zugrunde 
gelegt;  der  Fehler  (\-i  Proz.)  ist  bei  dem  Maasstab  der  Figuren 
bedeutungslos,  und  bei  den  mannigfaciien  Schwierigkeiten  und 
Fehlerquellen  der  experimentellen  Herstellung  der  Figuren  dürften 


(')  Die  Ausdrücke  für  w  sind  auf  drei  Stellen  genau,  doch  wird  die  vierte 
Stelle  geführt,  um  eine  Anhäufung  von  Fehlern  zu  vermeiden,  die  die  dritte  Stelle 
stark  beeinflussen  könnten. 
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die  hier  gegebenen  die  Wahl  der  Unterstützungspunkte  und  somit 
die  experimentelle  Darstellung  wesentlich  erleichtern. 

Die  im  folgenden  mitgeteilten  46  Klangfiguren  erschöpfen  un- 
gefähr das,  was  ohne  allzugrosse  Schwierigkeit  experimentell  er- 
reicht werden  kann;  sie  sind  von  Chladni  in  seiner  Akustik  zum 
grössten  Teil  gegeben  worden,  jedoch  sind  die  Zeichnungen  meist 
nur  ziemlich  roh,  wie  schon  der  Vergleich  mit  Strehlke  zeigt,  und 
es  sind  Töne  als  doppelt  und  ineinander  transformierbar  bezeich- 
net, die  es  nur  durch  die  Methode  der  Herstellung  geworden  sind; 
dementsprechend  sind  diese  Figuren  stark  verzerrt. 

Für  die  Doppeltöne  wären  an  und  für  sich  unendlich  viele  Figu- 
ren uKiglich.  Den  Ausdrücken  u„,{x)uniy)±  Un{x)u,n{y)  ent- 
sprechen hier  zwei  Figuren,  die  auseinander  durch  Drehung  um 
90"  entstehen;  den  einzelnen  Schwingungen  w,„(x)a«(jK)  Linien, 
die  angenähert  parallel  zu  den  Seiten  verlaufen,  und  deren  Lage 
den  Wurzeln  von  «,„(.r)  =  o  bzw.  u„{y)  =  o  entspricht;  sie  schnei- 
den also  jede  Parallele  zur  .x-- Achse  (bzw.  zur  v-Achse)  in  Punkten, 
die  genau  so  liegen  wie  die  n  (bzw.  m)  Knotenpunkte  der  n'"" 
(bzw.  m'-^")  Schwingung  eines  Stabes  von  gleicher  Länge  mit  freien 
Enden.    Für  jeden  Doppellon  wird  eine  Figur,  die 

entspricht,  und  eine  solche,  die  u,n{x)  Un{y)  =  o  entspricht,  ge- 
geben. Wie  man  die  Schar  der  unsymmetrischen,  der  allgemeinen 
Formel 

entsprechenden  Figuren  ihrem  ungefähren  ^'erlauf  nach  daraus 
herstellen  kann,  ist  oft  für  den  Fall  von  Membranen  usw.  beschrie, 
ben  worden  ;  da  für  jeden  Ton  diese  Figuren  sämtlich  durch  gewisse 
feste  Punkte,  die  Pole  der  Figur  gehen  müssen,  wird  ilire  Kon- 
struktion dadurch  auch  erleichtert.  Diese  Pole  sind  [in  erster 
Annäherung)  die  Nullstellen  der  Gleichungssysteme  w,„(a:)  =  o, 
ujy)  =  o  und  ujx)  =  o,  ««(/)  =  o.  Ihre  Lagen  sind  also  auch 
mit  denen  der  Knotenpunkte  freier  Stäbe  identisch. 

Die  Figuren  sind  zunächst  nach  den  Symmetrien  der  Schwingung 
geordnet:  innerhalb  jeder  Abteilung  nach  der  Tonhöhe.  Es  sind 
angegeben  die  Formel  für  i\\  der  Wert  von  A  für  ;j.  =  o,  223  (Glas) 
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und  die  Korrektion  dieses  Wertes  für  tj.  =:  o,  226  +  op.  (woop. 
klein  ist);  letztere  allerdings  nur  bei  den  genau  berechneten  A, 
wo  sie  allein  einen  Sinn  hat. 

Aus  dem  schon  besproclienen  Slurm-Liouvilleschen  Satz,  dass 
ein  Ausdruck  der  Form  A  //„,(x)  4-  Bun(x),  wo  rn^n  ist,  höchstens 
m  und  mindestens  n  Wurzeln  hat^  folgt,  dass  eine  Parallele  zu 
einer  Seite  des  Quadrats  die  durch 

u,nix)un{y)±  u„,(y)Un(x)  =  0 

gegebene  Figur  in  höchstens  m  und  mindestens  n  Punkten 
schneidet.  Die  Korrektionen,  die  die  höhere  Approiiimation  ein- 
führt, sind  zu  klein,  um  hieran  etwas  zu  ändern. 

Ist  (Vorzeichen  -(- )  die  Diagonale  j:=y  keine  Knotenlinie,  so 
wird  sie  von  Knotenlinien  (und  zwar  senkrecht)  geschnitten  in 
den  Punkten,  deren  Koordinaten  a?  =:y  die  Wurzeln  von  u,n{x)^o 
und  u,t(x)  =  o  sind,  also  in«  -+-  m  Punkten,  deren  Abszissen  und 
Ordinalen  wieder  den  Knotenpunkten  schwingender  Stäbe  ent- 
sprechen. Auf  scheinbare  Ausnahmen,  die  durch  nahe  Koinzidenz 
zweier  Wurzeln  entstehen,  wird  unten  hingewiesen. 

Ist  das  Vorzeiclien  —  genommen,  so  gehört  stels  die  Diagonale 
a;  ^  y  zur  Klangfigur.  Sind  dann  n  und  m  beide  gerade  oder  un- 
gerade, so  gilt  gleiches  von  der  zweiten  Diagonale.  Wenn  nicht, 
so  liegt  ein  Doppelton  vor,  der  sich  somit  durch  seine  geringere 
Symmetrie  kennzeichnet. 

Sind  m  und  n  ungerade,  so  geiiören  die  beiden  Koordinaten- 
achsen (Seitenhalbierenden)  zur  Figur.  Diese  Salze  liessen  sich 
leicht  vermehren  ;  sie  gestatten  es,  zu  einer  gegebenen  Klang- 
figur die  zugehörigen  Indizes  m,  n  zu  finden. 

Es  ist  im  folgenden  wieder  abkürzend  Um^  Um{x),  i^„=  ^'n{y) 
gesetzt,  wo  die  Uu{x)  die  durch  (24),  (26)  p.  38i  gegebenen  Funk- 
tionen sind  ;  die  a:'-Achse  ist  nach  rechts  gelegt,  die y- Achse  nach 
oben,  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrats  parallel  den  Seiten. 
Längeneinheit  ist  die  halbe  Seitenlänge.  W^egen  der  Symme- 
trien hat  man  beim  Vergleich  mit  der  Erfahrung  nur  positive  x 
und  j'  zu  berücksichtigen. 
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A.  Lösungen^  die  in  x  und  y  ungerade  und  syianielrisch  sind. 

Fis;.  I. 
I.    Grundton.      J.  =  1-2,43 —  i8,ooij.. 

HP  =  Ui  Vi  -i-  o ,0394 (  Ui  ('3 -4-  t'i  «3 ) 

-     (),0040t<3f3 0,0034  (  Ui  t'ö^-  UiVi  ) 

+  0,00I  I  (  i/s^ä-i-   »äP'3  )  —  0,OOI9K5P.5. 


Fig. 


II. 


3t{ 


:—  0,075ifi4'i-f-  (UlV3^  U3V1  ) 

-t-  o ,  I  73  W3 1^3  -F-  o ,  04 5  ( ?<i  t'ö  ^-  t<ö  ^'i ) 

0,01")  (»3^5  4-  »öt's)   —  0,029«5l\;. 


Es  ist 

^  beob. 

.2;  beob. 

ber.  —  X  beol). 


o,53o         0,378       o,63o         0,690 
0,9375       0,8750     0,8125       0,7300 
— o,üü3     — 0,002       0,000     — o,oor 


\^ 

L.     _ 

0.75-2      0,819       0,893 
0,6875     o,6'25o     0,5625 
-0,0005     0,000       0,000 


Nach  der  Formel  w,  rj+WaC,  =  o  ergeben  sich  die  Koordinaten 
der  Punkte,  in  denen  diese  Kurven  die  Diagonalen  schneiden,  zu 
j:=:y  =  0^-06  (beob.  719);  die  der  Randpunkte  der  Kurven: 
J7  =  I,  r  =  o,  533  (beob.  0,487).  Da  die  Seite  gleich  2  ist,  würde 
die  angenäherte  Formel  für  die  Kurve  Fehler  von  0,8  bis  1, 1  Proz. 
der  Seite  geben,  was  im  Masstali  der  Zeichnung  schon  kaum  zu 
bemerken  wäre,  geschweige  die  nach  der  genauen  Formel  erhal- 
tenen Fehler. 


III.     X  =  1554. 

KV  —   Vt.,  009  ?<  1  t'  1  —  0,073  (  U  1  P3  -4-  C  1  «3  ) 

-+-  U3V3 —  o,f)57(ifi(.'ä-f-  «s^-'i) 

-i--  O  ,  12  I  (  »3  t'5  -1-  i<5  t'3  )  O  ,  007  U-,  f  5 

Messungen  fehlen. 
R. 


Fis. 
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I\  .        A  =  2945. 


(V  =3  »1  «'s  -r-  U:,i'i- 

Diese  Figur  fehlt  hei  Chladni. 


V.      A  =  63o]. 


W  =   «31^3+  «5''3- 


VI.      X  =  18674. 


(P  =  u^v^. 


Fij 


Fi«.  3. 


J^ 

^ r 

Fis.  (j. 


B.  Lösungen,  die  in  x  und  y  ungerade  und  antisyninie frisch  sind. 

Fis.  T. 

I .     X  =  i  1 6 ,  i  —  ijo  ca. 

tV   =  Ui  V3 ViU;.-l-  0,000i(  «1  fs  --  ('1  Mä) 

-r-  0,003j(M3('5 —  ''3  «3  )• 


Fig.  8. 


II.     X  =  27l3. 


W  =:   Ml  fs i'l  Ms 
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Fig.  .,. 


III.    Ä  =  )57o. 


(V  =   M^r.;  —  P3«5. 


\ 

>. 

r 

■71 

"> 

J 

\ 

^ 

^ 

r 

^ 

\ 

C.  Lösungen,  die  in  x  und y  gerade  und  symmetrisch  sind. 

Die  Klangfiguren  dieser  und  der  folgenden  Abteilung  erscheinen 
oesonders  leiolit  und  es  können  besonders  viele  Übertöne  zAir  ex- 
perimentellen Darstellung  gebracht  werden. 


I.     X  =  35,73  -H  20,8  o;j; 


Fig.  10. 


X  beub. 

(),OOü 

0, 100 

y  beob. 

0,840 

0,829 

^ber 

— y  beob. 

•+-0,003 

-i-o,oo3 

U0V2—  UäVo—  0,OA38M2r2 
-r-  O  ,  O I  3o  (  Mo  ^"i  -+-  t'o  ''4  ) 
-i-  0 ,  0026  (  «2  t'l  -(-  V-i  «4  ) 
-f-  0,00l6M4t'i. 


0,200         o,3oo         0,400         o,5oo 

(j,796         0,744         0,675         0,589 

-Ho,oo3     ^o,oo3     +0,003     -HO, 004 

Die  Abweichung  ist  offenbar  einem  der  besprochenen,  systema- 
tischen Versuchsfehler  zuzuschreiben.  Die  erste  Annäherung 
UoV.^-\-VoU.2  ergibt  für  die  Schnittpunkte  mit  den  Achsen  die 
Koordinaten  o,83o(  beob.  0,889);  mit  der  Diagonale  o,  552  ('beob. 
o,  546). 

Fig.  ir. 
II.     A  =  26(),o — 274  o,uL. 


W  =  0,Or22(  Mof2-H  t'o"2)  -+-  Uj  V2 

—  o,oi88(  «o^'i-t-  Vq  «4) 
-^  o,o88o(  Ui,V2-\-  ViU,) 

—  0,0044  "i^'j- 


X beob.  :         o, loo 

^- beob. :         o,533 

jK  bei-.— y  beob. ;     — o,oo3 


0,200  o,3oo 

0,534  o,538 

-o,oo3         — 0,004 


0,400 

0,54r35 

0,00  5 
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Für  den  z\veiten  Teil  jedes  der  Kurvenstücke  ist: 


^ beob. :         0,600 

arbeob.:         o,495 

:f  ber.  —  a- beob. :     ^o,oo5 


0,700  0,800  0,900 

o,ji7  0,624  0,528 

-o,oo5         — 0,004         — 0,006 


Die  berechnete  Kurve  ist  in  den  fast  geradlinigen  Teilen  weniger 
gekrümmt  als  die  beobachtete.  Aus  w  :=  «2^2  würden  sich  Paral- 
lele XU  den  Achsen  mit  .r  bzw.  r  ^  o,  55i  ergeben  haben.  Da  in 
den  F*unkten  der  Kurven,  wo  sie  sich  sehr  nahe  kommen,  die 
Amplitude  gering  bleibt,  der  Sand  also  in  indifferentem  Gleich- 
gewicht sich  befindet,  wenn  nicht  sehr  sorgfältig  operiert  wird,  so 
wird  meist  die  Figur  als  aus  vier  Geraden  bestehend  erscheinen, 
wie  auch  Ghladni  sie  angibt ;  an  den  Schnittpunkten  wird  sie  un- 
deutlich sein.  Der  Fehler  der  ersten  Annäherung  in  den  gerad- 
linigen Teilen  beträgt  i  Proz.  der  Plattenseite. 


III.    ). -94>- 


(V  =;   Mfl^'Ji 


Pü"-V 


Fig. 12. 


I\   .      A   =  9.020. 


W  =  U-2  ^'i  -i-  Vi  «i 


Fig.  i3. 


V.    Ä  =  j4So. 


W  =   i/it'i 


Fig.  14. 
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Fig.  i5. 


VI.    1  =  564o. 


(von  Chladni  nicht  beobachtet). 


VII.    X  =  784o. 


IV  =  u^Vs-h  v^u^. 


Fig.  i6. 


y 

^--^ 

\ 

) 

O 

^ 

,-^ 

/- 

Die  nahe  Koinzidenz  der  Wurzeln  a:^o,552  von  ^0=0  und 
.r==  0,544  von  Mc=o  bedingt  hier  und  in  Fig.  28  die  nahezu 
geraden  Linien,  und  die  scheinbaren  Ausnahmen  von  den  p.  3o4 
gegebenen  Sätzen. 


VIII.    ).  =  i5i2o. 


W  =   f/4  Pg  -f-  Vi,  Us^ 


Fig.  17. 


xr.  ).  =  _,.s-4o. 


-W  =   Ur  I'r 


(fehlt  bei  Chladni). 


Fig.  18. 


>• 
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D.  Lösuiigeti,  die  in  x  und  y  gerade  und  antisy mnietriscli  sind. 


I.    X  =  26,40. 


w  =  Uo  V2  —  V0U2 

—  0,0129(1*0  ('4—  t'o«4) 

0,00^  j(  W2'-'4  —   ^lUl,)- 


'■'ig-  19« 


II.    ).  =  886. 


W  —  U(,l>i—  Voll,,. 


Fig.  20. 


III.     A  —   1702. 


n>    =    U.y  Pi  Po  ?<4 


Die  Figur  stimmt  auf  weniger  als   i    Proz. 
mit  Strehlkes  Messungen. 


Fig  .2 


Fig.  22. 


IV'.     X  =  55oo. 


w  =  UoVfi—  VoUa 
(fehlt  bei  Chladni). 
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Fig.  23. 


V.    X  =  73io. 


w  =  li^l'r,  —  v'2  "6- 


VI.    A=  i384o. 


»•  =  Ui,Vü—  V^Us. 


Fig..',. 


E.   Doppeltöne. 


I.     A  —  80,8  —  73  OfJl. 

iv(x,  y)  —  viiV-2  —  o , 0682 «^3 i'o 

+  O  ,  0760  U3  1^2  -1-  0 ,  0260  lli  Vi, 
-+-  O  ,  0073  UöVo  —  O  ,  0027  «3  l\ 
0,01  liU-iVi-^-  <),0030J<5t';. 


Fis.  3.5. 


Fis.  26. 


Die  allgemeine  Formel  ergibt  sich  hieraus  (wie  hei  allen  Doppel- 
tönen) 

A  w(.r,  7)-i-  Bw{x,y). 

Die  erste  Figur  (26)  entspricht  B  =1  o  ;  die  zweite  (26)8^ — A. 

Pole:  x^j'=:o;  ±  :r  =  o,  522  ==  ziry  (beob.) ;  die  berech- 
neten Pole  liegen  auf  der  Diagonale  um  0,001  mehr  nach  aussen. 
(Vgl.  Fig.  20.) 
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Fig.  v-. 


237,1. 


'(t,  y)  =-h  0,0678 «iP.-l-UsVn 

—  o.oiDowst'o-;-  o,o35 > aic^ 

-I-  O  ,  0000  «5  t^Q  -H  O  ,  O  1  00  U3  ('i 

—  0,0007 ^'ö^>-^  o,oo\C)U:iV!,. 


Fig.  .8. 


Für  die  annähernd  parallel  den  Seilen  \  erlaufenden  Kurven  in 
Fis.  in  findet  sich 


X  ber. 


.r 

X beob. 
X  beob. 


X  beob. 
X  ber.  —  X  beob. 


0,100  0,200 

0,758  0,753 

0,0045     — o,oo55 

0,600  0,700 

0,722  0,717  0,716 

•o,ooo5     -i-o,ooo5     +o,ooo5 


0,300  0,400         o,5oo 

0,746  0,738         0,730 

^0,0045     — o,oo3  — o,ooo5 

0,800 


0,900 

0,717 
-0,0010 


Als  Pole  sind  heohachtet 


y  =i  o.        X  =  0,760, 
y  =  a-  =  o,7i6, 


ber.  0,761, 
ber.  0,722, 


nehst  den  symmetrischen,  in  den  andern  Quadranten  gelegenen 
Punkten.    (Vgl.  Fig.  27.) 

HI.  X  =  746. 

^'^i^-,  y)  =  — 0,0709^1(^2-4-0,0214  «3(^0 

-r-  U3  Vo 0,1  260  « j  l'i 

—  o,oo38  ii-^Vn-+-  o,  1234  «3 «^4 

0,0095  U-^V.2 —  0,0100  «5  P4. 

Strehlke  gibt  die  Pole  an,  die  jedoch  mit  die- 
ser Formel  nur  auf  i  Proz.  stimmen,  was  sich 
wohl  aus  dem  Umstand  erklärt,  dass  sie  in  einer 
Zone  nahezu  indifferenten  Gleichgewichtes 
liegen  (in  Fig.  29  dort,  wo  sich  die  Kurven- 
zweige einander  nähern). 


Flg.  29. 

J  L 
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Fig.  3..  Fig.  33. 

IV.  x=  ii;i. 


V.     Ä 


249: 


Fig. 33. 


Fig.  34. 


VI.     A  =  324. 


Fig.  3.3. 


Fig.  36. 


VII.    A  =  3(^1- 


Flg.  07 


Fig.  .38. 


VIII.  >  =9o3o. 


w  =  11,,  i\. 


Fig.  3,,. 


Fig.  40. 


rr 

Y^' 

Sj 

VA 

JA 

3i4 
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IX.    >.  =  (io:)C). 


iV  =  Ui  (.'6, 


Fig.  ',2. 


X.    X  =  io38o. 


KV   =    W;jC,;—    t'3"f>- 


\L    /  =  20400. 


«'    =^    ?<.il', 


I  0  »  1)  ) 
IP    =    ;<5l,; (•;;  U,; 


Fig.  43 


Fig 

45. 

j 

Fig 

'.4- 

L^^X 

^^y  / 

(0 

X( 

)X 

0) 

/  r-^ 

\^r 

Fig.  4C- 


Schlussbemerkungen . 

Es  braucht  wohl  kaum  betont  zu  werden,  dass  dieselben  Ansätze 
auch  für  Pieclitecke  gelten  ;  sind  «,  h  deren  hallie  .Seilen,  so  werden 
sich  Lösungen  der  Form 


""'(I)"«(f)-""(^j""'(^ 


ergeben  und  dasVertahren  bleibt  im  übrigen  ungeändert. 

Ist  eine  Seite  des  Piechtecks  eingespannt,  die  übrigen  frei,  so 
wird  man  dementsprechend  für  die  Richtung  x  der  zwei  freien 
Seiten  diejenigen  Funktionen,  die  einem  an  einem  Ende  einge- 
spannten, am  andern  freien  Stabe  entsprechen,  einführen  :  für  die 
zweite  Richtung  bleiben  die  Um  anwendbar. 

Entsprechendes  gilt  für  dip  ringsum  eingespannten  Platten  usw. 

Wie   dieselbe  Methode  Gleichgewichtsprobleme  zu  behandeln 
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gestattet,  habe  icli  in  der  eingangs  zitierten  Arbeit  gezeigt.  Wird 
z.  B.  eine  rechteckige  Platte  durch  an  den  Rändern  angreifende 
liräfte  gebogen  (Maxwell),  so  ist  für  die  transversale  Deformation 
w{xy)  derselbe  Ansatz  (Entwickehingen  nach  n,n{xla)un{ylh) 
zu  machen,  wie  wir  ihn  in  dieser  Arbeit  benutzt  haben  ;  die  Koef- 
fizienten bestimmen  sich  daraus,  dass  die  potentielle  Energie  (sie 
ist,  bis  auf  einen  Faktor,  durch  unser  IntegralJ  gegeben)  plus  dem 
die  Arbeit  der  Kräfte  für  ein  kleines  w  ausdrückenden  Randinte- 
gral, nach  Einführung  des  Ansatzes,  mciglichst  klein  sein  soll.  Da 
das  Randintegral  w  nur  linear  enthält,  ergeben  sich  diesmal  lineare, 
nicht  homogene  Gleichungen  für  die  Koeffizienten.  Für  eine  qua- 
dratische Platte  und  geeignet  symmetrische  Kräfte  erhält  man 
wieder  die  Gleichungen  (54)  p.  292,  wenn  darin  )  =0  gesetzt 
wird  und  die  linken  Seilen  (Null)  durch  bestimmte  Zahlwerte  er- 
setzt werden.  Die  einmalige  Aufstellung  des  Schemas  (54)  genügt 
also,  um  eine  ganze  Reihe  von  Gleichgewichtsproblemen  bezüglich 
quadratischer  Platten  einfach  zu  lösen. 

Es  ist  oben  bemerkt  worden,  dass  ein  Polynom  stets,  bei  jeder 
Begrenzung,  als  miiglicher  Ansatz  für  tv  in  Betracht  kommt,  wobei 
nur  fraglich  bleibt,  ob  bei  der  verlangten  Genauigkeit  die  Rechen- 
arbeit nicht  zu  gross  wird.  Da  der  Eigenwert  des  Fundamental- 
tones, Xo,  dem  Minimum  von  J  entspricht,  so  wird  im  ganzen  bei 
jeder  Approximation,  wenn  es  sich  um  den  Grundton  handelt, 
Adas  durch  die  Methode  am  genauesten  gegebene  Element  sein. 
Zur  Berechnung  des  Grundtones  aus  den  Konstanten  der  Platte 
wird  also  sehr  oft  der  Ansatz  eines  Polynoms  mit  wenigen  Gliedern 
genügen.  So  entspricht  der  Symmetrie  des  Grundtones  beim 
Kreise  der  allgemeinste  Ansatz 

(a)  w  =  xy{a-^  hix"^^  y^  )-^  cx-y'^-^  d(x'* -^  y'> )  -+-...], 

wobei  die  x-  und  j-Achse  die  Knotenlinien  der  Klangfigur  bilden. 
Trägt  man  dies  in  das  über  den  Kreis  vom  Radius  R  =  i  erstreckte 
Integral  J  [Gleichung  (7)  p.  sj.73]  ein,  so  ergibt  unsere  Methode 
ohne  weiteres  für  ).„  folgende  sukzessive  Approximationen  : 
Wenn  man  Formel  (y.)  mit  dem  ersten  Glied  abbricht 


und  R  = 


{b  r=c  =  d=^ 

.  .  .  =  0) 

48(1 

'ptl^..      r.,. 

^='^i 
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Bei  zwei  Gliedern  (A„  Wurzel  einer  Gleicliung  zweiten  (irades 

>>o=  27,794, 
während  aus  Kirchliofls  Rechnungen  sich  ergibt 

Xu=  27,574. 

Der  Fehler  der  Tonhöhe,  die  \/Ao  proportional  ist,  ist  somit 
schon  in  zweiter  Annäherung  nur  {  Proz.,  also  an  der  Grenze  des 
Beobachtbaren. 

Ebenso  elementare  Piechnungen  ergeben  die  Grundtcine  und 
selbst  die  ersten  Obertöne  des  Dreiecks,  Fünfecks,  Sechsecks  usw. , 
und  überhaupt  irgendweicher  durch  gerade  Linien  und  Kreis- 
bögen begrenzter  Figuren. 

Güttingen,  Januar  1909. 


XYIII. 

RECHERCHES  CRITIQUES 


L'ELECTRODYNAMIQUE    GENERALE. 


Annales  de  Chiniie  et  de  Physique.  8*=  serie,  t.  XIII,  p.  143-275. 


INTRODUCTION. 


Les  phenomenes  electriques  et  electrodjnamiques  ont  acquis 
dans  le  cours  des  dernieres  annees  une  iniportance  de  plus  en  plus 
grande;  ils  englobent  l'Optique,  les  lois  du  rayonnement  et  les 
phenomenes  moleculaires  innombrables  lies  ä  la  presence  des 
centres  charges,  ions  et  electrons;  enlin,  avec  la  notion  de  masse 
electromagnetique,c'estlaMecanique  elle-meme  qui  semble  devoir 
devenir  un  chapitre  de  l'Electrodynamique  generale.  Sous  la  forme 
que  lui  a  donnee  M.  H.-A.  Lorentz,  la  theorie  de  Max\Yell  devien- 
drait  ainsi  le  pivol  d'une  conception  nouvelle  de  la  nature,  011  les 
lois  electrodvnamiques,  considerees  comnie  primordiales,  com- 
prendraient  les  lois  du  mouvement  comme  cas  particuliers  et 
joueraient  dans  les  tlieories  physiques  le  xole  fondamental  qui, 
jusqu'ici,  revenait  ä  la  Mecanique. 

Dans  nes  conditions,  il  est  evidemment  desirable  qu'une  critique 
rigoureuse  des  bases  de  cette  theorie  leur  donne  le  degre  de  clarte 
et  de  precision  que  la  Mecanique  elle-meme  n'a,  apres  beaueoup 
de  controverses,  atteint  qu'ä  une  epoque  toute  recente.  II  convient 
de  se  demander  quelles  hypotheses  sont  necessaires  et  peuvent  se 
deduire  de  l'observation,  quelles  autres  sont  logiquement  inutiles 
ou  peuvent  etre  elaguees  sans  que  Texperience  cesse  d'etre 
satisfaite  ;   enfin  quelles  sont  Celles  qui,   peut-etre,    doivent  etre 
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rejelees,  question  qui  se  pose  surlout  ä  propos  du  inouvement 
absolu. 

Dans  ]a  premiere  Partie  de  ses  Lerons  sur  V E lectricite  et  VOp- 
tique  ( ' ),  M.  Poincare  a  consacre  ä  la  critique  des  tlieories  plus 
ou  moins  distinctes  dues  ä  Maxwell  lui-meme  et  ä  Hertz  des  pages 
classiques;  je  ne  me  suis  donc  attache  qu'ä  la  forme  qu'a  prise  la 
theorie  entre  les  inains  de  M.  Lorentz.  forme  qui  presente  des 
avantages  bien  connus.  Quelques  resullats  peuvent  d'ailleurs  faci- 
lement  s'elendre  aux  aulres  theories.  Ici  encore,  je  n'ai  eu  souvenl 
qu'ä  rappeler  ou  ä  completer  les  idees  emises  par  M.  Poincare 
el  surtout  par  M.  Lorentz,  ä  qui  n'ont  naturellement  pas  echappe 
les  aspects  divers  sous  iesquels  peut  etre  presentee  sa  theorie. 

Jai  neglige  en  general  les  plienouienes  d'ordre  moleculaire  qui 
dependent  de  la  theorie  corpusculaire  de  releclricite  :  cette  con- 
ception  si  feconde  est  evidemment  independanle,  dans  une  large 
mesure.  des  idees  qu'on  peut  se  faire  sur  le  mode  d'action  des 
charges  electriques  les  unes  sur  les  autres  par  lintermediaire  de 
letlier,  qui  fait  plus  specialement  l'objet  des  equations  electrodj- 
namiques. 

Le  resullat  de  ces  recherches  n'a  pas  ete  favorable  aux  theories 
actuelles.  La  discussion  des  difficultes  qu'elles  soulevent  montre 
que  celles-ci  ont  une  commune  origine  intimement  liee  ä  la  con- 
ception  meme  de  letlier,  qui  est  ä  la  base  de  toutes  ces  theories. 
On  verra  en  particulier  que  : 

\°  Au  point  de  vue  strictement  logique,  les  forces  electrique  el 
magnetique,  qui.  en  apparence,  jouent  dans  la  tbeorie  un  role  si 
fondamental.  sont  des  notions  qu'on  peut  entierementeneliminer; 
eile  ne  contient  en  realite  que  des  relations  d'espace  et  de  temps  : 
on  revient  ainsi  aux  anciennes  actions  elementaires,  avec  cette 
seule  difference  quelles  ne  sont  plus  instantanees. 

2"  La  theorie  admet  une  infinite  de  Solutions  satisfaisant  ä  toutes 
les  conditions,  niais  incompatibles  avec  l'experience,  et  conduisant, 
par  exemple,  a  des  perpetuiim  mobile.  Pour  ecarter  ces  Solu- 
tions, il  faut  adnietlre  par  hjpothese  les  formules  des  potentiels 
retardes.  Ces  formules  introduisent  l'irreversibilite  dans  TElectro- 


(')  H.  PoiscKYif.,  E lectricite  et  Optique  :  La  Lumiere  et  les  Tlieories  eleclro- 
dynamiques;  2'  edition,  Paris,  191J1. 
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djnamique,  alors  (jue  les  equations  generales  admeltenl  la  rever- 
sibillte.  Je  montre  que,  contrairement  aux  idees  regues,  elles  ne 
peuvenl  se  deduire  d'une  specialisation  convenable  de  l'etat  initial. 
Elles  constituent  une  hjpothese  nouvelle,  el  qui  rend  inutiles  les 
equations  aux  derivees  partielles;  pour  exprimer  clairement  celte 
Hypothese,  il  est  necessaire  de  distinguer  les  actions  elementaires, 
c'est-ä-dire  de  renoncer  ä  l'idee  fundamentale  de  Maxwell  qui  les 
rejetait. 

3"  La  notion  de  localisation  de  Tenergie  dans  Tetherest  ind^ter- 
ininee  et  comporte  plusieurs  solutions  simples. 

4"  L'impossibilite,  remarquee  par  Maxwell,  de  ramener  aux 
memes  notions  la  gravitation,  dont  Tenergie  negative  correspon- 
drait  ä  un  milieu  instable,  montre  que  ces  notions  ne  sont  pas 
d'une  appiication  generale  aux  forces  de  la  nature. 

5°  Laction  et  la  reaction  ne  sont  pas  egales,  et  cette  inegalite, 
dans  la  mesure  oü  eile  provientde  lintroduction  des  vitesses  abso- 
hies,  est  contraire  ä  l'experience. 

6°  Les  experiences  de  M.  Kaufmann  sur  la  deviabilite  electrique 
et  mao^netique  des  rajons  [i  du  radium  ne  demontrent  pas  que  la 
masse  des  electrons  soit  tout  entiere  d'origine  eleclromagnetique 
et  depende  de  leur  vilesse  absolue,  parce  que,  d'une  part,  rien 
n'oblige  ä  admettre,  comme  le  veut  la  tbeorie  de  Lorentz,  que  les 
forces  soient  fonctions  lineaires  de  la  vitesse  (cela  pourrait  n'etre 
vral  que  pour  les  petites  vitesses  ),  et  que,  d'autre  part,  une  expe- 
rience  de  MM.  Trouton  et  Noble  montre  que  l'expression  de  la 
quantite  de  mouvement  eleclromagnetique  en  fonction  de  la 
vitesse,  de  laquelle  M.  Abraham  a  deduit  celle  de  la  masse  elec- 
trodynaniique.  est  certainement  inexacte. 

7°  La  theorie  de  Maxwell  et  de  Lorentz  part  d'un  Systeme  de 
coordonnees  absolues,  c'est-a-dire  independant  des  mou  vements  de 
la  matiere;  pour  otre  en  accord  avec  l'experience.  qui  a  toujours, 
en  Optique  et  Electrodynamique  comme  en  Mecanique,  confirme 
le  principe  de  la  relativite  des  mouvements,  on  est  oblige  ensuite 
d'eliminerce  Systeme  absoiu  par  des  hypotheses  peu  vraisemblables, 
supprimant  la  notion  de  corps  solide,  et  celle  d'invariabihte  des 
masses  ponderables;  il  faut,  de  plus,  changer  les  principes  de  la 
Ginematique,  considerer  la  regle  du  parallelogramme  des  vitesses 
comme  une  premiere  approximation,  valable  aux  faibles   vitesses, 
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el  faire  du  temps  et  de  la  simullaneite  des  iiolions  toules  relatives. 

II  serait  regrettable,  pour  l'economie  de  notre  pensee,  qu'il 
fallüt  admettre  de  telles  complications.  Je  crois  qu'au  Heu  de  tou- 
cher  ä  la  Cinematique,  c'est  l'hypothese  de  l'ellier,  et,  avec  eile, 
la  representation  des  phenomenes  par  des  equalions  aux  derivees 
partielles,  qu'il  taut  abandonner.  La  necessite  d'expliquer  que  les 
Corps  ne  rencontrent  aucune  resistance  de  la  part  de  l'ether  qu'ils 
traversent  et  ne  modifient  pas  son  etat,  bien  d'autres  considera- 
tions  encore,  ont  d'ailleurs  araene  ä  faire  de  l'ether  mecanique  de 
Fresnel  un  simple  espace  physique,  absolument  compenetrable  ä 
la  matiere,  un  Systeme  de  coordonnees  absolu;  il  n'est  plus  qu'une 
abstraction  matliematique,  et  sa  suppression  ne  serait  que  la  der- 
niere  phase  dune  longue  evolution. 

Cette  conclusion,  comme  je  le  montrerai,  n'entraine  nullement 
le  retour  aux  actions  ä  distance.  Cependant  eile  heurte  de  front 
bien  des  idees  recues,  et  je  suis  le  premier  ä  reconnaitre  qu  une 
hypothese  qui  a  rendu  de  grands  Services  ä  la  Science  ne  peut  pas 
etre  condamnee  par  le  seul  motif  qu'elle  souleve,  ä  l'heure  qu'il 
est,  des  difficultes.  paraissant  inextricables.  On  pourra  toujours 
esperer  de  Tavenir  la  Solution  de  ces  difficultes,  ou  penser  quelles 
sont  inberentes  aux  chuses,  et  independantes  de  Timage  que  nous 
nous  en  faisons.  II  neu  est,  heureuseinent,  pas  ainsi  :  c  est  ce  que 
j'ai  cherche  ä  demontrer  dans  la  seconde  Partie  de  ce  travail,  mais 
la  theorie  que  je  presenterai  n'a  nuUeinent  la  pretention  d'etre  une 
Solution  satisfaisante  et  definitive  d'un  probleme  si  difficile.  Son 
but  est  en  premiere  ligne  de  faire  voir  oombien  est  large  la  part 
d'inconnu  qui,  malgre  les  progres  recenls,  subsistedans  cedomaine, 
et  dans  quelle  mesure,  bien  plus  faible  qu'on  ne  serait  tenle  de  le 
croire,  l'experience  peut  etre  consideree  comme  une  confirmation 
de  la  theorie  de  Maxwell  et  Lorentz.  meme  lorsquon  adopte, 
comme  je  le  ferai,  les  idees  si  remarquables  de  ce  dernier  savant 
sur  la  Constitution  atomi<|ue  de  l'electricite,  la  nature  du  courant 
de  conduction  et  des  dielectriques,  en  un  mot,  la  theorie  des 
electrons.  Ces  recherches  monlreront,  de  plus,  qu'il  nest  pas 
necessaire  d'introduire  des  mouvements  absolus,  et  de  bouleverser 
la  Cinematique  el  la  notion  de  teinps  :  les  vitesses  relatives  seules 
j  interviendront.  II  n  y  sera  pas  lait  usage  de  notions  sujettes  ä 
critique  telles  que  la  polarisation,  le   vecteur  electrique,   la  force 
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magnetique,  etcmaisseulementdesnotions  de  temps,  d'espace 
et  de  charges  electriques,   ces  dernieres    ne    jouant,    eom.ne   les 
.nasses  en  Mecaniqne,  que  le  röle  de  coefficienls  convenahlement 
choisis  et  mvar.ables  pour  an  ,on  ou    un  eiectron    deter.nine    En 
-m  certain  sens,  c-est  donc  lä  une  theorie  mecanique  de  l'^^ertri 
cite.  Ma.sje  n'ai  pas  cru  devoir  faire   inlerveair  ces  inecanismes 
latents    plusoumoins  compliques,  qui  jouent  dans  la   theone  de 
Maxwel   un  röie  si  i.nportant.  Ces  hypotheses  sont  inutiles,   et,   il 
taut   e  due.  Inen  peu  satisfaisantes.  U  suffit,  en  effel,  de  rappeler 
que  les  Corps  ponderables  doivent  passer  ä  travers  ces  mecanismes 
comphques  sans  les  deranger,  et  sans  eprouver  d'action  sensible 
meme  quand  leur  vitesse  atteint  celle  des  corps   Celestes  :  Timpe- 
aetrah.lne,    en    particulier,    n'existe    donc  pas   pour  ces    theories 
mecan.ques,  et  c'est  la  un  point  qui  n'est  pas   toujours  suffisam- 
.nentmisenevidence.L'experiencea  montre  que' les  actions   ne 
sont  pas  mstantanees;   eile  n'a  pas  revele  trace    d'un    corps   qui 
subsistera.t  dans  les  espaces  materiellement  vides.   J'ai  donc   cru 
pouvoir  me  borner  ä  donner  de  la  loi  depropagation  de  ces  act.ons 
une  mterpreiation  cinematique  tres  simple  empruntee  ä  la  tbeone 
emanatne  de  la  lumiere,  et  satisfaisant  au  principe  de  la  relativite 
du  mouvement  :  des  parlicules  fictives  sont   emises   constannnent 
;lans  tous  les  sens   par  les  charges  electriques;    elles  continuent 
mdefinnnent  ä  se  mouvoir  en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse  cons- 
tante,  meme  ä  travers  les  corps  maleriels.   L'action    subie   par  une 
Charge  depend  uniquement  de  la  disposition.   vitesse,  etc      de  ces 
particules  dans  lentourage  immediat  de  la  charge.   Les  particules 
sont  donc  simplement  la  representation  concrete  des  donnees  cine- 
matiques  et  geometriques.  Ces  hjpolheses  suffisent   pour  le    but 
purement  critique  que  je   me  su,s   propose   ici.   Elles  permettent 
d  etudier  en  detail  la  loi  de  l'action  elementaire  entre  electrons  en 
u.ouvement,    et  fönt    voir  en  particulier  que  cette    loi,    presque 
entierementinconnueauxgrandesvkesses,  comporte,  meme  auv 
petues  vitesses,  un  parametre  indetermine  K,  qui  n'est   pas  sans 
analogie  avec  celui  qu'Helmhohz  a  introduit  dans  sa  theorie 

Je  tiens  toutefois  ä  preciser  la  portee  toute  provisoire  de  ces 
hypotheses.  En  effet,  lorsque  les  particules  (ou,  s,  Ton  veut,  les 
actions  ou  energies)  emises  par  un  corps  electrise  atteignent  une 
autre  charge  electrique  et  en  modifient  le  mouvement.  le  principe 
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d'action  et  de  reacLion  exige  <ju"elles  subissenl  de  leiir  coLe  uue 
devialiou  oii  iiii  cliangemenl,  et  il  est  furl  reiuarquable  que  l'ex- 
perience  de  Fizeau  sur  l'entrainement  des  ondes,  de  menie  que 
certains  aulres  faits  dOptique,  ne  sonl  pas  compatibles  avec  l'hv- 
pothese  admise  ici,  <-t  exigeiit  une  teile  reaction.  C'esl  le  contraire 
qui  arrive  dans  Ihypothese  de  l'ether,  iiinsi  que  l'a  mis  enevidence 
M.  Poincare  :  la  theorie  de  Hertz,  qui  satisfait  au  principe  d'action 
et  de  reaction,  est  incompatihle  avec  lexperience  de  Fizeau;  celle 
de  Lorentz,  qui  ny  satisfait  pas,  ex|)lique  parfaiteuient  l'expe- 
rience.  Mais  .M.  Poincare  a  niontre  quen  altriiiuant  k  Tenergie 
ravonnanle  une  quantite  de  niouvement,  tont  s'arrange ;  or  cette 
liypothese  est  natifrelle,  si  cette  energie  est  projetee,  et  non  pro- 
pagee,  et  c'est  precisement  ce  qui  perniet  de  sauvegarder  le  prin- 
cipe dans  Ja  nouvelle  image  que  je  propose.  On  peut  meine 
entrevoir  la  possibilile  d'obtenir,  par  ces  principes,  les  termes 
electrodynamiques  dependaiit  de  la  vitesse  et  de  l'acceleration,  par 
la  seule  cousideration  de  la  propagation,  problenie  que  Gauss  a 
pose  dans  sa  celebre  lettre  ä  W.  Weber,  et  que  la  theorie  de 
Maxwell  na  pas  resolu,  puisquelle  inlroduit  pour  ces  termes  une 
(juantite  speciale,  le  potentiel  vecteur. 

Je  reviendral  ailleurs  sur  ces  questions  :  les  remarques  qui  pre- 
cedent  suffisent  ä  expliquer  pourquoi  je  n'ai  pas  fait  rentrer  l'Op- 
tique  dans  le  cadre  de  cette  etude  crili(|ue. 

Sous  bien  des  rapports,  la  theorie  nouvelle  ramenera  donc  le 
lecteur  ä  des  idees  classiques  destinees,  semblait-il.  ä  ioubli  defi- 
nitif.  L'interprelalion  de  certaines  experiences  en  sera  necessaire- 
ment  modifiee.  En  particulier,  une  partie  ou  la  totalite  de  la  masse 
pourra  bien  etre  d'origine  electromagnetique,  niais  eile  sera  con- 
slante  et  ne  saurait  dependre  dune  vitesse  absolue.  Ce  sont  les 
Forces,  et  non  la  masse,  qui  varieut  :  les  experiences  de  M.  Kauf- 
mann admettent  egalement  cette  nouvelle  maniere  de  voir. 

Les  nouvelles  formules  sont  applicables  ä  la  graMtation;  elles 
permettent  de  supprimer,  au  nioins  en  grande  partie,  la  rliver- 
gence  la  plus  sensible  qui  subsiste  ä  l'heure  quil  est  entre  le  calcul 
et  l'experience  :  le  mouvement  du  perihelie  de  Mercure. 

La  theorie  des  electrons  a  constitue  un  prämier  retour  partiel  des 
idees  de  Maxwell  ä  d'autres  plus  anciennes,  et  pour  ceux-lä  meme 
qui  considerent  comrae  indispensable  une  nouvelle  evolution  dans 
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le  meme  sens,  les  hjpotheses  sifecondes  introduites  par  M.  Lorentz 
conservent  tonte  leur  importance,  et  la  forme  niatliemalique  ciii'il 
leur  a  donnee  continuera  dans  bien  des  cas  ä  elre  la  plus  elei;ante 
et  la  plus  pratique. 

PREMIERE  PARTIE. 

55  I.  —  Rappel  de  la  tueorie  de  Lorentz  (' ). 

Oll  sait  que  Maxwell  n  avait  pas  fait  dhypotheses  sur  la  nature 
du  courant  electrique.  M.  Lorentz  admel  que  tout  courant  de  con- 
duction  resulte  du  mouvement  de  particules  electriques,  soumises 
ä  une  sorte  de  frottement  dans  les  conducteurs,  ä  des  forces  elas- 
tiques  dans  les  dielectriques;  et  de  nombreux  fails  sont,  dans  ces 
dernieres  annees,  venus  confirmer  cette  hypothese.  Cette  concep- 
tion  a  permis  ä  M.  Loreulz  de  ne  considerer.  dans  ses  equations 
fondamentales,  que  le  seul  dielectrique  etber.  Renoncant  ä  une 
expHcation  puremenl  mecanique  etä  l'impenetrabilite  de  la  matiere, 
M.  Lorentz  considere  l'ether  comme  immobile,  et  presenl  meme  ä 
l'interieur  des  ions  et  electrons.  Ces  derniers  le  modifient  physi- 
quement,  et  cette  modification,  qu'il  est  difficile,  ä  vrai  dire,  de  se 
representer  sous  une  forme  concrete,  est  caracterisee  par  deux 
vecteurs  :  le  vecteur  electrique  ou  deplacement  dielectrique  E, 
dont  les  composantes  sont  E^-,  Ey,  E^,  et  le  vecteur  magnetique 
H  (Hj.,  H,,  H-).  Les  cliarges  electriques  sont  (ixees  aux  ions  con- 
sideres  comme  indeformables.  Soient  p  ladensite  electrique,  mesu- 
ree  eii  uniteselectrostatiques,  au  point  j:y^,  a  l'instant /,  le  Systeme 
de  coordonnees  etant  lie  ä  l'ether  immobile,  et  c  la  vitesse  de  la 
matiere  electrique  en  (^,  j',  5,  ^),  c  la  vitesse  de  la  lumiere;  ona, 
entre  ces  grandeurs,  le  Systeme  d'equations 

dy  dz  c     dl    ^  ^  "'^  c 

]        ^^_  ^        _  '  ^E'  ,_^       Vy 

dz  dx  c    dt  '"'"  c 

dHy  _  djh-  _  l  dE^        ,  _,  ^ 

dx  dy  c     0t      '       '"'^  c 


(')  H.-A.  LoREXTZ,  Arclüves  neerl.,  t.  XXV,  1892;  Versuch  einer  Theorie  der 
elektrischen  und  optischen  Erscheinungen  in  bewegten  Körpern,  Lciilen,  1896 ; 
Elektronentheorie  :  Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften,  Bd.  V,  Hell  i, 
Leipzig,  1904.  —  PoiNCARE,  Electricite  et  Optique,  Chap.  III,  p.  '^ni. 
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d.r 

dy 

dz 

(III) 

(IV) 

c^)  Tt-^^^^'-^^-  ^^^^'y^-dz^^'-^^  =  ''- 

Le  champ  ainsi  cree  dans  l'ether  par  les  autrescharges  presenles 
exerce  sur  l'element  de  charge  p  ch  la  force  mecanique  representee 
en  grandeur  et  en  direction  par  le  \ec\e\M'¥ od-,  oü 

¥,^=E.,-     UvyW,-    V,{\y), 

(VI)  \¥y=Ey^'-iV.^W.c-V^\{,), 

E.^     =     E,-^       '-{V^Uy-    Vyll,,). 

Dans  cette  theorie,  il  n'y  a  pas  de  magnetisme  :  1  ainianlation 
j)rovient  des  courants  particulaires  d'Ampere. 

Moyennant  cerlaines  hypotheses  sur  lesquelles  nous  aurons  ä 
revenir,  ce  Systeme  d'equations  s'integre  par  l  introduction  des 
potenliels  retardes.  On  demontre,  en  efFel,  que  loute  Solution 
du  Systeme  (I)  ä  {\ ),  ou  Ion  suppose  p,  p^.,  Vy,Vz  donnes,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(VII) 


(VIII) 


0»* 

fc.r  =  —  —  " 

dx 

c     dt 

d<^ 

!         dky 

c     dt 

Ec  =  .-., 

dky 

dz    ' 

•^          dz 

dX. 
dx 

öx 

dk, 
dv' 
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les  fonctions  $  (potentiel  scalaire)  et  A.r,  A^,  A^  (composantes 
du  potentiel  vecteur)  etant  continues  avec  leurs  derivees  pre- 
mieres  dans  tont  lespace,  nulles  ä  linfini,  et  satisfaisantaux  equa- 
tions 

(IX) 


I    rP-<P 

-  A*  =  4-p, 

1     1    ö-2A.^ 
\  c2     df' 

AA,.=  4"?''S 
c 

'         1        d'-Xy 

j    c2      Öf^ 

-  AA,=  4"?"^ 

c 

dKt    ,    d\y 
dx      '     öy 

dA-             I   d* 

(X) 

et 

(XI) 

M.  Lorentz  satisfait  ä  ces  conditions  en  posant 

(  *(a7,  r,  z,  0  =   /     /     /    LiJ  d-J, 

(XII)  j  ■    '  -^  '      J   J   J       r 

Ces   expressions  ont  la  forme  de   potentiels   newtoniens,   avec 
Gelte  diffei'ence  qu'au  Heu  de  prendre  la  valeur  de  p  au  point^r'y'G' 

ä  l'instant  ;,  il  faut  la  prendre  a   l'instant  anterieur  t'=t ,  le 

temps  -  etant  necessaire  ä  la  propagation;  c'est  ce  qu'avec  M.  Lo- 
rentz nous  indiquerons  par  la  notation 

[p']  =  ?  (^'>y,  2',  ^  —  ^y 


Le  champ  est  ainsi  cumpletement  determine,  et,  en  introduisant 
les  expressions  (XII)  et  (XIII)  et  dans  les  formules  (VII),  (VIII) 
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et  (VI),  011  obtient  pour  F.-r 

A       ö    fp'l        i    ,)  [p'i^il 


^""'^^  '-^-/LM- 


üx     r  c-  öt       r 

c-  üx        r  c-  dx        r  c-  dx        r 

_  ^-    _^    [P'i'.rl  _  ^-    £    [p'^^J  _  !^   _^    fp't'^]  /  , 
c-  dr        r  c-  ^>/        /"  c'^  dz         ^       ] 

et  des  expresslons  analogues  ponr  F, .  I'%.  Ha  introduisant  la  deri- 
vee  totale 


du  d  d  ö 

dt        dt  ()x         •  <)y  dz 


el  posanl 


(XV)  Ux,  y.  z.,  t.  r^.  Vy,  v-^} 

M.  Scliwarzscliild  (')a  trouve  pour  F.,-  la  fornie  remarquable 

G'esl  la  forme  des  equations  de  Lagrange.  Les  expressions  (XIV) 
et  (  XVI)  donnent  ia  force  subie  par  uii  point  eleclrique  de 
Charge  egale  ä  C unite^  exprimee  an  moyen  d'aclions  elemen- 
taires  analogues  a  celles  que  Ton  consideraitdans  l'ancienneElec- 
Irodynamique,  ä  la  nolion  de  transmission  non  instantanee  pres, 
qu'on  relrouve  d'ailleurs  cliez  Gauss  et  C.  Neumann.  Une  charge 
e',  sensiblement  ponctuelle,  exerce,  sous  des  conditions  tres  genc- 
rales,  sur  une  autre  charge  analogue  f ,  une  force 


(XVII) 


\         \       Ox        dt  (Ji\c/' 
J  \       dy         dt   (JVyJ 


(')   Göttinger  Nachr.,  Math  .-Phys.    Klasse,  1903,  p.    126. 
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V 


I  c 


'    I  —   ■ ' 7^ i  ' 


■•-=  U(0--^'  {/-  ^^ 


y(t,-y[t--j 


:(  t)  —   z'  (t 


Celle  expression  se  reduit,  en  premiere  approximation,  ä  la  loi  du 
carre  des  dislances;  on  peut  donc  la  nommer  loi  de  Newton  gene- 
ralisee.  Son  expvession  explicile  sera  donnee  plusloin. 

Dans  ces  formules,  la  nolion  de  champ  n'iutervienl  pas.  II  est 
tres  remarquable  que  Clausius,  chercliant,  comme  Weher,  a  rendre 
compte  des  actions  electrodynamiques  au  moyen  d'aclions  ä  dis- 
tance  dependant  des  positions,  vitesses  et  aceelerations  des  points 
electriques,  a  ele  conduit  aux  inemes  formules  ( X\  )  et  (XVI),  avec 
cette  seule  difFerence  que  les  aclions  sont  inslanlanees,  en  sorte 
qu'ilfaut  prendre  les  valeurs  de   -J   el   v'  ä  Tinstant  t,  et  non    ä 

I  instant  / 

c 

Ge  resultat  tres  remarquable,  (\i\  ä  M.  Scliwarzschild.  luonlie 
que  la  tlieorie  de  Lorentz  se  rapproclie  beaucoup  plus  qu'on  ne 
poun^ait  le  croire  au  premier  abord  des  theories  anciennes. 

La  premiere  lorme  donnee  par  M.  Lorentz  ä  sa  tlieorie  etait 
moins  abstraile,  en  ce  sens  que,  suivant  la  voie  tracee  par  Max- 
well, il  paitait  des  equations  de  Lagrange  en  y  introduisant  des 
\ariables  de  deux  especes.  determinanl,  les  unes  les  positions  des 
particiiles  electrisees,  les  autres  l'etat  de  Tetber:  on  allnbue  ä  ce 
dernier  une  energie  cinematique,  sans  preciser  ses  mouvements 
internes;  il  suffit  que  ceux-ci  existent.  Le  principe  d'Hamilton 
permet  egaleinent,  en  astreignant  les  variations  ä  cerlaines  condi- 
lions,  d'obtenir  les  equations  fondainentales  (  L)  ä  (VI)  en  consi- 
deranl  Tenergie  electrique 

comme  energie  potentielle,  et  Tenergie  inagnetique 
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coinme  energie  clneliqne  ('  ).  Celle  deduction  est  assez  (-onipliquee 
et  peilt  elre  faifce  soiis  des  forines  diverses  (- ). 

Ces  deiix  aspects  de  la  theorie  de  Lorentz  sont  netlement  dis- 
tincls.  Le  second  se  rapproche  de  la  theorie  de  Larmor  (•'),  qui, 
tont  eil  conduisant  aux  memes  formules,  fait  sur  les  niouvements 
de  l'elher  dans  un  clianip  electromagnetique  des  liypotheses  pre- 
cises,  einpnmtees  aux  conceplions  de  Lord  Kelvin  sur  letlier 
oyrostatique.  T^etlier  est  incompressible  et  se  meut  dans  la  direc- 
tion  des  lignes  de  force  magnetiques. 

On  sait  qiie  Maxwell  et  Herlz  expliquent  les  Forces  niecaniques 
qu'eprouve  la  matiere  dans  un  champ  electromagnetique  par  des 
pressiüns  que  lether  est  suppose  exercer  sur  la  matiere,  et  in^er- 
sement  :  l'action  de  l'iin  est  egale  et  opposee  ä  la  reaction  de  Tautre 
en  toutpoint.  Ces  pressions  tendent,  comme  Helmholtz  la  mon- 
tre  ('),  ä  mettre  I'ether  (suppose  incompressible")  en  mouvement; 
elles  sont,  par  unile  de  volume,  proportionnelles  ä  la  derivee  par 
rapport  an   lemps  du  vecUeur  radiant  S  de  Poynling  : 

S.,=  _1_(E,H^-E,H,.). 
47rc      ■ 

(XVIII)  '  S,=   7^(E-H^-  E.tH;\ 

S,=  _L^(t:,[I        E,H,). 
i-c 

M.  r^oreatz  cousidere  I'ether  comme  immohile;  il  est  donc 
amene  ä  abandonner  cette  theorie  des  pressions  de  Maxwell,  et,  par 
lä,  l'egalite  de  l'action  et  de  la  reaction,  la  force  non  compensee 
etant  caraclerisee  par  le  vecteur  —  {■'). 

Remarquons,  en  terminant  ce  rapide  expose,  que,  si  l'on  admet 
pour  I'ether  des  moinements  inconnus,  ia  Solution  des  equations 
n  e-^t  deleiinince  qu"ä  des  quautites  pres  de  Tordie  de  la  vilesse  de 
l'üther  divisee  par  celle  de  la  lumiere. 

(')  LoRi-NTZ.  Proc.  Amsierdam  Acnd.,  iqoS,  p.  (Jo8 ;  EleAlronentheorie.  p.  itij 
et   170. 

(-)  hxRyion,  Aether  and  Matter,  Caniliridge,  igoS,  Chap.  IV.  —  Sciiwarzschh.]). 
Göttinger  Nac/ir.,  1908,  p.  laS. 

(')  Larmor,  Proc.  Boy.  Soc,  t.   LIV,  1893,  p.  438;  Aetlier  and  Matter. 

(^)  Gesammelte  Abhandlungen,  t.   III,  p.  526. 

{'■")   PoixCARK,  Electricite  et  Optitjue,  p.  /('iS. 
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§  '2.    —    ClUTIQUE    DES   NOTIONS    DE    CHAMP    ELECTHIQUE 
ET    DE   CHAMP    MAGNETIQUE. 

On  sait  (|ue  l'introdiiction  de  la  notion  de  force  dans  les  bases 
meines  de  la  Mecanique  a  fait  l'objet  de  nonibreuses  critiques. 
Cette  nolion  fait  ap|)el  an  sens  musculaiie,  alors  que  les  idees  d'es- 
|)ace  et  de  temps  sont  d'origine  surtoiit  tactiie  et  visuelle  :  et  la 
dualite  psychologique  irrediictible  introduite  par  lä  ä  la  l)ase  meme 
de  cette  Science  fondamentale  laisse  dans  l'esprit  un  certain 
malaise,  d'autant  plus  justifie  qu'en  fait  il  semble  bien  que  la 
notion  s'elimine  dans  cliaque  cas  particulier.  Soit  qu'on  mesure 
les  forces  par  des  masses  et  des  acceleralions,  ou  par  des  defor- 
mations  elastiques,  soit  qu'on  oppose  leurs  effets  ä  ceux  de  la  gra- 
vitation,  etc.,  ce  que  nous  observons  et  inesnrons  reellement  c'est 
toujours  un  deplacement,  ou  l'absence  d'un  d^placement:  encore, 
dans  ce  dernier  cas,  n'arriverons-nous  qu'ä  definir  la  dißerence  de 
deux  forces.  Dans  les  equations  de  la  Mecanique  appliquees  ä  un 
exemple  particulier  quelconque,  il  ne  reste  jamais  que  des  rela- 
tions  d'espace  et  de  temps,  avec  certains  coelficients  convenable- 
ment  choisis  et  invariables  (|ui  sont  les  masses  ou  d'autres 
constantes  phvsiques.  Au  point  de  vue  purement  logique,  c'est 
donc  avec  raison  que  de  nombreux  savants  ont  rrjete  l'introduction 
de  la  notion  de  force  dans  les  enonces  fondamentaux  comme 
iMutile. 

r^'Electrodynamique  moderne  est  tout  entiere  basee  sur  les 
notions  de  force  electrique  et  de  force  magneti(|ue.  S'il  y  avait  ä 
cela  une  necessite  absolue.  il  faudrait  le  regretter.  Mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  :  ces  notions  s  eliniinent  des  equations^  elles  sont  logi- 
quement  inutiles ;  la  theorie  n'enonce,  en  derniere  analjse,  que 
l'existence  de  certaines  relations  de  temps  et  d'espace,  comme 
c'est  le  cas  pour  la  Mecanique.  II  sera  donc  preferable,  au  point  de 
vue  logique,  d'exprimer  directement  ces  relations  :  on  revient 
ainsi  aux  actions  elementaires  classiqnes. 

En  effet,  quelle  ^est  exactement  la  definition  des  vecLeurs  ou 
champs  E  etH?  Je  dis  que  ces  vecteurs  sont  definis  parla  tlieorie 
elie-meme.  En  effet,  sans  connaitre  la  signification  de  ces  sym- 
boles,  on  peut  tout  d'abord,  mojennant  certaines  hypotheses  que 
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nous  exaininerons  au  paragraphe  sui\ant,  integrer  les  equalions 
fondamentales  par  la  inethode  des  potentiels  retardes,  et  1  on  scra 
condull  aux  expressions  (XIV)  ou  (XVI);  les  equations  du  mou- 
vement  d'un  point  materiel  de  charge  e,  de  masse  in  et  de  coor- 
donnees:r,,  y^.  c,  seroat 


(0 


r/237, 
dr- 


=  eF.H  3-1,^1,  3i;  v.r,,  Vy^,  i^,-,;  t). 


Si  l'on  veul  tenir  compte  de  l'action  de  l'electron  sur  lui-meme, 
ou  de  liaisons,  e'est  le  principe  de  d'Alembert  qui  doitelre  appli- 
que,  et  l'on  a,  en  etendant  1  integration  ä  tout  l'electron,  et  desi- 
gnant  par  ox^.  ov^,,  oc,  des  deplacements  virluels  compatibles  avec 
les  liaisons.  par  jj.,.  p,  les  densites  de  la  matiere  et  de  lelectricite. 


(1) 


/  «'"1  I    ,'-'■1  -^  —  ?i  F.c(>n  •  •  • )     oa 


-     !^i 


d-  Zi 
~dF 


F- 


OJ,  .  =  o. 


Apres  avoir  remplace  F^r,  •  .  .  l>ar  lenrs  valeurs  (X!\  )  ou  (XVI) 
(les  termes  relatifs  a  1  electron  lui-meme  y  joueront  un  role 
special ),  on  n'aura  plus,  dans  (1  )  et  (  2  ),  que  des  relations  d'espace 
et  de  temps,  meme  lorsque  [jl=:o,  c'est-ä-dire  Jorsque  la  masse  est 
lout  entiere  dorigine  electromagnetique. 

Or.  je  dis  que  les  equations  de  Lorentz  n  expriment  effective- 
ment  rien  de  plus  que  (i)  et  (2),  c"est-ä-dire  que  le  cliamp  dans 
VetJier  pur  ne  joue  jamais  de  röle.  En  efFet,  on  nohtient  ce  champ 
en  grandeur  et  en  direction  qu'en  y  placant  un  corps,  et  en  obser- 
vant  les  forces  mecanii|ues  qu'il  eprouve  ou  plutot  ses  mouvements 
et  cenx  des  ions  dont  il  est  le  siege,  mouvements  qni  sont  indi- 
quespardes  phenomenes  lumineux,  thermiques,  chimiques.  etc. 
( )n  ne  connail  donc  directement  que  F,  et  cela  seulement  en  des 
points  tels  que  Jc^,y^.  z^.  ou  il  y  a  de  la  matiere  electrisee^  et 
l'on  en  deduit  E.  H  par  raisonnement  (  ce  qui  n'est  pas  tonjours 
tres  simple  lorsqu'il  faut  avoir  egard  au  mouvement  absolu).  C'est 
dire  qu'il  snffira  toujours  et  dans  tous  les  cas  de  connaitre  la  for- 
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mule  donnanl  F  comme  somme  d'aclionselementaires  exercees  par 
un  elemenl  de  charge  sur  un  aiitre  element  decharge,  et  que  cette 
seconde  representation  est,  au  point  de  vue  des  f aus,  exactement 
equivalente  ä  la  premiere  qui  partdn  champ,  et  les  equations  aux 
derivees  partielles;  celles-ci  ne  jouent  qu'un  role  intermediaire 
purement  fuathematique ;  on  pent,  si  Ion  veut,  se  passer  com- 
pletement  des  notioiis  de  champ  electrique  et  magnetique. 

II  Importe  de  bien  preciser  le  sens  de  cette  affirmation.  Dans  la 
theorie  de  la  lumiere,  par  exemple,  tont  peut,  dans  la  theorie  de 
Lorentz  ainsi  presentee,  se  ramener  ä  des  aclions  elementaires 
enlre  les  ions  de  la  source  lummeuse,  ceux  des  dielectriques  ou 
condiicteurs  qui  constituent  l'appareil  optique,  enfin  ceux  de  la 
retine  ou  de  la  plaque  sensible  qui  recoit  Timpression.  Ainsi  l'on 
est  habitue,  par  exemple,  ä  rendre  compte  des  phenomenes  de 
diffraction  qu  on  observe  dans  le  cas  d  une  feilte  pratiquee  dans  un 
ecran  en  considerant  avec  Fresnel  les  points  de  l'ellier  sitsies  dans 
la  fente  comme  autant  de  centres  d'ebranlement.  Cela  n'est  pas 
conforme  ä  la  formule  des  potentiels  retardes  :  les  charges  elec- 
triques  seuies  sont  des  points  de  depart  d'ondes.  La  theorie  de 
Lorentz,  ou  la  loi  des  actions  elementaires,  les  expliquera  par 
l'action  combinee  des  ions  de  la  source  et  de  ceux  de  Tecran  ;  il  est 
d'ailleurs  facile  de  montrer  par  le  principe  de  Huvgens,  sous  la 
forme  que  lui  a  donnee  Kirchhotl',  lequivalence  desdeux  procedes 
au  point  de  vue  des  resultats. 

11  ne  serait  plus  permis  de  dire  que  le  champ  est  un  interme- 
diaire purement  mathematique  dont  on  peut  se  passer,  s'il  noiis 
etait  possible  de  percevoir  son  existence  en  un  point  de  V ether 
Sans  placer  en  ce  point  aiicune  matiere.  C'est  ce  qui  arriverait, 
par  exemple,  si  lether  etait,  sous  Laction  du  champ,  susceptible 
de  se  modifier  ou  de  se  mouvoir  plus  ou  moins,  comme  le  veut  la 
theorie  de  Hertz,  et  comme  i'exige  Lord  Kelvin  ( ' ).  Des  expe- 
riences  interferenlielles  auraient  pu  mettre  cette  vitesseenevidence. 
Ces  idees  etaient  tres  generalement  repandues;   mais  on  sait  que 


(' )  Lord  KiiLvix,  Baltimore  Lectures  on  molecular  dynamics  and  the  wave- 
theory  of  light,  London,  1904,  p.  i59  :  «  It  is  absolutely  certain  that  there  is  a 
definile  dynainical  theory  for  waves  of  light.  to  be  enriched,  not  abolished.  by 
electromagnelic  llieory.  » 
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1  experience,  inten ogee  ä  bien  des  reprises  ('),  n'a  doune  que  des 
resultats  negatifs,  comme  d'ailleurs  toutes  ]es  experiences  desti- 
nees  a  mettre  l'ether  en  evidence.  L'hypothese  de  ces  mouvements 
n'a,  d'autre  pari,  conduit  ä  aucune  explication  mecanique  plau- 
sible des  actions  electriques  dans  leur  ensemble.  M.  l.orentz  a  ete 
ainsi  amene  ä  en  faire  abstraction  dans  les  exposes  plus  recents  de 
sa  iheorie;  et  c  est  ce  qui  entraine  raffirniation  qiion  peut  eiimi- 
ner  la  notion  de  force  et  de  champ  de  celte  theorie  sans  touclier  ä 
aucuu  fait  d'expf  rience  reel  ou  possible  suivant  eile. 

M.  Lorentz  avait  dejä  indique  (-)  ce  point  de  vue  :  «  On  voit 
donc  que,  dans  la  nouvelle  forme  que  je  vais  lui  donner,  la  theorie 
de  Maxwell  se  rapproche  des  anciennes  idees.  On  peiit  meme, 
aptes  avoir  etabli  les  formales  assez  simples  qui  regissent  les  mou- 
vements des  particules,  faire  abstraction  du  raisonnement  (|ui  y  a 
conduit  et  regarder  ces  formules  comme  exprimant  une  loi  fonda- 
mentale,  comparable  ä  Celles  de  Weber  et  de  Clausius.  «  Les 
actions.  toutefois,  ne  sont  plus  instantanees;  et  nous  avonsvuqu'ä 
cette  importante  restriclion  pres,  il  y  a  meme  identite  avec  la  loi 
de  Clausius. 

On  voit  facilemeut  que  la  notion  de  champ  inlroduil  celle  de 
mouvement  absolu,  des   que  les  vitesses  interviennent    soit  dans 

I  expression  du  champ,  soit  dans  celle  de  son  action  sur  les  corps. 

II  n  en  est  plus  de  meme  s'il  ne  depend  que  des  coordonnee?  et 
des  accelerations. 

§   3.     —    LlRIlKVEKSlBM.lTE    ET    I.ES    POTENTIELS    RETAHDES. 

Je  me  propose  maintenant  d  examiner  de  |)lus-  pres  les  liypo- 
theses  qui  conduisent  des  equations  aux  derivees  (^iX)  et  (X)  aux 
formules  (XII)  et  (Xlll)  les  potentiels  retardes,  et  demontrerque 
le  passage  des  seccjndes  aux  premieres  est  immediat,  mais  que  la 
proposition  in\erse  est  bien  loin  d'etre  vraie. 

11  faut  remarquer  d'abord  Timportance  fondamentale  de  ces  for- 
mules. Par  Opposition  aux    phenomenes  mecaniques,   les  pheno- 


(')   Voir  en  parliculier  O.  Lodgk,    Phil.    Trans.,  t.  CLXXXIV,   iSgS;  Hendek- 
SON  and  Henry,  Phyl.   Mag.,  5*  serie,  t.   XLIV,   1S97,  p.  20. 
(^)  Arch.  neer.,  t.  XXV,  1892,  p.  433. 
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menes  electromagneliques  sont  en  general  irreversibles  ä  cause  de 
la  radiation;  on  peul  meine,  pour  ce  motif,  esperer  obtenir  par 
leur  moyen  uoe  interpretalion  plus  complete  des  phenomenes  phy- 
siques  irreversibles.  Mais  les  equations  de  Lorentz  ne  changent 
pas  quand  on  v  change  le  signe  du  temps;  elles  contiennent  l'affir- 
mation  de  la  reversibilite,  tandis  que,  dans  les  potentiels  retardes 
et  les  actions  elemenlaires,  les  directions  positive  et  negative  du 
temps  jouent  des  röles  tout  differents,  On  y  a  introduit,  comme 
dans  les  cvcles  irreversibles  de  Helmholtz,  une  vitesse  dont  il  est 
par  Hypothese  impossible  de  changer  le  sens  :  la  vitesse  avec 
laquelle  les  ondes  Ä'e7o«o-/je«?  constamment  des  corps  qui  les  ont 
emises ;  c'est  de  lä  que  decoule  l  irreversibilite  electromagnetique. 
L'hypothese  supplementaire  qüi  y  conduit  doitdonc  etre  exaininee 
avec  soin. 

Soient  f[a\y^  z,  t)  une  fonction  continue,  proportionnelle  ä  la 
densite  electrique  p  (.r,  ),  ::,  ^)  et  z>  une  autre  fonction  jouissant 
dans  tout  Tespace  et  ä  l'infini  des  proprietes  de  continuit^  des 
potentiels  et  satisfaisant  partout  ä  l'equation 

(3)  ^^_A.  =  4./. 

II  est  facile  de  verifier  que  l'inlegrale 

(  i)  ■   9i(^'7i  ^-  O  =  / 

'       [r"^  =  l  X  —  x' }- -r-  ( _y  —  j' )' ^  (z  —  z' )^\ 

est  une  Solution  de  (3).  En  effet,  isoIons  un  tres  petit  volunie  Tq 
autour  du  point  a:)';;  on  pourra  differentier  sous  le  signe  somme 
lintegrale  relative  au  reste  de   Fespace  pour  laquelle  xyz   est   un 

point  exterieur :  en  y  appliquant  1  Operation  -i—,  —  ■^.  on  trouve 

zero.    A  linterieur  de  Tq,  l'operation  —  s'efiectue  encore  sous  le 

signe  somme,  et  donne  uii  resultat  tendant  vers  zero  avec  Tq.  Pour 
effectuer  l'operation  A,  posons,  /•  etant  tres  petit  dans  to, 

X ' =  /  "^    7 ?(^),^. 

^  r„         L 
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Lopeiation  — A.  appliquee  au  preiniei*  terine,  donne 

d'aijirsle  tlieorenie  de  Poisson;  pour  le  second  lerme,  le  denonii- 
naleur  /•  manquant.  le  lesiiltat  tend  \ers  zero  avec  To  ;   on  a  donc 
bien  l'equation  ('3).  Je  n  insiste  pas  siir  les  conditions  de  continuite 
Sans  imporlance  qu  il  faul  adivieltre  pour  les  derivees  de/. 
On  demontrerait  de  meme  que 


f: 


d-'f{x\y,  z'.  t 


) 


■i-J  r 


f{^-\ 


y 


^■■'-^) 


el.  plus  ii(''neralement. 


y 


:)  -F.,(^',y,  ^', /-i'j 


sont  encore  des  Solutions  de  (3),   pour\u  que  les    fonctions  arbi- 
Iraires  F,,  F^   satislassent  ä   la    relation 

Fi(a:,y,  z,  t  j-^  ¥.(x,  y,  z,  t)  =  f(x,y,  z,  t ). 

La  Solution  'i,  correspond  ä  des  ondes  qui  s  eloignent  en  tous 
sens  de  la  charge  electrique  qui  leur  a  donne  naissance  ;  '.So,  ä  des 
ondes  qui,  venanl  de  Tinfini,  convergent  vers  ces  memes  points; 
au  contraire  de  '^,  qui  ne  depend  que  des  etats  anterieurs,  'i..  ne 
depend  que  d  elats  posterieurs.  J^a  solulion  93  contient  les  deux 
especes  d'ondes;  enfiii  c;.,  correspond  ä  des  ondes  dont  les  cenlres 
d  »'branlement  pcu\ent  etre  situes  dans  lether  pur,  oü  y=  o. 
L  esperience  inonlre,  et  M.  Lorentz  admet,  que  les  ondes '^,  peuvent 
exister,  et  l'on  verrad  ailleurs(§  4)queriiypotliese  contraire  entrai- 
nerait  des  consequences  inadmissibles,  lellesque  la  possibilite  d'un 
perpeluinn  mobile.  On  en  conclura  d'abord  que  les  equations 
de  LoreiiLz  (et  le  i-esultat  s'etend  ä  cellesde  Maxwell  et  de  Hertz) 
admettent  luie  infinite  de  Solutions  satisfaisant  ä  toutes  les 
conditions,  inais  incoinpatibles  avec  Vexperience. 

On  trouve  effectivement  de  lelles  Solutions,  et  l'on  estanieneä  les 
ecarter  a  priori.,  cliaque  fois  que  Ton  calculepar  exempleles  oscil- 
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lalions  eleclriques  d'un  Systeme  (  sphere  conducüice,  excitaleurde 
Hertz,  elecLron  oscillant,  etc.  ). 

E\aLninons  les  livpotlieses  par  lesquelles  oii  croitpouvoir  elinii- 
ner  ces  Solutions.  On  demontre  qu'on  a  identiquement  pour  toute 
Solution  de  (3)  ä  l'interieur  d'une  surface  fermee  S 

(5)       9(.r,  j,  z.  t) 

J  r  J^,         [  On         r  \  ön  J  er  an  \_öt  \  1 

oü  Ton  a  posecomme  plus  haul 

Supposons  qua  uu  instant  quelconque  f  =  o  silue  dans  le  passe 
Ion  ait  eu  partout,  ou   du   moins  ä  de   grandes  distances,   co  =  o, 

— i-=:o;  on  pourra,   pour    toute   valeur   positive   de  t  et  en   toul 

point  xyz,  clioisir  pour  S  une  sphere  de  centre  ocyz  et  de  rayon 
R  >>  c^  suffisamment  grand  pour  que  tous  les  terraes  de  l'in- 
tegrale  de  surface  soient  nuls  :  il  restfra  bien  la  formuie  (4)- 
Ce  raisonnement  appeile  les  remarques  suivantes  : 

1°  Les  quanlites  qui  interviennent  dans  la  tlieorie  electroma- 
'gnetique  du  mouvement  uniforme  de  translation  ou  de  rotation  ne 
satisfont  Jamals  ä  la  condition  relative  a  /  =  o;  cette  theorie  reste 
donc  exclue.  Plus  geueralemen.t>  lesauteurs  qui  se  sont  servis  de  ce 
raisonnement  ne  se  sontguere,  la  formuie  une  fois  etablie,  preoccu- 
pes  de  verifier,  dans  les  questions  qu'ils  ont  traitees,  si  cette  con- 
dition est  bien  remplie.  Elle  ne  l'est  dans  presque  aucun  cas.  Or 
on  a  vu  que  la  formuie  doit  etre  absoliiment  generale. 

2"  S'il  n'y  a  pour  ^  =  o  qu'un  champ  tres  faible  ä  grande  dis- 
tance,  ce  champ,  si  c  est  celui  d'une  onde  convergente,  pourra 
acquerir  quelques  in>tants  plus  tard  une  tres  grande  inlensite  en 
un  point  donne  de  l'espace;  il  ne  suflit  donc  pas  de  supposer  le 
champ  faible  pour  l'instant^  =o  dans  tout  1  espace  (ou,  du  moins, 
ä  de  grandes  distances) ;  il  faut  quil  soit  rigoureusement  nul  (ce 
qui  est  une  hypothese  dun  caractere  inadmissible  en  Physique) 
ou  qu'on  ait  au  prealable  exclu  les  ondes  convergentes,  ce  qui  serail 
une  Petition  de  principe.  Dans  le  cas  du  son  (et  cette  analogie  peul 
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Iromper  faclleinent )  le  froltement  detruit  toule  onde  apres  peu 
d  instauts,  et  le  raisonnemeni  est  pratiquemeut  applicable;  il  n'en 
est  pas,  ainsi  de  I  eiher,  et  Ion  devrait  s  attendre,  a  priori^  ä  v  trou- 
ver  un  etat  de  choses  analogue  ä  celui  qu  on  observe  au  bord  d'iine 
grande  nappe  deau  oü,  ä  cote  des  vagues  divergentes  produites  par 
les  Corps  solides  du  rivage,  il  en  est  d'autres  qui  viennent  conslam- 
ment  du  large  et  ne  sont  produites  par  aucun  corps  solide.  Si  donc 
la  formule  (4)  n'est  pas  rigoureuse,  il  faudra  s'attendre  ä  chaque 
instant  ä  la  creation  subita  dun  champ  intense,  sorte  de  vague 
electromagnetique  venant  de  linfini  ou  qui  diverge  dune  region  de 
l'ether  vers  laquelle  eile  a  dabord  converge. 

3°  Le  seul  rayonnement  solaire  et  stellaire,  qui  cree  dans  tout 
1  univers  sideral  depuis  un  temps  extremeinent  long  un  chanip 
electromagnetique  oscdlant,  obligerait  ä  reciiler  linstant  ^  =  o  au 
delä  de  toutes  les  limites  du  connaissable.  Lne  hyjtothese  si  fon- 
damentale  ne  doit  pas  presenter  ce  caraQjere  inadmissible. 

4"  Examinons  ce  qui  a  du  se  passer  avant  linstant  ^  =  o.  On 
demontrera,  en  changeant  c  en  —  c,  la  formule  analogue 


(6) 


ts(a",  j,  z,  t) 

,  I 

=/^--/- 

(/)  = 

^f{T'.y\z,t^' 

I    /<^'-p'\    I    Or 
c    ■    öt  /   r  ün 


^)\ 


]^e  meme  raisonnenient  donnera 


r(f')  j . 


c'est-ä-djre  qiiavant  linstant  /  =  o,  les  ondes  etant  convergentes, 
les  corps  s  echauffaient  par  le  rayonnement  et  constituaient  ainsi 
des,  perpetuum  mobile. 

11  est  inutde  d  insisler  davantage.  L' hvpjotliese  qii'on  pari  du 
repos  {ou  les  modißcations  sans  importance  qui  en  ont  ete  pre- 
sentees)  n  ^est  pas  admissible  comme  base  de  la  loi  generale  des 
potentiels  retardes.  Elle  ne  Test  meme  pas  pour  des  cas  particuliers. 
Gonsiderons  un  oscillateur  hertzien  :  ä  linstant  ;  =  o  letincelle 
jaiilit,  le  champ  magnetique.  d'abord  nul  partout,  est  perlurbe; 
mais,  au  bout  dun  temps  tres  courl,  le  Systeme  est  de  nouveau  au 
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repos.  11  ne  l'est  d  ailleurs  \)as  exactement.  pas  plus  qu  il  ne  1  etait 
avanl  l'experience  :  il  ne  lest  que  sensiblement .  Si  nous  parlons, 
(lans  le  raisonnemenl.  du  premier  etat  de  repos,  il  n'y  aura  que 
des  ondes  convergenles.  Pourquoi  choisissons-nous  le  premier,  et 
n'avons-nous  aucun  scrupule  d'ailleurs,  pour  une  noiivelle  expe- 
rience,  de  choisir  le  second.  qui  joue  maintenant  le  role  de  pre- 
mier? C  est  que  les  parties  eloignees  de  1  espace,  et  inaccessibles  ä 
lexperience,  jouent  dans  riiypothese  un  role  preponderant  :  si 
elles  nous  auienaient  des  ondes  con\ergentes,  notre  raisonnement 
approximalif  ionde  sur  les  parties  rapprocliees  ne  donnerait  bien- 
t»Jt  plus  une  approximation  menie  grossiere. 

Mais  heureusement  nous  savons  a  priori  par  une  longue  expe- 
rience  que  les  ondes  eloignees  divergent^  et  c'est  ce  qui  nous 
pennet  de  les  negliger,  mais  en  rendant  inutile  la  demonstration. 
Si  l'ether  presentait  une  viscosite  analogue  ä  celle  de  lair,  des 
considerations  toutes  dlllerentes  interviendraienl  et  il  nj  aurait 
plus  Heu  de  setonner  de  l'irreversibilile.  puisqu'on  laurait  intro- 
duitedans  les  equations  elles-memes. 

Plus  generalement,  aucune  theorie  qui  tait  sur  l'etal  initial  des 
hvpotheses  plus  speciales  que  ne  l'exige  la  loi  des  potentiels  ne 
sera  admissible  !  eile  exclura  certains  phenomenes  possibles  et 
admettra,  pour  f  <;o,  des  Solutions  impossibles.  Quelle  est  des 
lors  la  condition  initiale  necessaire  et  süffisante  pour  que  (4)  ait 
Heu? 

Posons 

on  aura 

(7)  --77T— -^'^-o 

c-   ot- 


dans  tout  Tespace  '^  =  o  a  l'infini.  l^oiir  que  •!/   soit   nul    constam- 

ment,  il  faut  et  il  suffit  que  pour  ;  z=  o  on  ail  'i;=:o.  —  =o  dans 

tout  Tespace.  Cela  revient  ä  dire  que.  pour  que  la  formule  (4)  ait 
Heu  toujours,  iL  faut  et  il  suffit  quelle  ait  Heu  en  deux  instants 
t--:=o,  t  =  dt  infiniment  rapproches^  enonce  dont  il  n'j  a  e\ idem- 
ment  rien  ä  tirer  au  point  de  vue  de  Maxwell. 

Peut-on  remplacer  Thypothese  sur   Tetat     initial    par  quelque 
autre  condition  generale  equivalente? 

H.  >o 
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M.  Lorentz  (  ' )  ne  fait  pas  usage  de  celte  hypotliese.  II  admet 
öiniplement  qiie  Tintegrale  de  siirtace  dans  (5)  s'anniile  quand  S 
s'eloigne  indefinimenl.  Apres  avoir  ecrit  (4),  ü  continue  :  «  Celte 
Solution  n'est  donc  pas  lintegrale  generale  de  (3);  il  y  aura,  par 
exemple,  aussi  des  soIutions  correspondant  ä  un  mouveinent  des 
ondes  qui  serait  dirige  vers  les  elenients  de  volume  au  Heu  de  s'en 
eloigner.  Nous  les  rejetterons  de  la  tlieorie  en  admettant  une  fois 
poiir  toutes  que  les  elements  charges  sont  seuls  des  points  de 
dejiart  de  perturhations.  Nous  excluons  aussi  tous  les  etats  de  l'ether 
qui  sont  completemenl  independants  de  la  matiere  chargee  :  si 
celle-ci  n'existait  pas,  l'ether  resterait  conslamnient  au  repos.  » 

Mais  appliquons  saus  cliangemeut  ces  idees  ä  la  formule  (6)  : 
linlegrale  de  surface  sevanouissanl,  on  obtiendrait  des  ondes  con- 
vergentes.  Mais  ni  1  une  ni  l'autre  maniere  de  proceder  ne  sont 
admissiisles  :  ces  integrales  de  surface,  considerees  comme  fonc- 
tions  de  r,  J',  5,  t,  sont  la  Solution  generale  de  (6);  elles  ne  sau- 
raient  donc  tenclre  vers  zero^  pourune  valeur  donnee  de  ^,j',  z^  /, 
lorsque  la  surface  s'eloigne  indefinimenl  :  elles  onl  une  valeur 
invariable,  finie  ou  nulle,  selon  que  la  Solution  choisie  est  finie  ou 
nulle.  11  n  V  a  v\q\\  ;i  tirer  de  telles  idenlites.  EnJin,  il  n'j  a  aucun 
sens  precis  ä  attacher  \\  celte  proposition  :  les  perturhations  depen- 
(lant  de  Tether  seul  sont  exciues.  Si  l'on  adoptail,  a  priori,  les 
forinules  cso  ou  'J3,  qui  ne  dependent  egalement  que  de  la  matiere, 
on  pourrait  ecrire 

ü]  =:  'Jo-H  <v,         Oll         — Aq>  =  o, 

'  '"  c-    01- 

et  l'on  aurait  encore  le  droit  de  dire  quo  <I>  est  independant  de  la 
matiere,  puisque  son  equation  ditlerentielle  et  ses  conditions  de 
continiiite  en  sont  independantes.  Dans  celte  maniere  de  voir, 
c'est  C5,  qui  contiendrait  un  terme  independant  de  la  matiere.  Dira- 
t-on  ejifin  que  l'etat  en  un  point  est  delermine  par  1'  u  histoire 
anterieure  »  de  la  maniere  seule?  D'auti^es  Solutions  que  (3) 
restent  possibles. 


(')  Elektronenlheorie,  p.  i58;  ro«/-  aussi  Wiecheut,  Arch.  neerl.^  1900,  p.  549, 
et  P.  Hehtz,  Untersuchungen  über  unstetige  Bewegungen  eines  Elektrons 
Inaiig.  Diss.,  Göllingen,  1904,  p.  5  et  12^  en  note.  Dans  son  premier  Memoire  de 
1892,  M.  LorenU  se  contenle  de  verifier  que  les  equalions  sonl  5atisfaites. 
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L'insuffisance  de  ces  enonces,  et  d'iiutres  analogues,  lient  ä  ce 
c|ue  la  decomposition  d' un  chainp  en  ondes  est  une  Operation 
mathemalique  qui  peut  se  faire  d^une  infinite  de  nianieres. 
Mais  le  caractere  de  cetle  Operation  est  doublement  ai^tificiel  au 
point  de  vue  des  id^es  de  Max\\ell,  car  la  consideration  de  l'ori- 
gine  des  ondes  exige  celle  du  champ  entier  pendant  un  intervalle 
de  temps  fini,  landis  que  Maxwell  vovait  un  avantage  essentiel  de 
sa  theorie  precisement  de  ce  fait  qu'elle  rend  iiuitile  la  considera- 
tion des  actions  elementaires  et  de  lorigine  du  ciiamp  et  ne  se 
preoccupe  que  de  l"enloura<j;e  immediat  du  point  considere.  On 
voil  qu'il  n'en  est  rien,  et  que,  pour  eliminer  les  Solutions  physi- 
quement  impossibles,  il  ne  reste  qu'a  adopter  rt/^/'/o/Zles  formules 
des  potentiels  retardes,  qui  distinguent  les  actions  elementaires 
comme  le  faisaient  les  theories  classiques,  et  ä  constater  qu'elles 
satisfont  aux  equations,  c'est-ä-dire  peuveni  les  remplacer  comple- 
tement,  tandis  que  l'inverse  n'est  pas  le  cas. 

En  rapprochant  ces  resultats  de  ceux  du  paragraphe  precedent, 
on  voit  qu'en  derniere  analjse  c'est  la  forniule  des  actions  ele- 
mentaires, et  non  le  Systeme  d^equations  aux  derivees  par- 
tielles, qui  est  V expression  exacte  et  complete  de  la  theorie  de 
Lorentz. 

II  faut  ajouter,  il  est  vrai,  l'liypotliese  des  coordonnnees  abso- 
lues.  On  vient  de  voir  que  l'ether,  au  lieu  de  jouer  un  role  inde- 
pendant  et  meme  preponderant,  comme  on  au.rait  du  s'j  attendre 
puisqu'il  est  cense  etre  le  reservoir  de  toute  l'energie  electroma- 
gnetique,  se  derobe  une  fois  de  plus.  Son  seul  role  va  consister  ä 
fournir,  en  contradiction  a\ec  i'e\perience,  un  Systeme  de  coor- 
donnees  absolues. 

On  aura  evidemmenl  les  memes  difficultes  pour  passer  dun 
Systeme  quelconque  dequations  aux  derivees  partielles,  rever- 
sibles au  moins  en  ce  qui  concerne  letlier  pur,  aux  Solutions 
irreversibles  qu'exige  l'experience.  Dans  la  theorie  de  Hertz,  cela 
semble  meme  impossible.  Les  equations  aux  derivees  partielles 
et  la  notion  d'ether  sont  essentiellement  impropres  ä  exprimer 
l'ensemble  des  lois  de  la  propagation  des  actions  electrody- 
namiques. 
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§  ^.  —  L'rnergie. 


Maxwell  a  moiitre  que,  dans  lous  les  cas  particuliers  oü  Ton 
connail  l'energie  electromagnetique,  celle-ci  peut  se  metlre  sous 
la  forme  dune  integrale  etendiie  ä  tout  Tespace  qui,  dans  les 
hypotheses  de  Lorentz,  prend  la  forme 

W  =  TZ   A  Ei  -+-  E2  -i-  FJ  +  U%  -h  Hf  +  H? )  dz. 

Maxwell  admet,  et  c'est  un  poinl  important  de  son  svsteme,  que 
chaque  element  de  volume  est  effectivement,  et  dans  tous  les  cas, 
le  siege  d'une  quantite  d'energie  egfde  ä 

Poynting  a  ensuite  demontre  qu  il  resulte  des  equations  gene- 
rales  que  pour  toute  surface  z  fermee  on  a 

dT  —  cm  =  —  dt   fSndr^, 


/s„ 


ovi  öTT  est  le  travail  des  forces  exterieures,  et  S,,  la   composante 
suivant  la  normale  exterieure  du  vecteur  radiaiit 


-^(¥.yH,-EAly),         S^.=  -^(E,H,— E.,.H,), 


S-  = 


Ce  theoreme  s'enonce  elegamment  en  considerant  Tenergie 
comme  un  fluide  indestructible  qui  se  meut  parallelement  au 
vecteur  radiant,  image  qui  presente  certains  avantages  et  prete  le 
flanc  ä  bien  des  critiques  (' ).  En  particulier,  on  peut  se  demander 
si  cet  enonce  :  l^energie  conteniie  dans  tel volume  a  teile  valear 
a  vraiment  un  sens,  alors  que  nous  ne  pouvons  definir  que  des 
differences  d'energie. 

Nous  laisserons  de  cote  cette  queslion  metaphysique,  pour 
etudier  l'indetermination  dont  souffre  ce  mode  de  representation. 


(')    Voir  W.  WiKN,   Annalen   der  Physik  u.    Chemie,   2=  serie,    t   \LV,   1892, 
p.  68^. 
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L'energie  electrostatique  d'un  sjsteme  est 


|_rf2  =  (a-2  — a'i)'+(jK-2  — J'i)'^-(-2  — -i)"'J 


'^^  ^      r      r..^r,(nr'.      v.     2,),  P2  =  p  ( ^2,  72'  ^2  ) 


les  deiix  integralions  etant  elendues  ä  toutes  les  parties  de  l'espace 
ou  se  trouvent  des  charges  electriques. 

II  est  evident  que  celte  expression  peut,  dune  infinite  de 
manieres,  se  mettre  sous  la  forme  d'une  integrale  etendue  ä  tout 
l'espace,  et  celle  que  Maxwell  a  choisie  est,  au  point  de  vue  de 
son  Systeme,  particulierement  simple.  Mais  on  en  peut  indiquer 
d'autres  qui  auront,  par  exemple,  l'avantage  de  se  rapprocher 
davantage  des  formes  iisitees  dans  la  theorie  des  corps  elastiques. 
Ainsi,  introduisons,  au  lieu  de  la  force  ehctrique  E  en  x^y,  z  qui 
est 

le  vecteur 


(9)  ^=Jp.—y^d.„  r,=Jp,^^ 


d-u 


s  —  ■  •) 


d'oü 

(10) 


ox        öy        äz       J     ''\ 
dy        öz  ~    ''  dz        der  '  dx        dy 


Or,  si  ^,  Y),  L^  etaient  les  composantes  du  deplacemenl  d'un  corps 
elastique,  l'energie  de  ce  dernier  serait,  comme  on  sait, 


(II)     W=J 


d\_        dr^        d^y 
dx        dy        dz  / 

^   dY)        di]   d^        dl    d^         \  ( d\        dfj\-2 


ydx 


1  i&r^      diy      I  /dz      diyi  )  , 

\  et  [j.  elant  des  constantes  d'elasticite  du  corps,  ou,  en  ajoutantles 
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cjuantites  nulles  7(7^  —  ;p  )   '  •  ■  •  el  transformant, 

J     \i)x        öy        Oz] 
—  a  /      Ti   (  — ^  cos ny cos /i  j-  )  -r- .  .  .     d%' . 

Si  le  Corps  elastique  est  infiniment  etendu,  en  vertu  des  formules 
(9),  l'integrale  de  surface  s'evanouira,  et  il  reslera 

L'electricite  etant  supposee  invariablement  atlachee  ä  de  petits 
Corps  solides  (ions)  X'/,  on  a 


(       \  '  /  ,n,n 


Le  premier  terme  ne  depend  pas  des  positions  mutuelles  des 
Corps;  son  integrale  par  rapport  ä  x^y,  z,  etendue  ä  toutl'espace, 
sera  une  constante.  Dans  la  double  somme,  les  variables  .r,,  )^(,  r,, 
^i^y-i:  ^2  prennent  les  ensembles  de  valeurs  relatives  ä  une  combi- 
naison  quelconque  d'ions  differetils  kmi  A'«  ;  on  n'a  donc  jamais 
x^  ==^72)^1  =JK2?  -1^525  ce  qui  permet  d'intervertir  l'ordre  des 
integrations  et  d'ecrire 

Pour  evaluer  lintegrale  prise  par  rapport  a  x,  y.  z,  inlroduisons 
des  coordonnees  polaires  /•,  3.  ci,  avec  j:,,  j'(,  Zi  comme  pole,  la 
ligne  (Xf^y^,  z, ),  (xn-,  JK21  ^2 )  comme  axe  polaire.  Soit  /ri  la  dis- 
tance  de  ces  deux  points;  on  aura  ä  calculer 

fji^=  r'"rf,  r,ft  r >.i;±± — . 

J     ''\'-2       Jo  'Ja  Jo       ri,  -^r^— -2  i-i.r  cos:; 

r^  cC^  /                 /■  —  /•,,  cos27\'=" 
=  2-1       —  I  arc  ta  n  <r '-. — ;: — 

^0  ''12    \  '"12  S'"-'        /'■  =  0 


XVIII.  —  suR  l'klectrodvna.miql'k  gexkrale.  343 

Les    valeurs   principales  (comprises   entre  —  -  et  +  -  j  sont  - 
poiir  /•  -^^  cc,  et  1^  —  -  pour/'  =  o  ;  on  Irouve  finalement 

r'^dbir.  —  ?;)        -3 
■2-         =  — , 

./„  /'la  ''12 


d'oü 


(.1)  w'=y,3x  r  rpiüii 


o.d-.,  d-.., 


const. 


Oll  coacliit  enfin,  en  choisissaiit  )v  = — -y  que,  dans  les  Iijpo- 
theses  faites  etavec  les  unites  introduites,  l'energie  elasiique^' 
se/'a,  ä  une  constante  additive pres^  egale  ä  rener gie  electrique 
Wj;  donnee  par  (8)  et  que  l'on  a  en  particuller  la  formule 

formule  irreductible  ä  celle  de  Maxwell,  et  donnanl  une  reparti- 
tion  de  l'energie  toute  differenle.  II  serait  aise  d'oblenir,  en  par- 
lant  de  la,  une  express'on  analogue  pour  l'energie  des  ainianls  et, 
par  consequenl,  des  courants;  et  l'on  voll  que,  meine  en  exigeant 
la  siniplicite  des  formules^  la  localisation  de  l'enetgie  reste  un 
prob  lerne  indeterm  in  e . 

II  en  est  de  meine  du  (lux  d'energie  (');  on  peut  toujours  modi- 
fier  le  mouvement  du  Jluide  energie  de  facon  arbitraire  en  ajou- 
tant  au  \ecteur  de  Poynting  un  autre  vecteur  («,<•,(<')  assujelli 
seulement  ä  satisfaire  a  l'equation  des  fluides  incompressibles 


d'oü 


Le  tlieoit'ine  de  Poynting,  consequence  des  equations  generales, 
ne  leur  ajoute  rien  ;  la  localisation  de  V energie  doit  donc  etre 
comptee  au  nombre  des  conceptions  loßiguement  inuliles  (et 
peut-etre  parfois  riuisibles)  de  la  theorie. 


(')   Voir  rarlicle  de  AI.  Voss  dans  Encyldop.  d.  malh.  Wisi<enschaften,  l.  IV, 
art.  1;,  1901,  p.  1 1 i-i  14. 


Oll 
dx 

oy    '     dz 

f     Un  dS  =  0. 
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Mais  il  est  un  autre  aspect  sous  lequel  il  importe  de  considerer 
le  theoreme  de  Pojnling. 

La  source  premiere  du  theoreme  de  la  conservation  de  l'energie 

a    ete    et   restera    I'iinpossibilite    experimenlale     du   perpetuum 

mobile,  impossibilite  qui   doit  subsisler,  quelles  que  soient   nos 

idees  sur  les  apports  d'energie  qu'est  susceptible  defournir  l'ether 

en  l'absence  de  corps  materlels.  Le  theoreme  de  l'energie,  sous  sa 

forme  classique 

W  =  const., 

exph'quait  cetle  impossibilite.  Le  tiieoreme  de  Poynting,  n'exl- 
geant  que  la  possibih'te  de  la  transformation  d'une  integrale  de 
volume  (deja  en  partie  arbitraire)  en  integrale  de  surface,  exprime 
infmiment  moins  :  loin  de  rendre  compte  de  cette  impossibilite, 
il  admet  parfaitement  la  construclion  d^un  perpetuum  mobile. 
Cela  lient  ä  ce  que,  tant  qu'on  n'a  pas  introdiiit  Thypothese  jdes 
potentiels  relardes,  un  apporl  conlinu  d'energie  par  des  ondes 
convergentes  venant  de  Tinfini  reste  tout  aussi  possible  que  la 
perte  d'energie  qu'on  observe  en  realite.  Or  un  engin  qui  lirerait 
perpetuellement  de  l'energie  de  l'ether  seul,  independammenl  de 
la  presence  des  corps  mateiiels,  serait  un perpeluum  mobile.  On 
sail  d'ailleurs  qu'en  adoplant  la  formule  des  potentiels  retardes, 
on  demonlre  (*)  qu'une  particule  acceleree  perd  de  l'energie  et 
subit  de  ce  fait  une  reaction  proportionnelle  ä  la  derivee  de  Tacce- 
leration.  II  suffit  de  changer  le  signe  de  c  pour  passer  ä  l'hypo- 
these  des  ondes  convergentes;  on  voit  alors  que  le  signe  du  vecleur 
radiant  change  egalement,  et  la  nouvelle  hypotliese  conduira,  par 
exemple  dans  le  cas  d'une  particule  en  Vibration,  ä  une  augmenta- 
tion  continuelle  de  l'amplitude  avec  le  temps,  et  plus  generalement 
ä  une  augmentation  d'energie  du  Systeme. 

Le  theoreme  de  Poynting  n' exprime  la  loi  de  Venevgie  que 
lorsqu'on  y  remplace  les  cham,ps par  leiir  expression  tiree  de 
ses  potentiels  retardes,  restriction  qui  lui  enleve  beaiicoup  de  sori 
elegance  et  de  sa  portee. 

Si  l'on  part  d'un  etat  oü  le  rayonnement  est  sensiblement  nul  et 
Oll  l'energie  E,  peut  etre  evaluee  en  travail,  et  quon   arrive  ä   un 

(')  I^oiiENTZ,    Elektronentheorie,    p.    i8(i.    —     Lar.mor,    Aelher    and  Matter, 
Chap.  XIV. 
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etat  analogue  (energie  E2),  le  Systeme  etant  suppose  soustrait  ä 
Taction  de  corps  exterieurs,  on  aura  dans  la  tlieorie  de  Lorentz 
(qui  suppose  adniise  la  forniule  des  polentiels) 

l'egalite  n'ajant  lieu  que  si  le  ravonnement  a  ete  continuellem.ent 
nu\.  L^im\)OSiih'ililt  du  perpeluum  mobile  ne  donne  egalement, 
dans  un  Systeme  essentiellement  irreversible,  qu'une  inegalite  : 
l'energie  ne  peut  Jamals  augmenter.  II  j  a  parallelisme,  sous  ce 
rapport,  avec  la  loi  de  l'entropie.  Enfait,  l'energie  electromagne- 
tique  ne  se  conserve  pas  en  general,  c'est-ä-dire  qu'il  n'existe  pas 
d'inlegrale  W  =  const.  On  sauve  la  loi  de  la  conservation  de 
l'energie  en  attribuantä  l'ether  la  qiiantite  perdue,  et  '^e  procede  a 
certainement  de  grands  avantages,  surtout  quand  on  peut  recupe- 
rer  en  entier  l'energie  perdue  par  le  sysl^me  au  mojen  de  corps 
qui  n'agissent pas  sensiblement  sur  lui,  oomme  les  corps  noirs, 
en  Optique.  Mai?,  cette  energie  ne  pruduisant  pas  dans  ce  milieu 
hypotheti(|ue  aiicune  modification  qui  soit  perceplible  aux  sens, 
on  peut  se  demander  si.  dans  ces  conditions,  il  ne  serait  pas  pos- 
sible  de  sauver  de  meme  toute  autre  loi  analogue,  et  on  l'a  fait 
effectivement  pour  la  quanlite  de  mouvement  electromagnetique. 
Dans  le  aas  le  plus  general  du  rayonnement  electromagne- 
tique, la  conservation  de  l  energie  n^est  plus  une  loi,  mais  une 
Convention.  C'est  lä  une  evolution  assez  frequenle  dans  le  domaine 
des  verites  pliyslques,  comme  la  expose  M.  Poincare  (' ). 


§  3.    —    La    GRAVITATION. 

Si  Ion  considere  les  theories  electromagnetiques  sous  leur  forme 
actuelle  comme  une  base  generale  pour  l'explication  des  pbeno- 
menes  pliysiques,  role  que  remplissaitjiisqu'ici  la  Mecanique  seule, 
il  conviendra,  en  premier  lieu,  de  se  demander  si  Ion  peut  faire 
rentrerla  gravitation  dans  ce  schema  general.  La  notlon  de  champ 


(')  H.  Poincare.  Science  et  Hypothese,  Paris,  1901.  Kernarquoiis  encoie  que 
cel  enonce  :  «  L'energie  du  monde  entier  sc  conserve  »  n'a  aucun  sens,  sauf  pour 
un  espace  ä  courbure  positive  constante. 
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avec  ses  consequences  est-elle   siisceptible  de    s'y  appliquer?   La 
reponse  donnee  par  iNIaxwell  (')  est  negative. 

En  introduisaiit,  en  efTet,  la  force  Pij-RyR-  que  Ja  gravitation 
exerce  en  un  point^r)';  del'espace  sur  l'unite  de  masse,  on  pourra 
bien,  comme  en  Electrostalique,  determiner  cette  force  par  le  Sys- 
teme d'equation  (p-=  densite) 


Ifl^o,         R,  =  o, 


consl. 


rjRj        dRy        dR. 

dx          dy          dz 

=  —  4'^i-'-, 

dRy 

dz 

dR.^ 

<>y 

=  0, 

dR,       öRr 

dx          dz    ="' 

dR,^                  dRy 

dy           dx 

et  la  valeui-  de  l'energie  sera 


=  -^  fd-.{R^-^R^j.+  Rl 


(l'unite  de  masse  etant  convenablement  choisie).  Comme  il  y  a 
attraction,  l'integrale  a  le  signe  — .  Or,  dit  Maxwell,  l'energie  etant 
essentiellement  positive,  pour  que  E  seit  positif,  il  faudra  choisir 
pour  la  constante  une  valeur  enorme,  superieure  ä  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  acqnerir  l'integrale  pour  toutes  les  positions 
possibles  des  corps  ;  l'energie  intrinseque  du  champ  de  gravitation 
doit  donc  etre  diniinuee  partout  oü  la  gravitation  est  sensible. 
«  Comme  il  m'est  impossible  de  comprendre  comment  un  milieu 
pourrait  posseder  de  telles  proprietes,  je  ne  puis  poursuivre  dans 
cette  voie  la  recherche  de  la  cause  de  la  gravitation.  » 

On  peut  encore  dire  que  la  coudition  de  stabilite  d'un  milieu 
continu,  elastiqiie  ou  autre,  est  toujours  que  l'energie  soitminimum 
quand  la  deformation  est  nulle;  ici,  eile  est  maximum  pourR  =  o; 
le  champ  de  gravitation  serait  en  eqiiilibre  instable  ä  Vinfini 
et paitout  oii  R  est  nul. 

La  notion  de  cbamp  ne  semble  donc  pas  pouvoir  s'appliquer  ä 
la  gravitation ;  il  ne  saurait  des  lors  etre  qiiestion  de  l'envisager 
comme  une  base  generale  pour  l'explication  des  pbcnomenes  pby- 
siqiies. 

Au  contraire,  la  loi  d  action  elementaire  qui  resulte  de  la  tlieo- 
rie  de  Lorentz,  si  l'on  y  remplace  les  charges  electriques  par  des 

(')  .Maxweli,,  Scient.  I'apers.  t.  I,  p.  570. 
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masses,  peut,  comme  d'ailleurs  leslois  analogues  de  Weber,  Gauss, 
etc.,  remplacer  la  loi  classique  de  la  gravitation  sansque  les  termes 
nouveaux  et  la  propagation  ainsi  introduits  aient  d'influence 
appreciable  sur  les  phenomenes  astronomiques  (');  ces  termes,  en 
effet,  sont  du  second  ordre  (-)  et,  par  consequent,  extreniement 
petits.  On  sait  que  Laplace  etait  parvenu  ä  ce  resultat  que  la  vitesse 
de  propagation  de  la  gravitation  est  au  moins  100 000 000  de  fois 
plus  grande  que  celle  de  la  lumiere;  mais  cela  lient  ä  ce  que,  dans 
sa  maniere  de  concevoir  la  propagation,  celle-ci  introduisait  un 
terme  du  premier  ordre  et  que,  de  plus,  ce  lerme  correspond  ä  un 
frottement,  ce  qui  n'a  pas  lieu  chez  Lorentz. 

L'explication  de  Zöllner  adoptee  par  Lorentz  est,  onle  sait,  que 
l'attractioQ  de  deux  charges  electriques  de  signe  contraire  estlege- 
rement  plus  grande  que  la  repulsion  de  deux  charges  de  meme  signe 
et  de  meme  valeur  absolue.  Gette  explication  detruit  l'unite  du 
cliamp  electrique,  et  n'est  des  lors  applicable  qu'aux  actions  ele- 
mentaires. 

§  G.    —   L"aCTIOX    et    LA   REACTION. 

L'etlier  agissant  sur  les  ions  sans  subir  lui-nieme  d'action,  le 
principe  de  Newton  n'est  pas  satisfait  dans  la  tlieorie  de  Lorentz, 
et  M.  Poincare  (')  a  montre  qu'on  a  pour  la  resultante  de  trans- 
lation 

£P"   X$s..    (±s. 

ou  les  integrales  sont  etendues  ä  tout  Tespace  et  S  le  vecteur  ra- 
diant.  De  plus,  un  corps  electrise  en  mouvement  uniforme  exerce 
sur  lui-meme,  en  general,  uu  couple.  II  iraporte  de  considerer 
separement  les  divers  aspects  de  la  question  qui  se  pose  :  peut-on, 
au  point  de  vue  des  faits,  tirer  de  celte  inegalite  de  l'action  et  de 
la  reaction  une  objection  a  la  theorie  de  Lorenlz?  La  reponse  est 
affirmative. 


(')  Lorentz,  Zittißgs  verslag,  Anislerdam,  t.  VIII,  1900,  p.  Go3 ;  Wilkens, 
Physik.  Zeilschr.,  t.  VII,  1906,  p.  8^6  ;  Walker,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906, 
p.  3oo. 

(')  C'esl-ä-dire  contiennent  Ic  facteur  -  =  — -—  a  la  secomle  puissance. 

c  i  ^ 

(3)  Archives  neer.,  2'  serie,  t.  V,  1900,  p.  252;  Electricite  et  Optique,  p.  448. 
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Considerons  d'abord  deux  electrons  de  cliarge  e,  e\  de  coordon- 
nees  x^y^  z\  x' , y' ^  z',  de  vitesse  p,  v'  et  d'accelerations  w,  «■', 
places  ä  une  distance  Tun  de  l'autre  grande  par  rapport  ä  leurs 
diniensions.  MM.  Lienard  (')  et  Wiechert(-)  ont  montre  que  Ton 
a,  pour  les  potentiels  produits  par  e', 

9  =    •= ,   ^   -■   >  A.r  =  — } /"TT  '  ) •  •  •  ) 


FFW]'    "FF?)]' 


oü  il  faut  prendie  les  quantiles  placees  entre  crochets  ä  un  instant 

anterieur  t lel  que  l'onde  emise  en  cet  instant  atteigne  (xyz) 

en  /;  le  vecteur  /•  est  dirige  de  e'  vers  e,  et  Ion  a  l'equation 

/■■i=\x(t)~x'(t—^)\' 

11  suflira  de  considerer  le  cas  particulier  oü  les  vitesses  et  les 
accelerations  sont  faibles,  en  sorte  qn'on  peut  poser 

X  ( <  —  - )  =  cc  (t)—  -  ^i(o  '+"7^"'•c(^^ 

Un  calcul  facile,  qu'on  trouvera  d'ailleurs  dans  la  seconde  Partie, 
donne  alors  les  developpements  de  $  et  de  A,  d'oü  resulte,  pour 
la  force  F^;  exercee  par  e'  sur  e,  l'expression 

(.3)  F. ^ ..'  r^iüfi^ /, ^  '"-^ Y^  _  ''-^'^ + ^'' < - '--^^ ) 

L        ?'  \  2  0^  C-  / 

-^  -T-i '■ -. ■ ' 

p-c-  'ic-p  J 

oü  toutes  les  (|uantites  v' ,  w\  v  doivent  etre  prises  ä  Finstanl  t  et 
oü  p  est  la  distance  actuelle  des  points  e,  e'. 

Cette  expression  contient  les  vitesses  et  les  accelerations  d'une 
maniere  dissynietrique  et  met  bien  en  evidence  l'inegalite  de  Tac- 
tion  et  de  la  reaction,  meine  lorsque,  les  accelerations  etant  sup- 
posees  negligeabtes,   il  n'y  a  pas   de   rayonnement.    Dans   le 

(')  Lienard,  L'  Eclairage  electrique,  t.  WI,  189S,  p.  5,  53,  106. 
(')   WiECHERT,  Arcliives  neerl.,  2"  serie^  t.  V,  1900,  p.  549. 
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cas  dun  mouvement  de  translation  uniforme  des  points  on  a 

v  =  v',         w'  =  o; 

le  terme  multiplie  par  cos(p,  ^)  est  dirige  suivant  la  ligne  de 
ionction  de  ee'  ei  satisfait  au  principe;  le  terme -4— ^donne  une 
force  parallele  ä  ^',  appliquee  ä  e,  et  une  aulre,  egale  et  opposee, 
appliquee  ä  e'.  Si  les  cliarges  e,  e'  sont  liees  par  une  droite  rigide, 
ces  deux  forces  donneront  un  couple  dont  Taxe  est  perpendicu- 
laire  ä  la  vitesse  v  et  la  ligne  de  jonction  z. 

()n  verra,  dans  la  seconde  Partie,  qu  aucune  experience  n'exige 
cette  dissymetrie  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  et  cela  est  evi- 
dent a priori;  car,  aucune  expeiüence  n'ajant  mis  en  evidence 
autre  chose  que  des  mouvements  relatifs,  l'expression  (i3)  doit 
pouvoir  etre  remplacee  par  une  autre  qui  ne  contient  que  des 
vitesses  relatives  au  second  degre;  une  teile  expression,  assujettie 
ä  etre  une  composante  de  vecteur,  ne  saurait  presenter  une  teile 
dissymetrie. 

D'autre  part,  une  experience  de  MM.  Trouton  et  Noble  (' ),  qui 
aurait  du,  dans  le  cas  dun  condensateur  charge,  mettre  en  evidence 
le  couple  dont  il  a  ete  question,  a  donne  un  resultat  negatif.  En  ce 
qui  concerne  les  ternies  relatifs  aux  vitesses,  l'inegalite  de 
Vaction  et  de  la  reaction  constitue  donc  certainenient  une  ffrave 
objection  de  la.  iheorie  de  Lorentz. 

On  ne  saurait  en  dire  autant.  au  point  de  vue  experimental,  de 

la  dissymetrie  des  termes  qui  dependent  de  l'acceleration  w';  ils 

donnent  lieu,  en  etFet,  aux  vitesses    faibles,    et,    quand   certaines 

conditions  de  symetrie  sont  satisfaites,  ä  la  masse  electroniagne- 

tique  et,  plus  generalement,    ä  une  reaction  d'inertie.   Pour  une 

sphere  uniformement  chargee,  derayonR,  la  resultante  des  actions 

elementaires 

de  de' 

; '  ^x  -T-  ^^r,  COS  0  37  ) 

2C2p  -^  P  '         ' 


est 


^  e"-  4  e2  4  g2 

5R^-       5R'"^'     5R"^' 


'    4    ^ 


la  quantite  -  —  est  donc  la  masse  electromagnetique,   et,  en  fai- 


(')  London  Transact.,  K,  t.  CCII,  igo3.  p.  i6J. 
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sant  meine  abslraction  des  experiences  de  M.  Raufmann,  rien  ne 
pennet  de  nier  la  possibilite  d'une  teile  reaclion;  il  est.  au  con- 
Iraire,  e\ident  qu  il  v  a  un  a\  anläge  considerable,  au  point  de  viie 
de  1  unite  de  nos  conceptions,  ä  pouvoir  deduire  la  reaction  d'i- 
nertie  et  l'energie  cinetique  de  Tenergie  eleclromagnetique.  Nous 
etudierons  plus  loin  la  question  de  la  variabilite  de  la  masse  avec 
la  vilesse. 

La  theorie  de  Hertz  satisfait  au  principe  d'une  maniere  generale. 
Par  exemple,  ä  la  pression  qu'exerce  la  luniiere  sur  un  corps 
plonge  dans  le  dielectri(|ue  air  ou  etlier  correspoud  une  reaction 
de  meme  grandeur  appliquee  ä  ces  dielectiiques  {^\  en  sorte 
que,  dans  le  j^remier  cas,  le  principe  est  satisfait  en  ne  conside- 
rant  que  la  matiere  seule.  Mais  Texperience  a  demontre  Fexistence 
de  cette  pression,  meme  dans  les  vides  las  plus  parfaits;  dans  ce 
dernier  cas  il  n'v  a  pas  de  reaction,  suivanl  Lorentz,  et,  suivant 
Hertz,  il  y  en  a  bien  une,  et  l'ether  est  mis  en  mouvement;  mais, 
pour  la  rendre  sensible,  il  faudrait  que  l'ether  renoncät  ä  se  dero- 
ber  ä  toules  les  experiences.  Pour  qui  ne  conserve  pas  cet  espoir,  il 
est  difficile  de  dire  si.  dans  ce  cas,  l'avantage  logique  est  du  cöte 
de  Lorentz  qui  exprime  simplementle  fait  d'une  action  sans  reac- 
tion, ou  de  celui  de  Hertz  quisauve  le  principe,  mais  d  une  maniere 
teile  qu'il  devient  une  simple  Convention. 

Si  l'on  s'en  tient  aux  actions  exercees  par  les  ions  les  uns  sur 
les  autres,  sans  faire  inter\enir  d  intermediaire  tel  que  l'ether,  la 
vitesse  finie  de  propagation  entraine  la  non-simultaneite  et,  par 
suile,  rinegalite  des  actions  de  ions  separes  par  le  vide  (au  moins 
en  generalj. 

Dans  les  theories  classiques  de  TOplique,  par  exemple  dans  la 
theorie  de  la  dispersionde  Seilmeier  et  d  Helmholtz,  laction  de  la 
luniiere  sur  les  molecules  etait  egale  ä  la  reaction  de  celles-ci  uir 
V etiler ;  le  principe  n'a  jamais  ete  considere  comme  s'appliquant  ä 
la  matiere  seule.  Ce  qu'on  peut  objecter  ä  la  theorie,  c'est  quil  serait 
plus  salisfaisant  que  Tintermediaire  lüt  concu  de  maniere  ä  repon- 
dre  ä  la  condition  d'egalite  de  laction  et  de  la  reaction,  et  j  ai 
indique,  dans  rintroduclion,  que  lenergie  rayonnante,  malerialisee 
et  projelee  a\ec  la  vitesse  de  la  lumiere.  constiiue  un  tel  interme- 

(  '  ;    POINCARE,    loC.  eil. 
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diaire  (*).  On  revient  ainsi,  sous  une  forme  nouvelle,  ä  la  theorie 
de  l'emission,  et,  pour  me  servir  de  l'exemple  de  M.  Poincare,  le 
recul  d'une  piece  d'artillerie  et  la  force  siibie  par  un  corps  qui 
envoie  une  onde  d'energie  rayonnante  dans  une  certaine  directiou 
deviennent  absolument  analogues,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  lorsque, 
au  lieu  de  se  servir  de  cetle  image,  on  considere  l'energie  comme 
propagee  (hjpolhese  de  l'ether). 

M.  Poincare  a  montre  que  l'inegallte  de  Taclion  et  de  la  reaction 
n'entraine  pas,  dans  la  theorie  de  Lorentz,  le  mouvement  perpe- 
tuel ;  il  faut  ajouter  :  ä  la  condition  d'admeltre  l'hypothese  des 
potentiels  retardes. 

§  7.  —  Analogie  extuic  i.'kther  et  les  cokps  elastiques. 

Les  equations  de  Maxwell  et  de  Lorentz  prennent,  dans  le  cas 
de  l'ether  pur,  une  forme  remarquablemenl  analogue  ä  celle  des 
equations  de  l'elasticile.  Quelle  est  la  signification  reelle  de  cette 

analogic  ? 

Le  vecteur  electrlque  E  satisfalt,  dans  l'ether,  aux  equations 


(i4) 


c2     üt-  c'     üt- 

0\l.r        dEy        dE^  _ 
ÖT  öv  Oz 


etil  en  est  de  meme  de  H.  Cest  lä  une  consequence  immediate 
des  equations  fondamentales  (l)  ä  (IV). 

D'autre  part,  soienl  ;,  y.,  ^  les  composantes  du  deplacement, 
suppost-  petit,  d'un  point  d"un  corps  elastique,  A,  B  des  constantes, 
\x  la  densite  :  on  a 


(i5) 


'^'^  A    V-        \K^^ 

ijL =  A  A;  -T-  hs  — -  > 

'    öt-  '  c*^ 

'^''^  A    V        ■     V.'-''' 

\x  - —  =  A  Ar,  -i-  n  —  » 

^     fjfi  Oy 


^'7^ 

t 

oü 

Ol 

d-r, 

dl 

ff 

7x 

Oy 

Oz 

(')  Elle  permel  en  meme  temps  d'eviter  le  mouvement  absolu  et  d'aulres  dif- 
ficulles  {voir  Iniroduction  el  deuxieme  Partie). 
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La  theorie  electromagnetique  monlre,  on  le  sait,  que  E  est  idenli- 
que  au  vecteur  de  Fresnel,  H  au  vecteurde  Neumann  (parallele  au 
plan  de  polarisation  ).  L'identification  des  sjstemes  (i4)  et  (i5) 
conduira  ä  une  theorie  elastique  de  la  lumiere.  Pour  cela,  il  faut 
admettre  ou  lincompressibilite  de  i'ether,  c'est-ä-dire  la  condi- 

tion 

d^        ür,  _^  Ol!;  _ 

ou  la  condition  \-|-ß  =  o.  Dans  les  deux  cas,  ridentificalion  est 
immediate  ;  ces  deuxmanieres  d'expliquer  la  non-existence  d'ondes 
longitiidinales  ont  ete  admises  l'une  et  lautre.  Dans  chacune  de 
ces  hypotheses  on  pourra  encore  choisir  entre  la  theorie  de  Fresnel 
qui  conduit  ä  identifier  la  vilesse 

\  dt'  dt'  dt  / 

de  I'ether  avec  E,  on  celle  de  Neumann  qui  remplace  E  par  H. 

Quelles  sont  les  conditions  generales  necessaires  et  süffisantes 
pour  qu'iin  phenomene  phjsique  caracterise  par  un  vecteur  suive 
les  lois  exprimees  par  (i5)?  Je  dis  que  ce  sont  les  suivantes  : 

1°  Le  phenomene  est  reversible. 

2"  ;,  /],  ^  satisfont  a  un  sjsteme  de  trois  eqüations  aux  derivees 
partielles  qui  est  du  second  ordre  au  plus,  et,  du  moins  enpremiere 
approximation,  est  lineaire. 

3°   Le  milieu  est  isotrope  et  homogene. 

En  effet,  vu  la  reversibilite,  les  eqüations  ne  coutiendronl  pas 
de  derivees  premieres  par  rapport  au  temps  ;  on  pourra  les  resoudre 
par  rapporl  aux  derivees  secondes 

d2j        d'-ri        d^ 
dT^'      'di^'     "dF' 

qui  sont  les  composanles  d'un  vecteur.  Vu  Diomogeneite,  les 
membres  de  droite  seront  ä  coefficients  constants,  et,  vu  Tisotropie, 
ce  seront  des  sommes  de  composantes  de  vecteurs  obtenus  par  dif- 
ferentiation  de  c,  r,.  <.  par  rapport  kx',y,  z.  Or,  ^L  Burckhardt  (') 


(')  Blrckiiardt,  Math.  Annalen,  l.  \LIII,  1898,  p.  197;  Enzyclop.   d.  laath. 
IViss.,  Bd.  IV,  All.  k'i,  '901,  p.  20. 
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a  fletermine  lous  ces  vecteurs  :  lorsqu'on  n'admel  qiie  le.s  derivees 
premieres  et  secondes,  il  n'en  exisle  que  trois  qui  soienl  lineaire- 
ment  independants,  savoir 

'ö■r^  dl      ijl  'A     ^  —  — 

^dz        dy'  dx        dz\dy        dx 

'  d<y     dl     dl  \ 
\  dx    ör    dz  J 

et  Ion  aura,  «,  b,  c  elant  des  consLanles, 


ö^i              /dr, 
UF  ^  "^  \dz~ 

dy  /                         dx 

d^  r             /  dl 
— r  =  «     — ^  - 
dt-             V  dx 

-  —       -r  6  Ar,  -H  c  -— 
oz)                          dy 

o'-l 

dt^    -  •  •  •  • 

En  changeant  les  signes  de  x^  y,  z  et  ajant  egard  ä  l'isotropie 
complete,  on  troiive  a  =  o;  il  raste  donc  bien  le  Systeme  (i5), 

C.   Q.  F.    D. 

La  condition  (i)  est  satisfaite  par  lous  les  phenomenes  niecani- 
ques  (et  nous  avons  vu  qu'en  realite  eile  ne  devrait  pas  etre  satis- 
faite par  les  equations  electromagnetiques,  qui  devraient  corres- 
pondre  ä  des  phenomenes  irreversibles);  (2)  et  (3)  le  sont  par  les 
phenomenes  de  diffusion,  de  propagation  de  la  chaleur  et  d'autres 
qui  cerlainement  ne  presentent  entre  eux  aucune  connexion  de 
nalure.  On  en  conclura  que  l'analogie  entre  (i4)  et  (i5)  est  beau- 
coup  moins  caracterislique  qu'on  n'est,  au  premier  moment,  porte 
ä  le  croire.  On  ne  conclura  ä  une  connexion  physique  reelle  entre 
les  deuxordres  de  phenomenes  que  si  Tanalogie  se  continue  encore 
au  delä  de  cette  forme  analytique  generale.  Mais  c'est  precisement 
ce  qui  n'est  pas  le  cas.  En  elTet,  l'hypothese  dela  vitesse  de  propa- 
gation nulle  des  ondes  longitudinales  (A+  B  =  o)  n'est,  comme 
Tont  dejä  remarque  Green  et  Cauchy,  pas  admissible  pour  un 
Corps  elastique  fini;  un  tel  corps  n'opposerait  aucune  resistance  ä 
la  compression,  son  equilibre  serail  instable.  Ce  n'est  que  recem- 
ment  que  Velher  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  nous  a  permis  de 
concevoir  de  tels  s}*^lemes.  D'aulre  pari,  l'hypothese  de  l'incom- 
R.  23 
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pressibilite  exige  l'introduction  dans  les  equalions  d'un  facteur  de 
Lagrang^e,  jouant  le  röle  de  pression ;  ridenlidcation  n'est  plus 
possible  que  pour  les  cas  oü  cette  pression  est  c'onstante.  Enfin,les 
conditions  aiix  limites  qu'exige  rOplique  ne  sont  pas  Celles  de  la 
theorie  de  l'elasticile. 

Je  ne  crois  donc  pas  que  Con  doive  considerer  a  priori  ces 
analogies  comme  lindice  de  rapporls pJiysirjiies profonds  entte 
les  deux  domaines.  On  ne  s'etonnera  pas  trop,  si  Ton  adopte  celte 
conclusion,  des  difficultes  et  des  etrangetes  auxquelles  conduisent 
toutes  les  tentatives  faites  pour  etendre  ces  analogies  de  l'ether  pur 
(oü,  en  somme,  les  equations  de  Maxwell  n'expriment  que  le  fait 
de  la  propagation  uniforme)  aux  actions  reciproques  des  charges 
electriques  et  de  l'ether,  exprimees  par  les  equations  generales  (I) 
ä  (VI).  Pour  cette  partie  de  la  question,  je  ne  puis  niieux  faire  que 
de  renvoyer  au  Chapitre  que  M.  Poincare  a  consacre  dans  ses 
Lecons  (')  ä  la  plus  remarquable,  senible-t-il,  de  ces  tentatives: 
Celle  de  M.  Larmor. 

§  8.    —    La    MASSE    ELECTRODVNAMIQCE. 

Les  remarquables  experiences  de  M.  Kaufmann  sur  la  deviabilite 
electrique  et  magnetique  des  rajons  ^  du  radium  ont  conduit  a 
adnietlre  que  la  masse  des  corpuscules  ou  electrons  dependde  leur 
vitesse  et  est  tout  entiere  d'origine  electromagnetique.  L'existence 
d'une  reaction  d'inertie  electrique  et  sa  variabilite  avec  la  vitesse 
avaient  etc  prevues  par  la  theorie,  qui,  ä  premiere  vue,  semble 
ainsi  avoir  recu  une  confirmation  remarquable.  Cependant,  devant 
la  grande  portee  de  ces  conclusions,  il  convient  d'examiner  si  elles 
s'imposent  absolument. 

Rappeions  que,  dans  ces  experiences,  uu  faisceau  de  rayons  ^ 
est  soumis  ä  l'action  simultanee  d'un  champ  electrique  E,  produi- 
sant  une  deviation  y,  et  d'un  champ  magnetique  H  parallele  ä  E, 
donnant  lieu  ä  une  deviation  ^,  perpendiculaire  ä  la  premiere.  Une 
plaque  photographique,  perpendiculaire  aux  rayons  non  devies, 
recoit  Timpression  des  rayons  et  permet  la  mesure  directe  dejK  et 


(')  Eleclricite  et   0[Jtique,   2°  edilion,  p.  5-7  et    suivanles;   Laumor,  Acther 
and  Matter,  Cambridge,  1900. 
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de  z.  Soient  ni  et  t^a  masse  et  la  vitesse  d'unelectron,  e  sacliarge, 
a  et  b  deiix  constantes  de  l'appareil ;  oa  a,  d'apres  la  theorie  de 
Lorentz, 

eEa  eWb 

Le  radium  emettant  des  rayons  de  toutes  les  vitesses,  dans  cer- 
taines  limites,  ces  eqnalions,  oü  c  joue  le  role  de  parametre,  repre- 
sentent  une  certaine  parabole  si  m  ne  depend  pas  de  c.  Or,  la 
courbe  observee  par  M.  Kaufmann  est  diflerente.  Ce  fait  com- 
porle  diverses  explications : 

1°  D'apres  M.  Lorentz,  le  deplacemeiit  d'un  corps  electrise  par 
rapport  ä  rethcr  equivautä  un  courantelectriqae  dont  le  champ, 
par  un  effet  analogiie  ä  la  self-induclion,  reagit  sur  le  corps  et 
donne  une  force  qui,  sous  des  hypotheses  Ires  generales,  est  fonc- 
tion  lineaire  des  coinposantes  de  racceleration,  les  coefficients 
(masse'transversale  et  longitudinale)  etant  des  fonctions  determi- 
nees  de  la  vitesse  rt^^o/we  v,  ccninues,  par  exemple,  pour  la  sphere 
et  l'ellipsoi'de.  Dans  le  cas  des  experiences  de  M.  Kaufmann, 
la  masse  transversale  \>-{v)  seule  entre  en  jeu  ;  si  l'on  introduil 
dans  (i6)  la  fonction  tji.((')  au  lieu  de  in,  on  obtient  ä  peu  pres  la 
courbe  observee,  soit  que  Ton  considere  l'electron  comme  une 
sphere  rigide  (Abraham),  soit  que  l'on  considere  seulement  son 
solurae  comme  constant  (Bucherer  et  Langevin). 

Pour  apprecier  la  valeurde  cette  interpretation,  rappelons-nous 
que  le  calcul  de  la  masse  electrodynamique  repose  uniquement 
sur  la  consideration  du  mouvement  du  corps  electrise  par  rap- 
port ä  l'eiher;  la  position  et  la  vitesse  des  autres  corps  sont 
indiflerentes,  c'est  la  vitesse  absolue  qui  entre  dans  la  formule. 
Dans  cette  interpretation,  l'experieuce  de  M.  Kaufmann  serait 
donc  la  premiere  ä  mettre  en  evidence  un  mouvement  absolu.  Or, 
sur  cette  question  delicate,  la  tbeorie  de  M.  Lorentz  est,  du  moins 
dans  la  forme  exposee  au  paragraphe  1,  en  desaccord  avec  l'expe- 
rience,  etce  desaccord  porte  en  particulier  sur  l'expression  de  la 
quantite  de  mouvement  electromagnetique  G  ( ' ),  dont  M.  Abraham 

(1)  Ge  vecteur  est,  comme  on  sait,  l'integrale  du  vecteur  radiant  etendue  ä  touL 
l'espace,  multipliee  par  —  • 
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a  deduil  la  valeur  des  masses  longitudinale  el  transversale.  En  eilet, 
du  calcul  de  G  on  deduit  ('),  pour  le  cas  d'un  condensateur  cliarge 
entraine  dans  le  mouvenient  de  translation  de  la  Terre,  l'existence 
d'un  couple  de  second  ordre  applique  au  condensateur.  Or, 
MM.  Troulon  et  Noble,  qui  ont  realise  cette  experience  (-),  n'ont 
pas  observe  ce  couple.  La  quantite  G  ne  depend  donc  pas  de  la 
vitesse  absolue  ou,  du  moins,  pas  de  la  meine  nianiere  qu'exige  la 
iheorie  de  Lorentz.  II  en  faut  conclure  quc^  si  meme  Vaccord 
entre  la  theorie  de  M.  Abraham  et  les  experiences  de  M .  Kauf- 
mann etait parfait^  cetle  theoiie  ti  en  devrait  pas  moins  etre 
consideree  comme  douteuse. 

2"  En  cherchant  ä  eliminer  de  ses  equalions  l'influence  dumou- 
vement  absolu,  M.  Lorentz  a  ete  conduil  ä  certaines  hjpolheses 
nouvelles,  sur  lesquelles  je  reviendrai  au  paragraphe  suivant.  Les 
dimensions    des    ^lectrons,     en    particulier,    seraient   reduites    ä 

(  1  — -^  j       de    leur    valeur  lorsqu'ils    sont   animes    de    la  vitesse 

absolue  p.  Cette  Hypothese  conduit  ä  des  formules  nouvelles  pour 
la  masse,  que  M.  Raufmann  considere  comme  inconciliables  avec 
ses  dernieres  experiences  (').  Mais  cette  conclusion  me  semble 
douteuse.  En  efFet,  prenons  pour  H,  E,  a,  b  les  valeui  s  observees 
direclement;  mais,  au  lieu  de 


valeur  qui  correspond  aux  rayons  cathodiques,  prenons  dans  la 
formule  de  MM.  Langevin  et  Buclierer 

—  =  i,9-):j.io^ 
Wo 

dans  Celle  de  M.  Abraham 


=  2,OIO.  lO', 


(')  H.-A.  LoHKNTZ.  Elektronentheorie,  p.  207. 
{^)  London  Trans.,  A,  t.  CCII,  igoS,  p.  i65. 

(')  Annalen  der  Pliysik,  t.  XIX,  1906,  p.  ^87;  voir  aussi  iM.  Planck,  Physik. 
Zeitschr.,  l.  VII,  1906,  p.  7.54. 
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enfin  dans  celle  de  M.  Lorenlz 

•    =   2,  125.  10'  . 

Cela  revieul  ä  multiplier  dans  les  rapports  de  i  ä  j,o4o,  1,0-0, 
1,1 3o  les  abscisses  et  les  ordonnees  calculees  par  M.  K.aufmann 

pour  —  =1,880.10^  [loc.    cit.^   p.  534)-   On    trouve   ainsi   trois 

courbes  dont  les  erreurs  sont  de  l'ordre  des  erreurs  d'experience, 
comme  on  le  verifie  en  porlant  ces  valeurs  dans  la  courbe,  ßg.  i  i , 
deM.  Kaufmann.  Ce  savant  a  observe  directement,  puls  deduit  des 
diverses  formules  proposees,  j^ar  la  methode  des  moindres  carres, 

E 
une  certaine  conslante  -^y  independante  de  l'hjpothese  faite  sur 

— ;  la  formule  de  Lorentz  en  dc-nnait  une    valeur  inadmissible. 

Notre  calcul  monlre  que  la  valeur  de  rr-  determinee  de  cette  ma- 

niere  comporte  une  incertitude  considerable,  car  nous  avons  pris 
la  valeur  observee  directement,  et  les  erreurs  qui  en  resultent  ne 
depassent  pas  la  grandeur  admissible.  Quant  ä  la  valeur 

—  =  i,88o.io^ 

son  application  aux  rajons  ß  du  radium  peut  n'etre  pas  permise, 
puisqu'elle  ne  Test  pas,  en  general,  pour  l'effet  Zeeman. 

En  somme,  ces  obsej^vations  ne  permettent  donc  pas  de  pre- 
ferer  l'une  quelconqne  des  formules  ä  une  aulre^  et  il  serait 
facile  de  multiplier  celles-ci  encore  plus. 

Mais  il  importe  d'observer  quc  les  nouvelles  hjpotheses  de 
M.  Lorentz  entrainent  un  cliangement  dans  l'expression  de  la  force 
qu'exercent  Tun  sur  l'autre  deux  corps  electrises  en  mouvement, 
changement  qui,  ainsi  que  le  demontre  une  discussion  facile,  n'est 
sensible  rpie  pour  des  vitesses  comparables  ä  celle  de  la  lumiere, 
c'est-ä-dire  pour  la  seule  experience  de  M.  Kaufmann. 

3°  Ceci  conduit  ä  une  remarque  gen«^rale  ;  il  est  facile  d'intro- 
duire  dans  les  equations  de  l'Electiodynamique  des  termes  presen- 
tant  cette  particularite.  Puisque  le  Systeme  des  equations  (,J)  ä  (VI) 
peut  etre  remplace  par  les  actions  elementaires,  il  suffira  de  consi- 
derer  celles-ci.  Or,  la  force  exercee  par  le  point  e',  de  vitesse  p', 
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sur  le  point  e,  de  vitesse  t^,  conlient  cette  derniere   sous  forme 

lineaire  avec  le  facteur  — ;  il  contient  la  premiere,  dans  le  cas  de 

mouvements  uniformes,  sous  une  forme  tres  compliquee  (donnee 
par  M.   Schwarzschild);   on  a  vu,  au  paragraphe  6,  les  premiers 

termes  du  developpement  quand  —  est  petit.  La  dissjmelrie  ainsi 

etablie  enlre  v  et  v'  n'est  pas  confirmee  parl'experience^  et  il  existe, 
comme  on  le  verra  dans  la  seconde  Partie,  une  infinite  de  formules 
analogues,  ne  contenant  que  des  vitesses  relatives  et  dilTerent  par 

consequent  de  celJe  de  Lorenlz  par  les  termes  en  —  •  A    plus  forte 

raison  peut-on  ajouler  des  termes  contenant  ->  du  troisieme,  qua- 
trieme  ordre,  sans  que  les  formules  cessent  d'etre  en  accord  avec 
loules  les  experiences  oü  -  est  pelil:  Ui  formule  des  actions  ele- 
nientaires  de  Lorentz  pourrail  netre  que  le  commencement 
d' un  developpement  en  serie.  On  pourra  disposer  des  fonctions 
arbitraires  de  v  ainsi  introduites  dans  (i6)  pour  satisfaire  aux 
experiences  de  M.  Kaufmann  dans  l' hypotJiese  d^ une  masse  con- 
stante^  et  de  maniere  ä  sauvegarder  completement  la  relativite  du 
mouvement.  C'est  ce  qui  sera  montre  avec  plus  de  details  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  Iravail. 

En  ]"esume,  au  lieu  d'une  masse  devenant  infinie  lorsqu'on 
approche  de  la  vitesse  de  la  lumiere,  nous  aurions  des  forces  qui 
s'annulent,  parce  qu'elles  se  propagent  precisement  avec  la  vitesse 
de  l'eleclron  mobile. 

Mais  il  y  a  plus  :  la  forme  meme  de  la  courbe  et  l'exislence  d'un 
point  oü  les  devialions  >',  z  seraient  nulles  et  la  vitesse  egale  ä  c 
reslent  douteuses.  En  eff'et,  posons 


m  =  const. 


(17)    r= T'       -2= l/i—  —    ' 

d'oü  la  parabole 

tandis  que,  d'apres  Lorenlz,  pour  ni  =  const.  on  aurait  la  parabole 

parallele 

-s-     _      e 
IF62  ""  Eam^' 
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Les  valeurs  de  E,  H,  a.  b  elant  Celles  que  donne  M.  Kaufmann,  et 

—  =i,83o.io'.    il    vient,    pour    les    valeurs    reduites    V .    z'   de 
M.  Kaufmann  {Joe.  cit.^  p.  029  j, 

j^'  =  0,0160  -t-  o,5'j6z'^. 

y'  calc.  — y  obs. 


z'. 

y'  obs. 

I. 

11. 

ü, i35o 

0,0246 

-t-o 

,001 5 

-4-0 

,0014 

o,«9»9 

0,0376 

— 

1 1 

— 

9 

0,2400 

o,o5o2 

— 

22 

— 

18 

0,2890 

0,0645 

— 

20 

— 

I  [ 

0,3  559 

o,o8[ I 

— 

20 

— 

7 

o,3832 

0,1001 

— 

25 

— 

8 

o,43o5 

0, 1205 

— 

i5 

-H 

10 

0,4735 

0,  i4o5 

~ 

1 

-h 

3o 

0,0252 

0, 1667 

-r 

25 

-+- 

63 

La  difterence  entre  les  diverses  valeurs  de  y'  observees  par 
M.  Kaufmann  et  la  courbe  qui  representela  mojenne  de  ses  expe- 
riences  est  souvent  superieure  ä  o,oo3o;  les  erreurs  de  la  troi- 
sieme  colonne,  bien  que  sv'.^tematiques,  doivent  donc  etre  consi- 
derees  comme  admissibles.  Celles  de  la  quatrieme  colonne,  qui 
correspond  ä  l'hjpothese 


—  =  1,780. lO^ 
in 


s'expliquent  completement  par  des  erreurs  d'experience,  sauf  les 
deuxdernieres.  Maisil  faut  remarquerqu'une  erreur  de  i  pour  100 
dans  la  mesure  absolue  du  chamj)  magnetique,  qui  peut  fort  bien 
resulter  dune  accumulation  des  erreurs  que  comportent  les  diver- 
ses observations  necessaires  a  cette  mesure,  serait  surtout  sensible 
en  ces  deux  poinls  et  changerait  leur  )'  de  2  pour  100,  c'est-ä-dire 
de  0,00.54.  Ces  derniers  points  n'ont  ete  observes  que  deux  fois, 
et  M.  Kaufmann  fait  observer  que  Ion  est  porte,  aux  extremites  de 
la  courbe  011  linlensite  est  faible,  ä  pointer  le  prolongement,  c'est- 
ä-dire  la  tangente,  4'oü  resulte  une  valeur  trop  faible  de  y .  Ces 
deux  considerations  suffiraient  ä  expliquer  les  erreurs  de  la  qua- 
trieme colonne.  Or,  dans  cette  courbe  (17),  le  point  crilique  est, 
non  la  vitesse  de  la  lumiere  c,  mais  la  vitesse  relative  maximale 
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2C  de  deux  rajons  lumineux  dans  un  menie  Systeme  rigide,  ce  qui 
n'aurait  rien  de  surprenant  dans  une  theorie  qui  ne  considererait 
qiie  les  vitesses  relatives. 

La  deviation  magnetique  z'  est  nulle  en  ce  point,  mais  non  la 
deviation  electrique,  qui  est  egale  ä  peu  pres  ä  la  moitie  de  la  lar- 
geur  (o,o3)  de  la  courbe. 

On  voit  combien  est  large  le  champ  qui  reste  aux  hjpotheses. 

Piemarquons  en  terminant  que  la  vitesse  c  joue  simplement  le 
röle  de  parainetre,  et  se  determine  pour  chaque  point  de  la  courbe 
au  moven  des  valeurs  observees  de  y  et  de  ^;  le  resultat  est  difTe- 
rent  selon  la  theorie  adoptee,  et  l'on  peut  evidemment  representer 
d'une  infinite  de  manieres  une  courbe  donnee  par  un  parametre. 
II  en  serait  autrement  si  des  experiences  directes  et  precises,  telles 
que  Celles  qu'ont  executees,  au  mojen  d'oscillations  hertziennes, 
MM.  Des  Coudres  et  Wiechert  pour  les  rayons  cathodiques,  don- 
naient  une  determination  directe  de  v;  mais  de  telles  experiences 
ne  semblent  pas  realisables. 

Les  expeiiences  de  M.  Kaufmann  s' inlerpretent  donc  egale- 
ment  en  modifiant  les  lois  acluelles  de  V Electrodynamiqiie  de 
maniere  ä  supprimer  le  niouvement  ahsolu  et  ä  rendre  la  niasse 
electrodynamique  constante.  On  ne  pourra  plus,  des  lors,  con- 
clure  de  ces  experiences  que  la  masse  des  electrons  est  d'origine 
electromagnetique  ;  mais  cela  reslera  possible  et  l'unite  des  Forces 
phjsiques  gagne  ä  cette  Hypothese.  Quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
theorie  adoptee,  ces  experiences  y  joueront  un  röle  tres  impor- 
tant. 

§  9.  —  Le  mouvement  absolu. 

En  placantä  la  base  de  l'Electrodynamique  et  de  l'Optique  l'hy- 
pothese  de  l'elher,  on  introduit  necessairenient,  au  moins  pour  la 
propagation  de  la  lumiere  et  des  actions  electriques,  un  Systeme 
de  coordonnees  independant  de  la  matierc  au  sens  ordinaire.  On 
devrait  donc  s'atlendre,  et  l'on  s'est,  en  efVet,  attendu  longtemps, 
ä  une  intluence  du  mouvement  absolu  ou  mouvement  par  rapport 
ä  cet  ether  suppose.  On  sait  que  l'experience  a  toujours  ete  nega- 
tive. La  theorie  de  M.  Lorentz  rend  compte  de  ce  resultat  lors- 
qu'on  considere  les  lermes  du  premier  ordre  ;  mais  les  experiences 
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de  Michelson  et  ^Nlorley,  puis  de  Troulon  et  ^oblc  et  de  Lord  Raj- 

leigh,  qui   auraient  du  mettre  en  evidence  des  efTets  du  second 

ordre,  onl,  conlrairement  ä  la  theorie,  donne  egalement  des  resul- 

tats  negalifs.  MM.  Lorentz  et  Fitzgerald  ont  alors  admis  que  tous 

1 

les  Corps   eprouvent  une   contraction   dans  le   rapport  (i -) 

dans  le  sens  de  leur  vitesse  v  ;  on  rend  ainsi  compte  des  effets 
negalifs  observes  (').  Pour  expliquercette  contraction,  M.  Lorentz 
rappelle  que,  d'apres  sa  theorie,  lorsqu'un  Systeme  de  charges 
ölectriques  S,  au  repos  est  en  equilibre,  ce  meme  Systeme,  lors- 
qu'on  le  suppose  anime  d'un  mouvementde  translation  uniforme  c, 
sera  encore  en  equilibre  si  l'on  modifie  ses  dimensions  dans  le 
rapport  indique.  Si  donc  les  actions  moleculaires  suivent  la  loi  des 
actions  electrostatiques,  et  si  l'on  peut  faire  abstraction  dumouve- 
ment  moleculaire,  les  molecules  d'un  corps  solide  devant  neces- 
sairement  prendre  la  position  d'eqviilibre,  la  contraction  admise 
aura  bien  lieu. 

11  est  evident  que  cette  bypothese  bouleverse  nos  notions  sur  les 
solides.  L'invariabilite  de  certains  corps  lorsqu'ou  les  transporte 
d'un  lieu  en  un  autre,  quon  change  leur  orientation  ou  leur 
vitesse,  nous  donne  la  definition  experimentale  de  la  distance  et 
des  autres  grandeiirs  geometriques.  Les  corps  dont  nous  nous  ser- 
vons  participant  necessairement  au  mouveraent  de  la  Terre,  il 
existera  toujours  une  infinite  de  deplacements  et  de  rotations  qui 
changeront  leurs  dimensions;  et  comme  precisement  nous  n'avons 
aucun  moyen  de  determiner  le  mouvement  absolu  qui  seul  entre 
en  jeu  ici,  ces  deformations  resteront  absolumenl  inconnues. 
Comment  definir  physiquement  la  longueur  vraie  d'un  corps? 
L'affirmation  de  la  realite  de  cette  contraction  a-t-elle  un  sens  ? 
II  resulte  des  recherches  de  M.  Einstein,  sur  lesquelles  nous  re- 
viendrons  plus  loin,  que  la  reponse  est  negative. 

La  question  de  stabilite  donne  lieu  ä  une  seconde   objection. 

(')  M.  I^lanck  a  montri  que,  si  l'on  admet  que  la  clcnsit6  de  l  elher  a  la  surface 
de  la  Terre  est  au  moins  5oooo  fois  plus  grande  que  dans  les  milieux  interplane- 
taires,  sans  qu'il  en  resulte  un  changement  appreciable  dans  ses  propi-icles,  on 
peut  concilier  la  theorie  de  l'aberx-ation  avec  l'hypothese  que  l'cther  est  entralne 
dans  le  mouvement  de  la  Terre  {voir  Lorentz,  Enzyklop.  Math.  Wiss.^  t.  V, 
art.  13,  p.  io4).  Ce  serait  lä  une  propriete  bien  elrange  de  l'ether. 
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Un  Systeme  de  charges  electriques  souinis  uniquement  aux 
forces  electrostatiqiies  n'esl  Jamals  en  equilibre  stable.  Cela 
est  evident  lorsque  la  seule  restriction  imposee  est  la  conserva- 
tion  de  1  eleclricite  :  en  changeant  loutes  les  dimensions  du 
Systeme  dans  le  rapport  de  i  a  i  +  £,  les  charges  d'elements  de 
volume  correspondants  etant  egales,  on  aura  execute  une  defor- 
mation  compatible  avec  les  conditions  du  Systeme  ;  l'energie  tom- 

hera  au  ( j        de  sa  valeur  primitive:  l'equilibre  n'etait  donc 

pas  stable.  La  sphere,  par  exemple,  estpour  un  electrondeformable 
une  figure  d'equilibre  instable,  et  cela  meme  si  Ion  suppose  avec 
MM.  Bucherer  et  Langevin  que  son  volume  est  invariable  ( '  )  ;  a 
fortiori^  lorsque.  coinme  dans  l'hypothese  de  M.  Lorentz,  cetle 
restriction  n'existe  pas.  Pour  obtenir  un  corps  solide,  il  faut  donc 
ajouter  des  forces  dun  caractere  tres  diflerent  de  celui  des  forces 
electrostatiques,  ou  des  liaisons  autres  que  1  incompressibilite,  ou 
enfin  des  mouvements  tourbillonnaires,  donnant  un  equilibre 
dynamique.  Mais  dans  tous  ces  cas  Vexplicalion  de  M.  Lorentz 
ne  s^applique  plus,  en  sorte  que  cette  explicalion  ne  me  semble 
pas  acceplahle. 

M.  Poincare  a  enfin  objecte  ä  cetle  hypothese  d'etre  incomplete  ; 
de  nouvelles  expenences  pourraient  mettre  en  evidence  de  nou- 
veaux  termes,  et  il  faudrail  des  hypotiieses  nouvelles  si,  comme  on 
doit  s'y  attendre,  le  resultal  est  negatif.  La  question  de  Yelimina- 
tion  complete  du  mouvemeut  absolii  etait  ainsi  posee,  et  eile  a  ete 
traitee  par  MM.  Lorentz  (-),  Poincare  {^)  et  Einstein  (^^). 

//  n'est  alors  plus  permis  de  considerer  conirne  echappant  ä 
l'experience  la  difference  entre  le  «  lemps  local  »  et  le  «  temps 
vj-ai»,  ce  qui  etait  un  point  essenliel  lorsqu'on  se  contentait  d"ex- 
pliquer  les  eflets  negalifs  observes  jusqu' ici  et  quelques  autres 
analogues.  Pour  nous  en  rendre  compte,  considerons  deux  points 
Ä,  B  qui  se  meuvent  avec  une  vitesse  absolue  constante  v  dans  la 
direclion  AB.  Une  onde  lumineuse,  partie  ä  l'inslant  t  de  A,  arri- 

(')  C'est  ce  qu'a  fall  observer  M.  Ehrenfest  {Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906, 
p.  3o2)  :  pour  la  gravitation,  l'equilibre  serait  stable;  mais,  en  changeant  les  at- 
Iractions  en  repulsions,  l'energie  change  de  signe,  l'equilibre  devient  instable. 

(')  Amsterdam  Proceedings,  1903-1904,  p-  809. 

(')   Com.ptes  rendus.t.  CXL,  igoS,  p.  i5o4. 

(')  Ann.  der  Physik.,  t.  XVII,  1905,  p.  891. 
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Vera  en  B  ä  l'instant  t'  ;  eile  aura  äparcouiirrespace  AB-f-  (f  — 1')\> 
avec  la  vltesse  c ;  on  a  donc 

AB-i-f/'— Oc                       ,                AB 
t  —  t  ^=  ou         t  —  f  = 


La  duree  de  transmission  dependra  de  v,  et  ses  changements  com- 
portent  un  terme  du  premier  ordre  —  AB  -»  la    correction    etant 

precisement  (aux  termes  d'ordre  superieur  pres)  Celle  qu'il  faut 
appliqiier  au  temps  vrai^onv ohlernrXe temps local.^.  Lorentz(') 
a  montre  que,  pour  les  plienomenes  terrestres,  cette  correction  est 
Sans  infliience  aucune.  En  particulier,  pour  detenniner  directement 
la  vilesse  de  la  lumiere,  on  est  oblige  de  lui  faire  parcoiirir  un 
chemin  ferme  qui  la  raniene  au  poinl  de  depart;  les  termes  du 
premier  ordre  s'eliminenl  alors.  Ainsi,  dans  l'exemple  considere, 
si  l'onde  emise  par  A  est  retlechie  en  B,  eile  arrivera  en  A  apres 
un  temps 

I  I      \        AB  /         -iv- 

H =   1  H ^ h. 

V  c  -\-  V  c     \  c- 


«'— ^  =  AB 


Mais  il  en  sera  autrenient  pour  les  pJienornenes  astrono- 
iniques  :  dans  la  detennination  de  la  vitesse  de  la  lumiere  par 
des  occultations  de  satellites  on  n'ufilise  pas  un  chemin  ferme ; 
des  lors,  la  perlurbation  qu'apporterait  dans  le  retard  observe 
V hypotliese  d'une  translation  d^ensemble  du  Systeme  solaire 
par  rapport  ä  l' etiler  serait  du  premier  ordre  et  d' une  gran- 
deiir  obser^'able. 

En  effet,  le  retard  d'une  occultation  peut  atteindre  —  (oü  d  est 
le  diametre  de  l'orbite  terrestre),  c'est-ä-dire  environ  i  ooo  secon- 
des.  Une  vitesse  absolüe  du  Systeme  solaire  (vitesse  qui  n'a  rien 
de  commun  avec  son  mouvement  par  rapport  aux  etoiles  fixes  les 
plus  rapprochees)  egale  ä  So*""  par  seconde  dans  le  plan  de  l'eclip- 

,                    3o  , 

tique  amenerait  une  correction  de   i  ooo =o,i  seconde  pour 

'  3.10^'  *■ 

le  retard  maximum  observe,  correction  qui  cliangerait  de  signe 
suivant  la  position  relative  de  la  Terre  et  du  satellite  par  rapport 
ä  la  direction  de  translation;  les  dißerences  sjstematiques  pour  un 

(')    Versuche  einer  Theorie,  etc.,  p.  82  el  suivantes. 
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longsjsteme  d'observations  atteindraientdonc  o,si  seconde,  quanllle 
qui  est  de  l'ordre  de  Celles  qii'on  observe  en  Astronomie  ('). 

Si  donc  on  ne  veut  pas  admettre  qiie  la  vitesse  de  la  lumiere 
depend  de  celle  des  corps  qui  l'emettent  et  est  purement  relative, 
comme  toiites  les  vitesses  (et  l'image  ether  empeche  seule  de  tirer 
du  principe  de  relalivite  cette  consequence  si  naturelle),  il  faudra 
niodißer  la  deßnition  du  teinps. 

M.  Lorentz  a  enonce  les  hjpotheses  qui  permettraient  de 
dünner  aux  equations  dun  Systeme  entraine,  ainsi  que  les  axes  de 
coordonnees,  dans  un  mouvement  uniforme  v  de  translation  paral- 
lele ä  Taxe  des  x,  la  meme  forme  que  dans  le  cas  du  repos.  II 
admet  que  toutes  les  masses  sont  fonctions  de  la  vitesse,  abandon- 
nant  ainsi  le  principe  de  la  conservation  de  la  masse  (-).  II  faut 
aussi,  comme  nous  l'avons  expose,  supprimer  la  notion  de  corps 
solide  et  introduire  une  definition  nouvelle  du  temps;  ce  sera  la 
variable 


V' 


v- 


.y 


C- 


qui  jouera  le  role  du  temps  dans  les  equations. 

Le  temps  ainsi  defini  ne  satisfait  presque  ä  aucun  des  axiomes 
imposes  ä  la  notion  de  temps  dans  le  sens  ordinaire.  Deux  evene- 
ments  simultanes  pour  un  observateur  A,  mais  ajant  lieu  en  des 
points  differents,  ne  sont  plus  simultanes  pourun  second  observa- 
teur B  en  mouvement  par  rapport  avi  premier :  la  simullaneite 
devient  une  notion  relative. 

Deux  temps  egaux  pour  V observateur  A  ne  le  seront  pas 
pour  B. 

( ' )  En  supposant  les  lois  de  la  gravitation  modifiees  par  le  mouvement  comme 
les  lois  de  l'EIectrodynamique,  les  corrections  ne  seraient  que  du  second  ordre 
et  ne  pourraient  annuler  ce  terme  du  premier  ordre. 

(^)  Le  mot  masse  n'a,  dans  les  theorles  de  MM.  Lorentz,  Poincare  et  Einstein, 
plus  de  signification  precise  :  le  nombre  qui  la  represente  depend  du  mouve- 
ment du  Systeme  de  coordonnees,  mouvement  qui  resle  absolument  arbitraire. 
Mais  la  force  depend  aussi  de  ce  mouvement,  et  ce  ne  sont  pas  les  deux  membres 
de  l'equation 

d-'x       ^ 
m—  =X,         .   ., 

mais  bien  leur  rapport  seul  qui  reste  invariable  quand  on  change  ce  mouvement. 


XVUI.    —   SUR   L ELECTRODYNAMIQLE   GENERALE.  365 

La  regle  du  paralletogrnmme  des  vitesses  n'est  qu'appro- 
chee :  ainsi,  c  et  t^' etant  les  vitesses  de  deux  corps  qui  se  meuvent 
en  sens  inverses,  par  rapport  ä  un  premier  sysleme  de  coor- 
donnees,  la  vilesse  relative  du  premier  par  rapport  au  second, 
c'est-ä-dire  celle  qu'observerait  un  oljservaleur  entraine  dans  le 
mouvement  du  second,  n'est  pas  r  —  r',  mais 


eile  restera  constamment  inferieure  ä  la  vitesse  de  la  liimiere. 
Pour  deux  rajons  [^  emis  en  sens  inverses  par  un  grain  de  radium, 
chacun  avec  une  vilesse  de  200 ooo'''"  par  seconde,  la  vilesse 
relative  sera  non  Sooooo'"",  mais  294000'""  par  seconde. 

Les  mols  «  vilesse  »,  «  letnps  »,  etc.  ont  donc  acquis  une 
significalion  bien  differente  de  celle  qu'ils  onl  habituellemenl^ 
et  ti' ont  plus  qu\in  sens  tout  relatif. 

L'ether,  dans  cette  Cinematique  nouvelle,  ne  jouera  plus  aucun 
röle,  puisqu'il  ne  nous  fournil  meme  plus  de  Systeme  de  coordon- 
nees  absolues.  Mais  celle  conception  nousauraoLliges  ä  remplacer 
les  axiomes  simples  de  la  conservalion  de  la  masse,  de  l'invaria- 
bilile  des  solides,  du  parallelogramme  des  vitesses,  etc.,  axiomes 
qii'il  ne  faudrail,  semble-l-il,  abandonner  qu'en  dernier  lieu,  par 
des  relalions  compliquees  qui  presenlent  a  l'imagination  des  diffi- 
cultes  tresconsiderables(analoguesä  Celles  qu'ofl'rent,  parexemple, 
des  espaces  courbes  ä  trois  dimensions),  et  que  nous  ne  pouvons 
traiter  rigoureusenient,  en  general,  que  par  des  consideralions 
analjtiques.  11  laut  ajoutisr  que  celle  tbeorie  n'a  ele  presentee  par 
M.   Lorentz  que  sous  toutes  reserves. 

M.  Einstein  {loc.  eil.)  a  presenle  les  memes  resultals  sous  une 
forme  differente.  11  admet  a  priori.,  pour  la  vitesse  de  la  lumiere, 
une  loi  qui  comporte  naturellement  une  large  pari  d'arbi- 
Iraire ;  la  comparaison  avec  celle  que  nous  adopterons  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  Memoire  le  monlrera  suffisamment.  Elle  con- 
duit,  avec  le  principe  de  relativile,  ä  une  definition  de  la  siniul- 
laneile  de  deux  evenements  en  des  points  differents,  donl  il  fait 
une  nolioii  relative,  et  plus  generalement  de  la  Cinematique  nou- 
velle donl  il  vient  d'elre  question.  La  simultaneitt-  entrant  dans  la 
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definitlon  de  lalongiieur  d'un  corps  mobile  parrapport  aux  reperes 
fixes  d'un  metre  etalon  (puisquil  sagira  de  pointer  sirnullane- 
menl  les  deux  extremiles  du  corps,  sinon  celui-ci  se  deplacerait 
dans  rintervalle),  ce  corps  semblera  d'une  longueur  difTerente  ä 
un  observateur  au  repos,  selon  sa  vitesse  plus  ou  moins  grande 
(bien  que  sa  longueur  vraie  seit  restee  invariable).  On  evite  ainsi 
les  contractions  admises  par  M.  Lorentz,  ou  plulöt,  on  voit  que 
leur  realite  n'est  qu'une  question  de  definition. 

M.  Einstein  verifie  que  les  equations  de  Lorentz  sont  ainsi  ren- 
dues  independantes  du  mouvement  absolu,  et  que  la  loi  admise 
par  lui  pour  ia  propagation  de  la  lumiere  est  bien  en  harmonie 
avec  les  equations.  Gelles-ci,  dans  la  mesure  oü  elles  enoncent 
cette  loi  de  propagation,  deviennent  ainsi  superflues  ;  de  plus,  le 
raisonnenient  ne  demontre  nullement,  comme  l'ont  cru  quelques 
auteurs,  que  ces  transformations  soient  le  seul  groupe  qui  laisse 
invariantes  les  equations  de  Lorentz  ;  ce  probleme  releve  plutot 
des  methodes  de  M.  Poincare  {loc.  cit.). 

M.  Bucherer  (')a  ete  amene,  par  des  considerations  sur  la  rela- 
tivite  des  mouvements,  ä  abandonner  la  notion  dether  :  «  Les 
equations  de  Lorentz  devront  loujours  etre  appliquees  en  suppo- 
sant  le  Systeme  de  coordonnees  au  repos  par  rapport  au  point  P 
dont  on  etudie  le  mouvement.  »  ^L  Bucherer  ne  considere  que  le 
cas  de  mouvements  uniformes  ;  l'action  d'un  electron  anime  d'une 
vitesse  relative  u  =  v'  —  v  par  rapport  ä  P  sera,  d'apres  la  for- 
mule  (i3)  (ou  Ton  pose  v'  ^=  w,  «^  =  o),  donnee  par  la  formule 

_,         ee'  cos  0  37  /'  «-  —  3  «?  \ 


Pour  deux  courants  fermes,  on  verifie  facilement  [voir  seconde 
Partie)  que  les  termes  proportionnels  ä  i'v'  seuls  jouent  un  röle,  ä 
l'exclusion  des  accelerations  que  nous  n'a\  ons  pas  prises  en  consi- 
deration,  et  des  termes  en  t'-,  v'- :  c'est  dailleurs  ce  qui  doit  arri- 
ver  si  l'inlensite  de  la  force  est  proportionnelle  au  produit  des 
intensites  des  courants.  L'action  de  deux  elemenls  de  courant  l'un 
sur  l'autre  sera  des  lors 

'- cosfp,  x)  [ —  cos (ds,  ds' )  -\-  3cos(p,  ds)  cos  (o,  ds'  )\. 

(')  Phyaik.  Zeitschr.,  l.  VII,  1906,  p.  553. 
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Les  hjpotheses  d'Ampere  sont  verifiees  :  l'action  est  parallele  ä 
la  ligne  de  jonction  p  des  elements  ;  mais  la  parenthese  devrait 
elre 

—  •2Cos( ds.  ds' )  -\-  3  cos(  p,  ds)  cos(p,  ds'). 

V hypolhese  de  M .  Buclierer  est  donc  inconciliable  avec  les 
lois  des  courants  fermes. 

Gela  tient  ä  ce  que  la  notion  de  champ  cesse  d'y  etre  apf)licablQ. 

Nous  sommes  donc  rameiies  aux  hypotheses  si  compliquees  qui 
ont  ete  exposees.  P\.emarquons,  en  terminant,  que  ces  complica- 
tions  interviennenl  non  seulement  aux  grandes  vitesses,  maisaussi 
dans  rexperience  de  Fizeau  sur  lentrainement  des  ondes,  par 
exemple.  En  effet,  d'apres  le  principe  de  relativite,  un  observateur 
entraine  dans  le  mouvement  de  translation  d'un  corps  transparenl 
Irouvera,  pour  la  vitesse  de  propagalion  des  ondes  dans  ce  niilieu, 
la  meme  valeur  que  s'il  etail  au  repos  (la  periode  etant  supposeela 
meme,  ou  la  dispersion  negligeable).  On  en  conclurait,  dans  la 
Ginematique  ordinaire,  que  les  ondes  sont  totalement  enlrainees 
par  la  maliere.  II  n'en  est  rien,  le  ternie  vilesse  a  un  sens  nou- 
veau,  et,  en  realite,  la  demonslration  de  Lorentz  continue  ä  s'ap- 
pliquer  ;  on  relrouve  le  coefiicient  de  Fresnel. 

§    10.    —    RESUMli    ET   CONCLUSIONS. 

On  sait  que  l'etlier  n'a  ete,  d'abord,  qu'undes  nombreux  fluides 
de  la  Physique  ;  mais,  les  experiences  nouvelles  ayant  montre  ä 
Fresnel  que  les  ondes  lumineuses  etaient  transversales,  il  fallut  en 
faire  un  corps  analogue  aux  solides  elastiques.  Mais  alors,  com- 
ment  les  autres  corps  peuvent-ils  se  mouvoir  ä  travers  lui  sans 
eprouver  aucune  resistance  appreciable?  La  question  etait  d'autant 
plus  difficile  que  le  probieme  de  l'aberration  obligeait  ä  admetlre 
que  l'ether  ne  parlicipe  pas  au  mouvement  de  translation  de  la 
Terre,  en  sorte  que  tous  les  corps  sont  constamment  traverses  par 
un  courant  d'ether  de  So*""  ä  la  seconde,  donl  redet  est  nul,  mal- 
gre  la  rigidile  de  l'ether.  II  faut  ajouter  que  l'elasticite  de  ce  corps 
est  bien  singulitre,  puisque  sa  resistance  ä  la  compressiou  serait 
nulle,  ce  qui  ne  saurait  arriver  pour  un  solide  fini.  On  peut,  il  est 
vrai,  recourir  ä  l'elasticite  rotationnelle  de  Lord  Kelvin,  en  ayant 
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soin  de  ne  pas  lenir  compte  de  la  perturbalion  qu'apporterait  dans 
ce  mecanisme  ingenieux  le  passage  brutal  d'un  corps  anime  d'une 
vitesse  de  So*""  par  seconde. 

Les  difficulles  ont  augmente  lorsque,  l'identite  de  la  lumiere  et 
des  oscillations  electriques  etant  demontree,  il  fallut  etendre  ce  Sys- 
teme d'eiplications  ä  rElectromagnetisme  tout  enlier  ;  M.  Poin- 
care  (')  a  expose  quelques-unes  des  etrangetes  auxquelles  on  est 
ainsi  conduil.  D'ailleurs  rexperieiice  serefusait  ä  accorder  ä  l'elher 
cette  propriete  primordiale  des  corps  :  le  mouvement.  Les  expe- 
riences  de  Fizeau  (interpretees  par  Lorentz),  de  Lodge  et  d'autres 
concordaient  dans  leurs  resultats  negatifs  :  l'elher  n'est  entraine  ni 
par  le  mouvement  de  la  matiere,  ni  par  celui  des  corps  electrises 
ou  magnetises,  ni  par  les  courants,  etc.  L'hjpothese  meme  de  lels 
mouvements  ne  permit  pas  d'obtenir  une  explication  mecanique 
de  l'Electrodvnamique.  On  se  resigna  ä  admeltre  le  repos  absolu 
de  l'elher ;  rhjpothese  d'une  compenelration  complele  permit 
d'eviler  la  difficulte  relative  au  mouvement  des  corps  ä  travers 
l'ether.  Celui-ci  est  devenu  ce  que  M.  Drude  appelle  un  «  espace 
physiqiie  »  ;  il  est  le  siege  de  l'energie  clectrique  et  magnetique, 
et  des  polarisations  ;  il  fournil  un  Systeme  de  coordonnees  inde- 
pendant  de  toute  matiere,  et  auquel  doivent  etre  rapportees  les 
equations  de  Maxwell  et  Lorentz. 

G'esl  dejä  beaucoup  d'abstraclion.  Cela  n'en  est  pas  encore 
assez.  En  effet,  d'apres  ces  vues,  Tether  pourrait  encore  etre  le 
siege  de  phenomenes  independants  de  la  matiere,  fl  ainsi  mani- 
fester son  existence.  II  n'en  est  nen  ;  et,  poiir  l'expliquer,  il  fallut 
une  nouvelle  hypothese,  ecarlant  toute  onde  qiii  ne  divergerait 
pas  d'un  element  de  volume  materiel.  Le  role  de  l'elher  est  encore 
reduit.  On  a  vu  que,  des  lors,  on  peut  laisser  completement  de 
cöte  la  notion  de  champ  et  la  consideration  de  ce  qui  se  passe  dans 
l'elher,  et  s'en  lenir  aux  actions  elemenlaires  des  chargesles  unes 
sur  les  autres  (exactement  comnie  dans  les  anciennes  theories  de 
Gauss,  Weber,  Riemann  et  Clausius,  mais  avec  un  lemps  de  Irans- 
mission fini).  On  exprime  ainsi  les  memes  faits,  mais  en  y  com- 
prenanl  Ihypothese  sur  la  divergence  des  ondes  et  lirreversibilile 


(')  Electricile  et  Optique,   T  edilion  :  A  propos   de  la   theorie  de  Larmor, 
p.  577  el  suivanles. 
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qui  en  est  la  consequence.  et  que  les  equatlons  aux  derivees  par- 
tielles sont  impulssantes  ä  exprimer.  Letlier  est  devenu  un  Sys- 
teme de  coordonnees  absolues,  une  abstraction  mathematique  ;  les 
equations  aux  derivees  partielles,  une  construction  mentale  inler- 
mediaire  qui,  toutefois,  ne  se  suffit  pas  ä  elle-meme. 

Enfin,  ce  fantome  d'ether  lui-memen'a  pas  Supporte  le  controle 
de  l'experience.  II  semble  bien  acquis  qu'on  ne  peut  mettre  en 
evidence  le  mouvement  absolu.  On  a  \u  ä  quelles  hypotbeses,  bou- 
leversant  lous  les  principes  de  la  Physique,  il  faul  avoir  recours 
pour  rendre  compte  de  ce  resultat.  La  seule  conclusion  qui,  des 
lors,  me  semble  possible,  c'est  que  V ether  n'existe  pas,  ou  plus 
exactement^  qiC il  faut  renoncer  ä  se  sewir  de  cetle  image;  que 
le  mouvement  de  la  lumieie  est  un  mouvement  relatif  comme 
tous  les  autres.  que  les  vitesses  relatives  seules  jouent  un  röle 
dans  les  lois  de  la  nature  ;  enfin^  qu  il  faut  renoncer  aux  equa- 
tions aux  derivees  partielles  et  ä  la  notion  de  cJiainp,  dans  la 
mesure  od  cette  notion  introduit  le  mouvement  absolu. 

Comme  je  l'ai  dit  dans  l'Introduction,  cette  conclusion,  trop 
purement  negative,  a  besoin  de  deux  complements  :  une  image 
simple  pour  le  nouveau  mode  de  mouvement  de  la  lumiere  ;  la 
demonstration  qu'une  theorie  satisfaisant  ä  ces  principes  est  pos- 
sible. 

L'habitude  que  nous  avons  de  «  substantialiser  »,  si  j'ose  mex- 
primer  ainsi,  habitude  ä  laquelle  on  doit  les  anciens  fluides  calo- 
rique,  magnetique,  etc.,  et  le  nouveau  fluide  energie,  rend,  en 
effet,  indispensable  l'intröduction  d'une  image  qui  nous  rende 
compte  de  ce  cpie  sont  devenues  la  lumiere  et  les  forces  electriques 
lorsque,  ayani  quitte  un  corps,  elles  n'agissenl  pas  encore  sur  un 
autre.  Une  theorie  qui  n'admettrait  pas  une  teile  image  seraitcon- 
sideree  par  beaucoup  comme  introduisant  des  actions  ä  distance 
simplement  retardces.  De  plus,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Poin- 
care  [Science  et  Hypothese,  p.  199),  etc'est  une  des  raisons  qu'on 
peut  invoquer  en  faveur  de  lexistence  de  l'ether,  la  Alecanique 
veut  que  l'etat  dun  Systeme  ne  depende  que  des  etats  immediate- 
ment  anterieurs  ;  il  n'en  serail  plus  ainsi  si  l'on  supprimait  tout 
intermediaire.  A  vrai  dire,  on  ne  sauve  ainsi  qu'une  Convention, 
qui  n'a  peut-etre  pas  une  ulilile  extreme.  On  a  vu  qu'on  ne  peut 
pas  se  donner  arbitrairement  l'etat  initial  de  l'ether,  qui  doit  satis- 
1^.  2i 
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faire  aux  formules  des  potentiels  retardes:  c'est-ä-dire  que  la  con- 
sideration  du  Systeme  pendant  un  temps  lini  n'est  pas  evitee  efFec- 
livement.  D'autre  part,  la  pression  qu'exerce  la  lumiere  sur  un 
miroir,  ineme  dans  le  vide,  par  exemple,  au  conlraire  ä  Tegalite 
de  raction  et  de  la  reaction  appliquee  ä  la  matiere  seule.  II  faudra 
donc  «  substantialiser  »  l'energie  rajonnante  pour  sauver  ce  prin- 
cipe et  celui  de  la  conservation  de  Tenergie  lorsqu'il  s'agit  d'un 
Corps  dont  le  rayonnement  ne  rencontre  pas  d'obstacle  materiel 
dans  certaines  directions,  et  dont  l'energie  ne  peut,  par  conse- 
quent,  janiais  et  par  aucun  moyen  etre  recuperee  en  entier.  Ces 
principes  seront  alors,  en  partie  du  moins,  devenus  des  Conven- 
tions, mais  pour  le  plus  grand  avantage  de  l'economie  de  notre 
pensee. 


DEÜXIEME  PARTIE. 

§    1.    —    CONSIDERATIONS    GEXERALES.    PrOPAGATIOX    DES    FORCES. 

Dans  cette  deuxieme  Partie,  je  me  propose  detudier  la  formale 
des  actions  elementaires,  ä  laquelle,  comme  on  l'a  vu,  se  reduiten 
derniere  analyse  la  tlieorie  mathematique  de  Lorentz,  et  de  mon- 
trer  quon  en  peut  eliminer  le  mouvement  absolu  et  qu'on  |)eut  la 
generaliser  considerablement  sans  cesser  d'etre  en  accord  avec 
1  experience.  J'adopterai  sans  cliangement  les  hypotheses  phy- 
siques  de  M.  Lorentz  :  nature  de  l'electricite,  du  courant  de 
conduction,  des  dielectriques,  etc.,  et  specialement  le  principe  de 
superposilion,  qui  enonce  Tindependance  complete  des  effets  des 
diverses  charges  qui  composent  un  Systeme  (' ). 

Pour  cela,  je  serai  oblige  de  proposer  pour  la  propagation  des 
actions  electrodvnamiques  une  image  nouvelle  ;  mais,  ainsi  qu'il  a 
ete  dit  dans  llntroduction,  je  n'en  tirerai  pas  toutes  les  conse- 
quences,  ne  me  proposanl  ici  qu  une  oeuvre  de  critique. 

Une  premiere  consequence  du  principe  de  relativite  est  imme- 
diate.  Dans  la  theorie  de  l'ether,  un  point  materiel  P  au  repos  par 


(')  A  cause  des  mouvemenls  de  l'ellier  pur,  ce  principe  n'esl  pas  rigoureu- 
sement  vrai  dans  la  tlieorie  de  Herlz,  et  il  y  a  certuinemenL  des  reserves  ä  faire 
ä  son  sujet. 
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rapport  ä  ce  milieu  pourra  emettre  des  ondes  d'une  vitesse  radiale 
constante  et  qui  foimeront  ä  chaque  instant  un  Systeme  de  spheres 
ajant  P  pour  centre.  Si  P  est  anime  d'un  mouvement  de  transla- 
tion,  les  spheres,  au  contraire,  deviendront  excentriques,  chacune 
gardant  son  centre  au  point  P,  de  leClier  qui  coincidait  avec  P  ä 
l'instanl  de  l'emission.  D'apres  le  principe  de  la  relativite,  au  con- 
traire, si  le  mouvement  de  translation  est  uniforme,  les  spheres 
dexronl  rester  concentriques,  comme  au  repos,  et  le  centre  sera 
toujours  P.  Lorsque  le  mouvement  ne  sera  plus  uniforme,  le  prin- 
cipe ne  suffira  plus  ä  deterzniner  le  mouv  ement  des  ondes. 

Deux  manieres  de  se  representer  les  phenomenes,  deux  images 
distinctes,  ont  successivement  regne  en  Optique  :  celle  de  l'emis- 
sion (lalumiere  se  meut)  et  celle  de  l'ether  (la  lumiere  se  pro- 
page)  (').  La  seconde  introduit  le  mouvement  absolu,  tandis  que 
la  premiere  conduil  pour  le  mouvement  de  la  lumiere  dans  le  vide 
exactement  ä  la  loi  qu'exige  le  principe  de  relativite  :  les  particules 
lumineuses  expulsees  en  tous  sens  ä  l'instant  t  se  meuvent  avec 
une  vitesse  radiale  constante  et  remplissenl  constamment  une 
sphere  dont  le  centre  est.  cininie  du  mouvement  de  translation 
w  qu' avait  P  ä  l'instant  de  l'emission;  si  iv  est  constant,  ce 
centre  continuera  donc  de  co'incider  avec  P. 

C'est  cette  image  fundamentale  seule  que  nous  emprunterons  a 
la  theorie  de  1  emission.  Inutile  d'ajouter  que  ces  particules  doivent 
etre  considerees  uniquement  comme  une  ficlion,  d'ailleurs  com- 
mode,  et  qui  a  lavantage  de  nous  conduire,  comme  on  vient  de  le 
voir,  ä  enoncer  pour  la  vitesse  de  la  lumiere  dans  le  vide  une  loi 
precise  meme  lorsque  la  vitesse  de  P  est  variable  et  que  le  principe 
de  relativite  ne  suffit  plus.  La  vitesse  de  la  lumiere  depend  donc  de 
celle  que  possede  le  corps  qui  l'emet  au  moment  de  l'emission;  ä 
partir  de  cet  instant,  la  vitesse  des  particules  reste  invariable,  quel 


(')  Selon  les  signes  sensibles  par  lesquels  on  clefiniL  l'idenLite  d'une  panicule 
dun  Corps  conlinu  avec  elle-meme  pendant  le  mouvement,  celui-ci  sera  dil 
«  mouvement  reel  »  ou  «  mouvement  de  piüpagaiion  ».  Ces  signes  sensibles 
faisant  defaut  pour  la  lumiere,  on  ne  voit  aucune  difference  reelle  de  sens  entre 
ces  enonces  :  «  La  lumiere  est  projelee  »  et  «  la  lumiere  se  propage  ».  11  n'j'  a 
qu'une  dilTerence  de  langage,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  une  difference  dans 
l'image  sensible  que  nous  evoquons  pour  nous  rendre  compte  de  nos  sensations. 
Les  consequences  que  nous  tirons  de  ces  images  sont  seules  diderentes,  et  c'est 
leur  simplicile  qui  determinera   le  clioix. 
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que  soit  le  mouvement  ullerieur  de  P,  meine  lorsque  les  pai- 
ticules  trcwersent  des  corps  ponderables  ou  des  charges  elec- 
tricfiies.  J'ai  dit  dans  rintroduction  que  cette  Hypothese  n'est 
que  provisoire  ;  eile  est  exigee  par  le  principe  de  superposition,  et 
contraire  ä  celui  de  Paction  et  de  la  reaction;  mais  l'avantage  de 
serrer  d'aussi  pres  que  possible  les  hypotheses  correspondantes 
de  M.  Lorentz  doit  la  faire  preferer  pour  le  but  que  je  me  pro- 
pose  ici. 

Noiis  admettrons  de  plus  que  l'action  de  P  sur  iin  corps  P'  ne 
dependra  que  de  la  vitesse,  de  la  disposition,  etc.,  des  particules 
emises  par  P  et  avant  atteint  P'  ä  {'instant  considere. 

On  pourrait  chercher  ä  rendre  coaipte  des  plienomenes  au 
moyen  d'aclions  mecaniques  exercees  par  ces  particules,  mais  les 
difficultes  anxquelles  on  est  conduit  ainsi  m'ont  paru  insurmon- 
tables.  Au  lieu  de  chercher,  par  des  «  masses  invisibles  »,  des 
«  liaisons  »,  etc.,  ä  conserver  le  schema  de  la  Mecanique  classique, 
jal  prefere  reduire  dans  la  mesure  du  possible  les  hypotheses  a 
faire,  methode  dont  les  avantages,  au  point  de  vue  de  la  logique  et 
de  la  clarte,  compensent  certainement  ceux  que  prescntent  les 
((  analogies  mecaniques  »  de  Maxwell.  On  verra  d'ailleurs  que  la 
masse  mecanique  peut  se  deduire,  comme  dans  la  theorie  de 
M.  Lorentz,  d'actions  purement  electriques,  et  que,  d'autre  part, 
la  theorie  est  applicable  ä  la  gravitation,  et,  peut-etre,  aux  actions 
moleculaires  :  eile  engloberait  donc  la  mecanique  classique,  et 
ferait  decouler  l'eneigie  cinetique  et  l'energie  potentielle  d'une 
meme  source.  Dans  ces  conditions,  il  est  plus  satisfaisant,  au 
point  de  vue  logique,  de  ne  faire  usage  dans  les  hypotheses  fonda- 
mentales  que  de  considerations  cinematiques  ne  comportanl  que 
les  'notions  de  temps,  d'espace  et  de  charge  electrique. 

J'admettrai  donc  que  tout  point  electrise  emet  ä  cliaque  instant 
et  dans  toutes  les  directions  des  particules  fictives  infiniment  petites, 
animees  d'une  meme  vitesse  radiale  c  ä  l'origine,  et  conservant  leur 
mouvement  uniforme  quels  que  soient  les  corps  qu'elles  ren- 
contrent  (');  Tensemble  des  particules  emises  ä  l'instant  l'  par  un 

( ' )  La  theorie  moderne  de  la  dispersion  et  la  theorie  de  Lorentz  fönt  cette 
meme  hypothese;  le  changement  de  vitesse  de  la  lumiere  dans  les  divers  milieux 
apparait  alors  comme  le  resultal  d'interferences  et  de  phenoraenes  de  resonance 
complexes. 
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point  mobile  P'  de  coordonnees  x\  y' ,  z-',  fonetions  de  t\  forinera 
ä  cliaque  inslanl  posleriein'  t  une  spliere  de  rayon 

([)  r  =  c(  t  —  t' ). 

Le  cenlre  de  cette  spliere,  qui  continue  ä  se  mouvoir  avec  la 
vitesse  v'  ^=  <''('')  qu'avait  P'  ä  l'inslanl  t' ,  a  pour  coordonnees 

L  equalion  de  la  spliere  sera  donc 

-^ [y  ~ y - (f  -  i' )^-'y\' -  [^  —  -  - (f — i' )^''zy-- 

Si  x' ^  y\  '■'  sont  des  fonetions  connues  de  t\  on  deduini  de  ces 
deux  equations  l'instant  d'emission  /'  d'nne  onde  qui  atteint  un 
point  P  donne,  de  coordonnees  x^  y,  z,  ä  l'instant  ^,  ou,  ce  qui, 
d'apres  (I),  revient  au  nienie,  le  rajon  /■  de  la  spliere  cpielle  forme 
ä  cet  instant  et  qui  est  donne  par 

M.,  .==    [._.,.■(,- r)_j,.i(,-i)P 

-[r-.-('-^)-j>;('-j;]' 
-[=-4'-^)-?K'-0]'. 

Dans  la  theorie  de  Lorentz,  et  en  choisissant  un  sjsteme  de  coor- 
donnees immobile  par  rapport  ä  l'etlier,  on  aurait,  au  contraire, 
les  equations  suivantes  : 


(III 


C^-{t  —  t'f=   f{^-=         \x  —  T'(t j     ' 

+  ['-/('-£)]' 
4.-.(,-S)]'. 

L'hypothese  nouvelle  introduit  une  symetrie  complete  lorsque 
les  deux  poiiils  P,  P'  sont  anirnes  chaciin  cC une  vitesse  uni- 
forme: r  sera.,  dans  ce  cos,  la  distance  reelle  des  deux points  ä 
l'instant  t ;    deux  ondes  emises  simultanement  par  P'  et  P  arrive- 
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ront  simultKnenieiiL  en  P  et  P' .  11  ii'en  est  pas  ainsi  dans  la  theorle 
de  Loreiitz,  et  la  consequence  en  sera  que,  dans  le  cas  d'iin  mou- 
vement  sensihlenient  uniforme,  oü  le  i-ajounement  est,  par  conse- 
qiient,  uul,  iiotre  tlieorle  conduira  ä  l'egalite  de  Taction  et  de  la 
reaction,  ce  qui  nest  pas  le  cas  dans  la  theorie  de  Lorentz.  Ce 
n'est  que  lorsqu'il  n'j  a  plus  cette  identite  des  instants  d'emission 
que  ce  principe  devra  etre  modifie,  ce  qui,  d'ailleurs,  s^  concoit 
aiseraent. 

Remarquons  encore  que,  si  P'  est  anime  d'un  niouvement  oscil- 
latoire  et  si  la  distance  PP'  est  siiffisainment  grande,  il  se  pourra 
que  des  ondes  |iarties  en  des  instants  l\,  t',,,  ...,  oü  la  vilesse  P' 
avait  des  valeurs  dilVerentes  r| ,  v[^.  ....  ariivent  simullanement  en 
P  par  suite  de  la  dillerence  de  leiirs  \ilesses  de  px'opagation  ;  pra- 
tiquement,  ce  cas  ne  se  presenlera  qu'en  Optique.  Dans  la  theorie 
de  Lorentz,  il  faut  <}ue  P'  prenne  ä  certains  instants  une  vitesse 
superieure  ä  celle  de  la  luniK-re  pour  qu'iin  [)henonH''ne  analogiie 
se  produise. 

boient  n-.r  =  — -^ — '  «'>-.  »ic,  "".c  ^=^  — 'J~' — '  "V'  "";  '^^  accele- 
rations  des  points  xyz,  x'y'z  ;  soient  de  plus 

les  conqDosanles  de  la  vitesse  relative  du  point  P(.r,j)',  z )  et  du 
centre  C  de  la  spliere  emise  par  P'  et  atleignant  P  en  ^  :  si  le  niou- 
vement de  P'  est  uniforme,  ce  sera  simplement  la  vitesse  relative 
de  P  et  F. 

Le  vecteur  r,  donl  les  composantes  sont 

(2)  r.^  =  x  —  x'{t—'-\  —  -v'_^(t  — 


=  "-'"'  0-c)-r-0 


y-y—^^-y, 


est.  on  la  vu,  la  droite  tpii  Joint  ä  P  le  point  P^  oü  se  trouverait  P' 
si  sa  vitesse  etait  restee  constanle  en  grandeur  et  en  direclion  de- 
puis  linstant  d'emission 

r 

t'  =  t : 
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ce  vecteiir  est  dirige  de  P,  vers  V,  et  Ion  a 

r,;  =  ;■  cüs(  r,  t),  .... 

La  vitesse  relative  U  des  particules  *'inises  par  P',  par  rapj)oit  a 
P,  a  pour  composanles 

\Jj:=  ccosi  rx) -h  i>^. —  v,f,  Uv=:  r  cos(/y )^- i'y  —  fy,  U;  =  ...; 

son  carre  est 

U2  =   Ul-   -^  U  2  -t-  U?   =  C2  —  -J.  CUr  -r-  »*  ; 

sa  projeotion  siir  /■  est 

,    Ur  =  cos( rx)  \Jx-^  cosf/'j')  Uy-t-  cos(/-j)  11;=  C  —  llr. 

(3)  ,  If  rf'j.-^   llY''y-^  "•  ''- 

{  "'•  =  - ;^ ^- 

La  Position  et  le  nioiivement  relalifs  de  la  sphere  et  du  pcnut  P 
sont  d'ailleurs  determines  lorsqu'on  se  donne  r,  u,-  et  u-  ou,  ce 
qui  revient  au  meme,  /•,  U,-  et  U-  ;  il  n'existe  pas  de  combinaison 
des  vecleurs  /•,  ;/,  independanle  de  la  position  absolue  dans  l'es- 
pace,  qui  ne  s'expiime  par  ces  trois  quantites. 

On  peul  reniarquer  que,  pour  iin  observateur  place  en  l^  et  par- 
licipant  au  mouvement  de  ce  point,  le  rapport  de  la  distance  nor- 
male de  deux  positions  successives  de  la  spbere,  divisepar  le  temps 
dt^  c'est-ä-dire  ce  qui  correspond  a  la  vitesse  de  propagation  de 
l'onde  pour  cet  observateur,  est  precisement  Ur- 

Enfin,  si  l'on  admet  que  le  nombre  de  particules  emises  par  un 
centre  cbarge  dans  le  temps  dt'  est  proportionnel  ä  sa  cliarge  e  et 
ä  dt\  le  nombre  de  particules  situees  dans  un  element  de  surface 
<r/S  de  la  sphere  sera  independant  de  la  position  de  cet  element  et 

proportionnel  a  — —■  c5i  deux  spheres  emises  en  t    et  /  -\- at    se 

trouvent  ä  la  distance  normale  du  au  point  xyz  et  ä  Tinslant  ^,  on 


aura 


dt  =     —  cos(/'a^  I  H cos( /•  V  )  -f-  —  co^irz)     an 

\^ux  (iy  (>^  J 


=  (7 )        <"=• 
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r>e  nombre  de   particules  comprises  dans  leleinent  de  volume 

.  ,   e'    dt' 

dS  du  est  donc  proportionnel  ä  —  —-dn  dS,  et  la    densite  I)   est 

1       '  H  an 

—  ert— •  — 7  en  desienant  par  — ra  Ic  facteiir  universel  de  propor- 
,.2  ttn  öl  II 

tionnalite.  Coinine  r=:.c[t  —  /'),  un  a  donc  enlin 

ae'  ör        ae'  V  ür         ,  dr  dr  ~\ 

r-    On .        r-    \^dx  '  •/  ^        ^y  ' -^  '        ,jz  J 

L'eqtialion  ( fl )  definil  /•  en  fonction  iinplicite  des  variables  x^ 
y,  z,  t,  quand  le  luouvement  de  V  est  donne.  On  a,  en  la  difTe- 
rentlant, 

<)/•  r  ,     ,  ,  ,  öl- 

ÖX  C-  .t      j  -          /  ^^^ 


doü 

(V) 


=  /■  cos(  /•,  a?)  H W ,. 5 

C-  ÖX 


dr        cos(  /•,  X )  dr 

ÖX  rw,.  dy 


en  Sorte  qu'il  \ient 

dr 


(5) 


ön  r»-',.  ,  /  rw ,. 

(■-  <■' 


et,  de  meine,  a  des  ternies  d'ordre  superieiir  prrs, 

-^^  =  cos(/-,^)-/'«.i. 

Les  derivees  de  /■,  D  par  rapport  a  x^  y,  z  inlroduisent  donc  les 
accelerations. 

Considerant  r,  i',  c  conime  fonctions  de  t.  il  faut  noter  encore 
hl  formale 

dt'  r  I    dr 

(6)  -p  =  r  =  i r- 

^    '  <lt  I  —  rw,.  c   dt 
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§  '2.  —  La  FORCE  ELEMEXTAIRE. 


On  a  vu  que  la  theorie  de  Lorentz  s-'exprime,  en  derniere  ana- 
lyse,  par  l'enonce  d'une  loi  elementaire  d'action  entre  deux  ele- 
meiits  de  volume  charges.  Un  corpuscule  moldle  P'(x',y,  s'), 
portant  la  char-^e  e\  exerce  sur  un  autre  P  de  charge  e  place  en  x, 
y,  z  une  force  qui  depend  de  la  vitesse  i>  de  ce  dernier,  de  la  direc- 
'  /         ^ 

X  —  X    \    t  — ■  — 


tion  cos(R,x)  =  ^^ ,  ...  et  du  rajon  RdeTondeemise 

par  P'  ä  l'instant  i'  =  /  —  — ,  et  atteignaut  P  ä  l'instant  /  ;  enfin,  de 

la  vitesse  v'  et  de  l'acceleration  w'  de  P'  en  t .  On  a,  le  Systeme  de 
coordonnees  etant  au  repos  par  rapport  ä  l'ether, 

(III)  H2=      r.r  — r' (^--^jT 

equation  qui  definitRen  fonction  iiiiplicite  de  x,y,  z^  t  lorsque 
les  fonctiüns  x'  =^  x' {t')^  y,  z'  sont  donnees.  On  en  conclut 

I    <^R  _  cos  R;c 

l    öx 


c 
'^R        (^R         .„  dR 


^  -^  cos(R,  z)^ 


equations  analogues  ä(4)  et  (5). 

La  force  elementaire,  dont  l'expression  a  ete  donnee  par 
M.  Schwarzschild  (')  pour  le  cas  de  deux  electrons  de  diametre 
negligeable  par  rapport  ä  leur  distance,  possede  une  composante 
parallele  ä  R,   une  autre  parallele  ä   r',  et  une  Iroisieme  ä  w' ,  et 


(')  Göttinger  \achrichten,   igoS,    p.  i32    et   suivantes.    La   formule   comporte 
certaines  restrictions  qui  sont  sans  importance  ici. 
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•^        R^   c//?   L  <^  c      J 

A   =  (  I —r 


Rwi 


c- 


R  •  ^.c  "f'i  -^  ^Y^'y  ~*~  ^z^'z) 


(IV) 


/        i"-;       R  "'r  \ 


R   \    /  ^'It 


c  = 


-7) 


Les  equations  du  moiuenienl  sont 

la  Summe  elanl  elendue  ä  lous  les  ('-lectrons,  et  plus  generalement 
d'apres  le  principe  de  d'Alemberl, 


^2  ( '"'■ '^^'-2  ^'=  )  ^^^' =  °- 

Nous  nous  proposons,  en  conservant  les  equations  (  V'*)  et  (V), 
de  modifier  Texpression  de  F  de  inaniere  ä  en  eliminer  le  mouve- 
ment  absolii.  Celui-ci  j  entre  explicitement  par  les  vilesses  abso- 
lues  V,  v'  et  implicitement  par  la  loi  de  propagation. 

Dans  les  vues  generales  exposees  plus  haut,  le  principe  de  Tim- 
possibilite  de  l'action  ä  distance  s'exprimera  par  la  condition  que 
F  ne  depende  que  de  la  disposition  et  de  la  vilesse  des  particules 
autour  de  e,  c'est-ä-dire  des  vecteurs  U,  /•  et  de  D,  ainsi  que  des 
derivees  premieres  de  /*,  D  par  rapport  ä  x,  y.  z.  Ces  derivees 
introduisent.  comnie  il  a  ete  dit,  lacceleration  a'.  D'autre  part,  il 
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est  naliirel  de  considerer  F  comine  proportionnelle  ä  la  densite  D 
des  particules  pres  de  e  et  ä  la  charge  e\  oii  pourra  donc,  exacte- 
Dient  comme  dans  la  forniule  de  l^orentz,  decomposer  F  suivant 
les  directions  /■,  U,  kv  et  ecrire 

F^=6D[A,cos(/-,  .r)  +  B,U^+Gi<], 
Fy  =  eD[Ai  cos  Cr,  jk)  -+-  B,  U,-  -^  C,  <.v\.  ]. 
F;=.... 

Les  qiiantites  A,,  B,,  C|.  qiii  sont  independantes  du  sjsteme  de 
coordonnees,  ne  dependent,  par  liypothese,  que  de  /•,  U-,  LV- 
Comme,  dailleurs,  L,,:  =  ccos/-.r  —  a^  et  que  L!-,  U,-  s'expriment 
lineairemenl  par  «-,  ?/,.  on  pourra  egalement  ecrire 

F^.=  e\i\k.co%{r,  x)-\-  B,  ^^^  -^  (j,  IJ!Lil,         Fv  =  .... 

Oll  A2,  B.j,  Cj  sont  fonctions  de  w-,  //,. ;  iious  les  supposerons  inde- 
pendantes de  ;•.  De  plus,  ces  expressions  devant  contenir  les  vites- 
ses  c,  u  sous  une  forme  homogene,  on  |)ourra,  pour  les  vitesses 
relatives  petites  par  rapport  ä  celle  de  la  lumiere,  ecrire  («,  /??,  p 
elanl  des  exposanls  convenablement  choisis) 

A,fc,  Ur.  u- )  =  c"A,     I,  —  ,   —  ) 
■  \       c      c-  / 

—  C"  (  A  ,   -I-  A     —  -r-   Ao  —  H-  A; H.  .  .      , 

B2=c'"(b;  +  ...), 
c,=  c/'(g;+...). 

Bien  que  cetle  Hypothese  ne  soit  pas  indispensable,  nous   sup- 
poserons que,  si  l'on  change  le  signe  des  vitesses,  Ao,  Bo,  C2  ne 

changent   pas,  c'est-ä-dire  qu'elles  sont   fonctions  paires  de  — ; 

les  developpements  ne  contiennent   pas  de    puissances   impaires 

de  — 
c 

Remplacant  D  par  sa  valeur  (5),  et  disposant  de  quelques-uns 

des  coefficients  A,',  B^ ,  C^ ,  nous  pourrons  enfin  ecrire  F^-  sous  la 
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r—      COS(/-,  X)^\   :.   ^- 


ll.cUr    ,    /ll,-      II- \  /'«'l-       /Ur      U-^^ 

C   '    c-, 


:vo 


_  ")  —  /.   u-         in  —  A  I  f/^. 

1        c-  ',  (-2  ' 

■>  c-  ■  c'^ 

/,  ==  I  -i-  Ci  —   -(-  Co  — ;    +  .  .  .  , 


Oll  K,  «/,  6,-,  c/  Aon/  ö?e5  coefficients  qui  resteront  arbitraires 
dans  C etat  actuel  de  Uexperience ;  cc  qui  implique  que  -z,  •]/,  y 
sont  des  fonctions  presqiie  inconnues. 

Les  termes  d'iin  ordre  superieur  au  second  ne  jouent  de  role  que 
dans  la  |)ression  de  la  lumiere  (qui  est  du  domaine  de  l'Optique  et, 
par  consequent,  ne  nous  occupera  pas)  et  dans  l'etude  des  rayons 
3  du  radium.  II  n'est  pas  etonnant,  des  lors,  qu'ils  soient  mal  deter- 
mines.  Mais  on  verra  meme  que  les  termes  du  second  ordre,  dont 
dependent  les  phenomenes  electrodjnamiques,  ne  sont  pas  entie- 
rement  determinespar  Texperience  :  la  quantite  Kreste  arbitraire. 
La  formule  proposee  est  donc  suffisamment  generale  pour  le  but 
que  nous  nous  sommes  propose.  Elle  n'est  pas  la  plus  generale,  et 
la  consideration  de  mouvements  rotatoires  des  electrons  serait  plus 
simple  sous  divers  rapports. 

Les  equations  du  mouvement  seront  encore  (V)  et  (V'^).  Dans 
le  cas  Signale  precedemment  oü  des  ondes  emises  en  des  instants 
difFerents  par  le  meme  electron  e'  atteignent  simultanemenl  l'elec- 
tron  e,  il  faudra,  dans  les  sommes  -F,>,  . . . ,  tenir  compte  de  cha- 
cune  de  ces  actions. 

Pour  montrer  que  la  theorie  nouvelle  rend  efl'ectivement  compte 
de  tous  les  faits  connus  du  domaine  de  l'Electrodynamique,  je 
considererai  d'abord  le  cas  oü  les  vitesses  et  les  accelerations  sont 
relativemenl  petites  ;  il  en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  tous  les 
phenomenes  appartenant  au  domaine  de  l'Electrodynamique  clas- 
sique,  pour  les  rayons  cathodiques,  etc.  Ce  cas  est  caracterise  par 
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le  fait  que  Ton  peul  developper  toutes  les  fonctious  de  la  forme 

^/  t )  qui  y  joueiit  im  role  en  series  ti'es  convergentes  proce- 

dant  suivant  les  puissances  de  -■,  el  vte  prendre  que  les  premiers 
termes.  Ce  sont  la  ce  que  japfjellerai  les  phenonienes  ä  rarialion 
lente. 

En  second  lieu,  je  considererai  le  cas  d'accelerations  quel- 
conques,  avec  des  vitesses  Ires  petites  par  rapport  ä  c  :  c'est  celui 
des  oscillalions  hertziennes  et,  jusqii'ä  un  certain  poinl,  de  1  Op- 
tique. 

Enfin,  lorsque  les  vitesses  sont  comparables  ä  c.  mais  que  les 
accelerations  restent  petites,  on  est  conduit  aux  experiences  de 
M.  Kaufmann  sur  les  rayons  ß  du  radium. 

Tous  les  phenomenes  electriques  observes  jusqu'ici  appar- 
tiennent  ä  l'une  d«   ces  categories. 

On  sait  que  la  loi  de  la  conservation  de  lenergie  sous  sa  forme 
classique  \\  =^  const.  n'est  plus  applicable  quand  il  y  a  rayonne- 
ment;  il  faut  avoir  recours  ä  l'image  d'nn  fluide  energie,  ou  con- 
siderer  l'energie  vibratoire  perdue  par  un  corps  lumineux  ou  un 
excitateur  hertzien  comme  projetee  dans  l'espaceavec  la  vitessede 
la  lumiere  et  lui  attribuer  une  quanlite  de  mouvement  selon  le 
theoreme  de  M.  Poincare.  De  la  aux  idees  que  nous  avons  expo- 
sees  ici,  il  n'y  a  qu'un  pas.  Mais,  en  abordant  ce  sujet,  je  depasse- 
rais  le  but  pureinent  critique  que  je  nie  suis  |3ropose  ici.  Je  me 
bornerai  donc  a  montrer  que  les  forces  et  les  mouvements,  et,  par 
consequent,  le  travail,  sont  bienles  memes  que  l'indiquela  tbeorie 
de  Maxwell,  dans  tous  les  plienomenes  observes  jusqu'ici  ;  la  loi 
de  l'energie,  dans  la  mesiire  oä  eile  a  ete  verißee  dans  ce  do- 
maine^  en  est  la  consequence. 

Avec  le  principe  de  l'energie,  le  principe  de  la  moindre  action 
de  Maupertuis,  qui  suppose  lequalion  de  lenergie  sous  sa  forme 
classique,  cesse  d'etre  vrai  en  gentiral,  de  meine  que  les  equations 
canoniques  et  l'equation  aux  derivees  partielles  d'Hamilton-Jacobi, 
et  rien  ne  porte  ä  croire  que  le  principe  d'Hamilton  echappera  ä  la 
regle  generale.  Poür  qu'il  füt  applicable  ä  la  formule  (M)  il  fau- 
drait,  comme  onle  voit  sans  difficulte,  y  introduire  un  terme  con- 
lenant  l'acceleration  de  e,  c'est-ä-dire  une  reaction  d'inertie  depen- 
dant    de   la  disposition  des  charges  exterieures.    La   formule    de 
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Weber  contenait  un  lerme  de  ce  genre  et  Helmlioltz  ( ' )  a  niontre 
les  consequences  inadmissibles  qui  en  resultent.  Pour  un  eleclron 

isole,  poiii'  lequel  —  =  i  ,S.  lo' environ,  mobile  ä  l'interieur  dune 
•  ^         mc 

sphere  creiise  chargee,  tout  se  passe  commesi  la  masse  etail  diml- 
nuee  proportionnellement  au  potentiel  de  la  spliere,  et  egale  ä 
zero  pour  1,5.10"  voll  (posilifs)  environ.  L'acceleration  devien- 
drait  alors  infinie,  et  j'on  voit  qiie  l'experience  ne  presenterait  pas 
trop  de  difficultes.  En  Optiqiie,  et  pour  les  vibrations  spectrales  oü 
la  reaction  d'inertie  joue  un  röle  essentiel,  Tinfluence  des  charges 
electriques  des  appareils  sur  les  proprietes  optiques  et  la  position 
des  raies  dans  le  speclre,  qui  resullerait  de  l'introduction  dun 
tel  terme,  serait  absolnment  contraire  ä  lexperience.  Ce  n'estque 
lorsque  la  fonclion  de  Lagrange  depend  lineaiveinent  de  la  vitesse 
V  de  e,  comme  c'est  le  cas  dans  la  theorie  de  Lorentz  (2),  que  ces 
consequences  sont  evitees  :  inais  ceci  exige  l'introduction  du  mou- 
venient  absolu.  Le  principe  cV Hamilton  devra  donc  egalenicnt 
etre  transforme  iorsqu  on  ne  considere  que  des  rutesses  rela- 
tives. 

Les    equations  du  niouvement  que  nous   avons  ecrites  sont  du 
second  ordre,  comme  celles  de  la  Mecanique  ;  mais,  ä   cause  de 

l'argumenl  t ?  elles  sont,  en  meme  leiiips.  des  equations  fonc- 

tionnelles,  et  cette  forme  mixte  tres  compliquee  n'est  peut-etre 
pas  definitive. 

Phenomenes  ä  Variation  lente. 

§  3.    —     CaLCLL     GENERAL     DES     TORCES. 

Nous  allons  transformer  l'expression  de  F  en  partant  de  l'hypo- 
these  que  les  developpements 


(8) 


j  =  ''i(o— ^<(0--••• 


l'^■(  t  — 


(')  H.  V.  Hklmholtz,   Wissenscliaft.  Abhand.,  t.  I,  Leipzig,  1882,  p.  553,  (J3b, 
656. 

('-)    Voir  la  formula  (XNH)  de  ly  pieiiiiere  Partie,  due  ä  M.  Scfiwarzschild. 
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sonttres  convergenls,  et  nous  nous  proposous  de  calculer  F  aux 
lennes  du  trolsieme  ordre  (en  c-)  pres.  Designons  par  o  le  vec 
teur  de  coinposantes  x(j)-:r'it),  y  {t)  -  y  {t)^  fi^^."^  ^^' 
c'est-ä-dire  la  dlstance  actuellr  des  deux  points  electriques,  et 
soit  toujours  Ap  la  comi.osante  d'un  vecteur  A  dans  la  d.rect,on  o. 
On  aura,  d'apres  (2), 


(9) 


d'oü  enfin 


■2C- 


ry  =  y(t}-y(J)^:^.<(^')^ 


/•-  =  '•%  +  rj  -+-'■£-=? 


^; 


(10) 


c- 


('0 

De  meme 

(12) 


IOC' 


=  [..(0-«':.(0]cos(0,:r,-[.v(O-^;<0]cos(p,j) 
+  [^'z{t)  -  ^'=(01  cos(p,  ^)  +  I  "^'pC^) 


^-. 


^   ^^   ...  C^'(0  =  Pp-i^p 


IV, 


c 


Les  expressions  «=,  «;  n'enu-ant  dans  F  qu'avec  le  facleur  ^, 
leur  developpement  sarrä.era  des  le  premier  terme  :  a"-  sera  le 
carre  de  la  vilesse  relative  acluelle  des  deux  pomls,  so.l 

{.AD  -  ..i(01'+  [">•(')  -'■;v<')l'+  NC) -  "=(')!' 


et  ,  , 

ao 


''^■"^''^^Vdl 
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Toujours  en  negligeant  les  termes  qui,  dans  l'expression  (IV)  de  F, 
se  trouveraient  multiplies  par  —  >  il  vient  finalement 


F   -  — 


r          I   ?  Wo         3  —  /i  U'        3  (\  —  k)   u'l^ 
cos(-p,  x)\i '-^-  -\ ; '- 

■1  C-  2  C^ 

(i3j        Fa;=  ee      ; ^ ,    '     ,      [^ 3  -  /o«2_3(i  _/-^  „-] 

(         P  4  P  »^ ' 

(Ä-  -i-  I  j  Uxllp  H'i  ^  »'p  cos(  p,   X  )  ) 

2C-p2  2C-p  ^ 

Oll,  repelons-le,  toules  les  grandeurs  doivenl  etre  prises  ä  l'ins- 
tant  /.  Oll  a  ainsi  relrouve  la  forme  sL  cornmode  de  Vaction  ä 
dislance.  On  voit  que  l'action  n'est  pas  egale  ä  la  reaclion,  mais 
que  la  dillerence  est  un  terme  contenant  seulement  les  accelera- 
tions  el  non  les  vitesses. 
Celle  fonriiile  peul  s'ecrire 

1  _   T  — /c  cos(p,  .r)  /         ■iu-—?,ul  Wr. —  wy 


. _— r.  -  w,^ 


ee  1  p-         V  -ic- 

I  -t-  /.'  fcosf  0.  .'■ ) 


c-         / 


-t-  /.•  rcos(  p.  .:>•  )   /  U-    \  ll.r"o  w,,  —  iv'^l 

■2  I  p-  \  ■2.C- )  p"-C-  pC"-  J 

-i — -  (fVj-  —  Wr^  cosoar) 

2C-p  ■  ' 

I     r/r-,  ^  /.-, 

■  Wr.  COS(  0,   X)  ^ U- ,.     . 

Or 

£/^2  -  elf  [■  ^ —r^ J 


II- —  «5  ^ 

-1-  Wr —  Wr 


et 


,  d    w'^(x  —  x')-^w\.{y  —  y)^(v'-iz  —  z')         w'^  —  w'r,  cospx 

M'p    _    : _  .1 


dx     '^        (Jx 


en  Sorte  que  la  premiere  parenthese  s"ecrit,  puisque  Ur 

l       /  d'y\  2  6^2  0 


(/p 
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comine  dans  la  loi  de  Weber  bienconnue;  ladeux,ieme  represente 
la  loi  de  Rieinann  ( '  ),  ia  troisieme  est  egale  ä 

_k_   <hvl 
i  c'^     üj- 

En  somme,  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  nous  sommes  donc 
en  presence  de  la  combinaison  lineaire  la  plus  _y:enerale  des  deux 
lois  proposees  par  Weber  et  Riemann  pour  lexplication  des  phe- 
nomenes  electriques.  Or,  oii  sait,  et  il  est  facile  de  le  verifier,  que 
ces  deux  fornuiles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  classique 


r/L 


dt   üv  Y 


d_  dL 

dl  üiZ 


oü  L  =  -  (   I   H- 


pour  Weber,  et  -  (  i  +  _1  j  pour  Riemann. 

Leur  combinaison  linraire  sera  susceptible  de  la   meme  forme, 
et,  en  posant 

(r  —  A)  I     ^    t/r, 


nous  aiirons 

(i5)  F,= 


/.•) 


it- 

•2  C- 


d 

da' 


ee'/i( 


iL  ^ 

dt    ÖVr 


-^  :^T^_  V  /'■  —  I  j  <vp  cos  ( p,  X)  -f-  (  X-  +  ,  j  wjc\. 

En  faisant  sur  la  nature  du  couranl  de  conduction  des  hjpo- 
tbeses  tres  speciales  et  qu'il  faut  considerer  aujourd'hui  comme 
inadmissibles,  au  moins  pour  les  electrolytes,  Weber  et  Riemann 
a\aient  demontre  que  leurs  formules  representent  bien  les  lois  con- 
nues  de  l'electrodynamique  et  de  l'induclion  en  circuits  fermes. 
Nous  montrerons  que  ce  resultat  est  independant  de  ces  bjpotheses 
speciales  ((-)  et  s'etend  meme  aux  actions  de  courants  fermes  sur 
des  lons  hbres,  par  exemple  des  rajons  catliodiques,  et  aux  actions 


(')  B.  Riemann-,  Schwere  Elektrizität  u.  Magnetismus,  Hannover,  1876, 
§  98,  99.  Voir,  sur  ce  sujet,  Enzyclop.  der  Math.  Wissenschaften,  t.  V,  art.  12, 
p.  38  et  47  (Reiff  u.  Sommerfeld). 

(-)  C'est  ce  qu'onl,  pour  des  cas  parliculiers  du  moins.  remarque  divers  au- 
teurs;  voir  PoiJ<CARi,  Electricite  et  Optique,  v  edilion,  p.  qGS. 

R  ,0 
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que  ]  electricite  slali(|uc  eu  niouveiiieal  exerce  sur  im  ainiaiil 
{c'est-ä-dire  iin  Systeme  de  couranls  ferines).  Dans  lous  les 
phenomenes  de  ce  genre  ol)serves  jusqu'ici,  il  entre  en  jeu  au 
moins  un  circuit  ferme,  et  c'est  lä  im  point  tres  important.  Quant 
aux  phenomenes  d'induction  en  circuils  ouverts,  tres  rapides,  ils 
dependent  imiqueinenl  du  teriiie  contenant  les  accelerations  cv' ; 
or,  on  verra  que  ce  terme  est  ]e  nieme  dans  les  deux  theories  :  il 
est  entiereinent  determine  par  les  experiences  faites  sur  les  oscil- 
lations  liertziennes,  et  l'on  peul  dire  que  touLes  les  conjirmations 
e.rperimentales  de  la  theorie  de  Maxwell  et  Lorentz  ironl 
porte  que  sur  lui  et  sur  le  fait  de  la  propagalion  ;  quant  ä  la 
maniere  dont  les  vitesses  entrent  dans  la  formale  de  la  force 
elementaire,  nous  ne  somines  pas  plus  renseignes  ä  ce  sujet 
que  ne  V etaient  Weber,  Riemann  et  Clausius,  malgre  les  expe- 
riences faites  sur  les  rayons  cathodiques.  leflel  Piouland,  etc.,  etc. 
II  est  interessant  de  comparer  cette  formule  ä  celle  qui  resulte 
de  la  theorie  de  Lorentz  lorsqu  on  la  developpe  egalement  jus- 
qu'aux  termes  du  second  ordre.  II  vient,  d'apres  (111), 

K^=\x(t)-x{t-^^']^'  +... 


les  quantites  v.  w'  etant  prises  pour  l'instant  t  ;  i-esolvons  par  rap- 
porl  ä  Pi  et  developpons  encore,  il  viendra 


(Ki)  R  = 


•ic- 


De  meine,  aux  termes  en  —  pres     car,  v'^^  ligurant  dans  (l\  ) 
le  facteur  -,  cette  approximalion  suCHt    . 

v'x(t) w'j.  i  t  )\  \.r{t)  —  x'  {  t  )  ~ v'j.i  t ) 

(17)        '"14=    ^ n ■ 


avec 


'  r  ••>        '2  '  I 

-IV-  —    Vr,     0  UV.      . 
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Les  expressions  des  potenliels  $,  A  donnes  par  MM.  Lienard  et 
Wiechert  ( ' )  deviennent 

(18) 


■>  c- 


(".)j 


A^  = 


^■.•■,, 


].a  composante  1\',.  de  la  force,  dont  I'expression  generale  par  les 
potentiels  est 

r         r)4'  t    öXi-  Vy  /  OXy  _  dX.r\   __  «^  /^^  _  ^l^\]  , 

l'x=  e  1^—  —  —  c'-'cn'  ^  "?■  \  'J.r  ~   ('„K  /        '•      "-         '^•'"  / J  ' 
devient,    aux    lermes   en   —    pres, 

(2,0)     F',=  ee'] TT— U-^    ^^ / 

'^'f  '^"p  [»'',-  -H  iv'p  CO«  f  s .  .T- »]  / 


On  \oilcpie  ceüe  expression  ae  concorde  avec  (ij)  qiren  ce  cpii 
incerne  le  terme  electrostat 
peilt  la  metlre  sous  la  forme 


,,  .  COS(0,  ^  )       ^    I  '\  '        V-  t\ 

concerne  le  terme  electrostatique  ^^ —  et  les  accelerations.  Un 


OL        d    dL_ 
öx        dt  övx 

comme  l'a  montre  M.  Schwarzschild,  en  posanl 


(')  LiENAiiD,  L'Eclairage  electrique,  t.  XVI,  1S98,  p.  3,  53  et  106  ;  Wiechekt, 
Arch.  neerl.,  (2).  l.  V,-  1900,  p.  549.  On  peut,  pour  le  cas  oü  releclricile  est 
dislribuee  de  maniere  üoinogene  et  fixee  ä  un  solide  en  iranslalion,  se  servir  de 
ces  mömes  formules  quelle  que  soit  la  distance,  en  remplacant  e,  e  par  de,  de': 
c'est  ce  qu'on  voit  en  developpaat  directeinent  sous  le  signe  somme  dans  la  for- 
inule  generale  des  potentiels  [formules  (XII)  et  (XIII)  de  la  premiere  Partie]. 
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c'est-a-dire 

(10  bis  )         L  =  —     I  -j L ; 

0  \  4  c2  c- 

e'wfj         I 

r -i rj..-)  \V  =  V(t),   W   =  w  {t )]. 


§  4.  —  Electrostatique. 

Lorsque  les  cluirges  electriques  sontau  repos«  ou,  ce  f{ui  revient 
au  meine,  sont  entrainees  dans  iin  commun  mouvemeul  de  Irans - 
lation  uniforme,  les  formules  (i3)  et  (20)  se  reduisent  a 

ee'c<}s(o,T)                       ee'cos(o,  T)            „         ee'cos(:,.z) 
^.c=  ' — -r^ »  r  j,  =    -j-i ,  1<  ;  =  J7^ 

C  est  la  loi  de  Coulomb  ;  011  \oil,  de  plus,  que  les  quantites 
d'electricite  sont  mesurees  en  uiiiles  eleclroslatiques  dans  notre 
theorie  comme  dans  celle  de  Lorenlz. 

Avec  Lorentz,  nous  considerons  les  dielectriques  pondt-rables 
comme  formes  d  atomes  electriques  positifs  et  negatifs,  la  charg-e 
totale  de  chaque  element  de  volume  etanl  nulle.  Ces  atomes  sont 
soumis  ä  des  forces  elastiques  qui  tendent  ä  les  ramener  a  leur 
position  d'equilibre  lorsqu'ils  en  ont  ete  ecartes  par  des  forces 
exterieures.  La  polarisation  des  dielectriques  et  ses  effels  sexpli- 
queront  donc  de  la  meine  maniere  dans  les  deux  tbeories,  et  don- 
neront  Heu  aux  meines  relations. 


§  .".    —   COLRANTS    ELECTRIQUES. 

La  theorie  des  eleclrons  considere  les  courants  de  conduction, 
aussi  bien  dans  les  metaux  que  dans  les  electrolytes  et  les  gaz, 
comme  un  transport  de  charges  electriques,  les  ions  positifs  allant 
en  sens  inverse  des  ions  negatifs.  Considerons  un  element  de 
volume  d'z  de  la  matiere  ponderable-qui  est  le  siege  du  courant, 
element  contenanl  un  grand  nombre  d'ions  ;  soienl  V  sa  vitesse, 
N,,  €(  le  nombre,  par  unile  de  volume,  et  la  charge  dune  des 
diverses  sortes  d'ions  qui  conslituentle  courant.  La  vitesse  relative 
d'un  ion  par  rapport  ä  la  matiere  ponderable  sera  p  —  V  ;  c'est  eile 
qui  caracterise  le  courant,  et  l'intensite  de  ce  dernier,  mesuree  eji 


XVIII.  —  SLR  l'electrouvnamiqie  generale.  389 

unites  electrostatiques,  est,  par  hypotliese  ( ' ), 


La  Charge  electrostalique  Ejd-:  de  l'element  est 

i 

et  le  vecteur 

constitue  le  courant  de  convection^  dont  les  efiets  ont  ete  etudies 
par  Rowland  et  d'autres. 

Ces  ions  en  monvement  eprouvenl,  de  la  pari  des  ions  tres  voi- 
sins.  des  eftets  compliqiies,  et  Ion  admet  qii'il  en  resulte  en 
moyenne  une  resistance  —  KJ^,  —  K.Jj,  —  KJz,  proportionnelle 
aux  vitesses  relatives,  K  etant  une  constante.  Dans  l'expression  de 
J,  les  mouvements  moleciilaires  irreguliers  sont  sans  infliience 
appreciable.  Les  ions  ne  peuvent  quitter  la  surface  du  conducteur, 
si  ce  n  est  qu'aux  points  de  contact  avec  un  autre  conducteur. 

Ceci  pose,  les  foiinules  (i3)  et  (20)  ne  contiennent,  ä  cöte  du 
terme  electrostalique,  que  des  termes  divises  parle  nombre  exces- 

sivement  ffrand  c- =  g.  10-". — -:    ces  termes   ne  seront  sensibles 

"  ^  «ec- 

que  si  les  vitesses  ou  les  accelerations  sont  extreniement  grandes, 
ou  si  les  quantites  d'electricite  niises  enjeu  sont  incomparable- 
ment  superieures  ä  Celles  que  nous  oblenons  en  Electrostatique. 
L'etude  des  electrolytes  et  du  phenomene  Hall  ont  montre  que  les 

vitesses  des  ions  et  electrons  sont  telles  que  -  est  tres  petit,  de 

Tordre  lo"'**.  Ce  resultal  simplifie  considerablement  la  theorie. 
La  Charge  electrostatique  ILdi  de  l'element  de  volume  apparait 
comme  la  difference  de  deux  charges  incomparablement  plus 
grandes  :  sa  charge  positive  E)  dx  et  sa  charge  negative  —  Eg  c?t, 
loutes  deux  de  Tordre  lo'^Et/T.  Nous  designerons  un  tel  courant 
sous  le  nom  de  courant  neiitre. 

(  ')  LoREMZ.  Elektronentheorie,  §  "2'.),  p.  206. 
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On  simplifie  considerablement  les  calculs  sans  changer  sensihle- 
ment  les  resultats  en  admettant  qu'il  n'y  a  que  deux  sorles  d  ions. 
une  [)Ositive,  l'autre  negative  ;  que  cette  derniere  est  seule  en 
mouvenient  relatif  par  rapport  ä  la  inatiere  du  conducteur,  tandis 
que  les  charges  positives  restent  attachees  ä  cette  inatiere  et  ont, 
comme  eile,  la  vitesse  V,  On  a  alors 

( 22 )  J^  =  \  e ( r^—  V.,. )  =  -  E, r i>^  —  W, ). 

Le  lecteur  sera  averti  quand  cette  Hypothese  iiiflue  sur  le 
resultat. 

On  sait  que,  dans  l'applicalion  des  theories  classiques,  la  dis- 
tinetion  des  courants  fermes  et  non  fermes  etait  essentielle.  Elle  le 
sera  encore  ici.  Les  premiers  seuls  peuvent  rester  stationnaires  ; 
quant  aux  seconds,  les  hypotheses  laites  sur  E,,  E2  montrent  que 
les  extremites  de  ces  courants  porteront,  apres  un  temps  extreme- 
ment  court,  des  charges  electriques  libres  tres  considerables,  qui 
modifieront  profondement  les  conditions  du  mouvement.  Les  cou- 
rants non  fermes  varieront  donc,  en  general,  avec  une  extreme 
rapidite,  ä  inoins  que  des  moyens  tres  sensibles  ne  permettent  de 
mettre  en  jeu  que  des  quantites  d  electricite  de  beaucoup  infe- 
rieures. 

Nous  admettrons,  comme  le  veul  la  tbeorie  des  electrons  et  con- 
formement  aux  vues  d' Ampere,  que  les  ainiants  sont  des  sys- 
temes  de  coutants  neu  tres  fermes. 


Actions  electrodynamiques  et  electromagnetiques. 

§  (j.    —   ACTION   DUN  COLRANT   FERMK  SLR   L\  ELE.MENT  DE    COLRANT  XELTRE. 

Soient  E',  ds\  — E^  ds\  E,  ds,  —  E.^  ds  les  charges  positives  et 
negatives  de  deux  elements  de  deux  fils  situes  Tun  en  x' ,  y' ,  z\ 
l'autre  en  j:,  y,  z.  Par  hypothese,  les  charges  totales  E|  —  E2  =  E', 
El  — Ea  =  E  sont  tres  petites  par  rapport  ä  E^,  ....  La  force 
exercee  par  ds'  sur  ds  est  la  somnie  des  actions  de  E',  et  E!,  sur  E, 
et  Ea-  Les  vitesses  des  ions  positifs  et  de  la  matiere  sont  V,  V  ; 
Celles  des  ions  negatifs,  f,  <' ;  les  vitesses  relatives  V  —  v  =-f\, 
V  —  v'-='r\^    et,    par    consequent,     J,    .1'    ont    la    direction    de 
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ds  {dx,  dy,  d:-)  el  ds'  {dx',  dy' ,  dz')  ;  on  aura  donc 

(•2/,)  J  =  E.Y),  J'=  EVr,. 

Portons  ces  valeurs  dans  Fexpression  i  i3)  de  F^,  et  formons  la 

somme  indiquee.  Le  ternie  ['^    aura  le  coefficient 

-1  p- 

E'i  E,  -  E;  E,  -  E^  El  +  E;  E,  =  EE' : 

c'est  raclioii  ^leclroslatique. 

Les  termes  cn  <  ^-^  '  c"s^?- ^  '  seront,  au  facteur  dsds'  pres, 

EiE;(Vx-v:,)-^-e,e;  (v^.-\;,.-+-r.  —) 
_e.e;(v..-v.,-^,^)^- 
■^e.e;(\.-,^-v.-.-^^j  "-■•■' 

les  termes  non  ecrits  se  deduisant  de  ceux-ci  par  permutatloii  cir- 
culaire  de  xy:-.  Cette  expression  peul  s'ecrire 

r  ,,,       EE'  El]' ,.,        ,.,     clx' 

E.Ei[,V.-Vi)^^-^.-.-^(V.-V,j^         _ 

E'-n  dx       Er/-Yl^V 

E't|2  /dx\-^  ,  dx  ^'  _       1 

Lorsque  les  charj^es  resullantes  E,  E'  sont  nuUes,  le  dernierseul 

E      E'  ,  •  I 

subsiste.  Dans  les  aulres  cas,  p^,  -^  sonl  tres  |)etits,  et,  coinme  le 

lout  doil  6lre  multiplie  par -\,  on  voit  que  le  premier  terme  est 
absolument.negligeable  ä  cote  du  termeelectroslatique.  Le  deuxieme 
correspond  ä  une  action  tres  faible  d'un  couranl  neulre  sur  une 
Charge  electrostalique  en  niouvement,  le  troisieme  ä  1  aclion 
dune  teile  charge  sur  un  courant  ou  aimant  (efiet  Rowland).  Ces 
deux  elTets  sont  du  meme  ordre  de  grandeur,  et  ne  se  manifestent 
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que  dans  des  expei-iences  tres  delicates  et  lorsque  V  ou  V  sont 
considerables.  Si  ie  terme  electrostatique  est  faible  lui-meme, 
comme  c'est,  en  general,  le  cas,  ils  sont  absoluinent  negligealiles. 
Nous  discuterons  plus  Join  Teffet  Pvowland. 

Les    termes    carres    sont    egalenient    tres    petits     par    rapport 

,  dx  dx'  .,  j        . 

a  r\r\   -j-  -j-j -,  et  il  ne  reste  que  ce  dernier  ternie: 

_,    ^,  ( dx  dx'        dy  dy'        dz  dz'  \       ,  ,,,         ,    ,       ,  , 

—  ^hj  b,  {  — r-r  H 7-  -V;  H ; TT      O'^i  =  —  2  JJ    COs(  ds,  ds  ). 

-  \  ds    ds  ds    ds  ds    ds  j 

\\  A  I  3  f  I  —  A- )  (k  -\-  \)  , 

IJe   meme,   les   terines  en  — —  et  —  ne  donnent 

sensiblement  qu'un  resultat  proportionnel  ä  JJ  ,  et  l'on  aura,  pour 
l'ensemble  des  termes  dependant  des  vitesses, 

/    r         1.-.  cos(p,  .r )  , ,,    , 

(25)  rfRr  = ,'      'U'dsds 

10^  c- 

X  f(3  —  k)  CO?,  ( ds,  ds' )  —  Sfi  —  A  )  cosC  0,  df )  cosf  p,  ds' )] 
-i — — — \dx  ds'  cos(  z,  ds' )  -h  dx'  (/s  coi(  z,  ds)]. 

D'apres  la  formule  (20)  de  Lorentz,  l'action  r/s'    sur  c/s  est,  en 
vertu  de  raisonneineuts  analogues,  donnee  par 

(26)  dR'j.  = r— ; — cos( 0,  x )  co^( ds.  ds' ) 

^ dx'  ds  cos(  p.  ds), 

p-  C-  i  / 

les  termes  en  E,  E'  et  les  termes  carres  etant  encore  negligeables. 
Quant  aux  termes  contenant  les  accelerations,  qui  est  le  meme  dans 

F  F 

les  deux  tbeories,  il  est  encore  multiplie  par  —  011  —■>  et  par  con- 

sequent  negligeable^  ä  moins  que  les  accelerations  ne  soient  tres 
grandes,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  dans  les  conditions  experimentales 
oü  l'on  peut  observer  les  actions  eleclrodynamiques  ou  electro- 
magnetiques. 

Je  dis  que  la  resultante  de  l'action  cV un  circuit  ferme  ds'  sur 
ielement  ds  est  la  meme  suuant  (20)  et  (26).  En  efFet, 

d- 

ds'  cos  (  p,  ds' )         { X  —  .r'  )  dx'  -^  (  v  —  1-'  1  dy'  -+-  f  j  —  z' )  dz'  0       , 

:; = =  -—  ns 

p^  0-*  ds 
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car 

(I    _     ()    dx'  (I     dy'  ()     dz' 

ds'        üx'   ds  dy'    ds         Oz'   ds' ' 

Le  terme  eii  dx  ds'  cos  (p,  ds')  est  donc  une  dilTerentielle  totale 
par  rapport  ä  s' ;  son  integrale  est  nulle  pour  im  contour  ferme. 
De  meme 

cos(o.  r) 

cos(p,  ds)  cos(p,  ds  ) 

P" 

X  —  x'  ,  p3 

=  — [{X  ~  X  )  dx  ^  ( y  —  y  )  dy  -h  (z  —  z  )  dz]  —V  ds', 

et  l'integration  par  parties  le  long  de  s'  transforniera  ce  ternie  en 

I       d    , 

=  JTI  U  -^  —  -^  )  d-r  -+-  (7  —  y')  dy  -^(z~z')dz] 

^ ^' 

-I TTT"  '  dx'  dx  ^-  dy'  dy  -+-  dz'  dz ) 


d^  ds  j  cos(p,  X)         ,   ,      1,1,, 

=  -^ — ^cos(  s,  ds )  -+-  — — ; cos  (ds.  ds  )  ds  ds  , 

3  a-  .  /  3p2  ^ 

en    Sorte    qu'il    vient,    pour    la    resultante   cliercliee   de    l'action 
eprouvee  par  ds, 

^x=  \  d^x—  —^    I   "V    — cos(  p,  x)  cos{ds,  ds' )  ds -'^ -ydscos{o,ds)\. 

J  ^'  cV   P"  L  a5  '  J 

C'est  exaclenient  cc  que  donneralt  rinlegration  de  (26).  La 
constante  k  disparait  du  resultat.  Celui-ci  esl  d'ailleurs  indepen- 
dant  du  inou\ement  des  fils  on  de  leiir  deformation,  pourvu  que 
J,  J'  restent  conslants,  que  l' (dement  de  courant  J  ds  so/'l  neutre, 
et  que  J'  soit  ferme  et  neutre.  Les  actious  rotalives  des  courants  et 
des  aimants  s'expli(pierünt  donc  de  la  nianiere  classique. 

Pour  // ^=  —  f,  l'action  de  deux  elements  de  courant  neutre 
serait  exaclenient  donnee  par  la  formule  d'Ampere;  cette  formule 
peut  donc,  aujourd'lmi  encore,  etre  admise. 

Lorsqu'il  s'agit  de  corps  ä  deux  ou  trois  dimensions,  dont  Fun 
est  parcouru  par  un  courant  nentre  decomposable  eniilets  fermes. 
celui-ci  agit  sur  les  elements  de  volume  de  l'autre  conformement 
ä  la  formule  obtenue  ;  mais,  de  pliis^  les  courants  eux-memes 
changent  legerement  leur  direction,  comnie  on  le  verra  au  para- 
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i;raphe  siii\ant:  c  est  leflel  Hall.  Mais  cel  effet  est  niiniine,  etpeut 
etre  neglige  ici. 

Conime  toujoiirs,  les  efFets  du  inagnetisine  s"o!)tienclront  en  reni- 
placant  les  aimants  par  des  coiirants  neutres  fermes  moleculaires  ; 
ici  encore  il  n'y  aura  donc  pas  de  differeiices  entre  les  theories. 


§  7.    —    ACTION    bUN    COURANT  NEUTRE    FERME    Oü    DUN    AIMANT 
SUR    UN    ION   EN    MOUVEMENT. 


On  observe  cette  action  dans  l'etude  des  rajons  catliodiques  et 
des  rajons  canaux,  oü  la  vitesse  v  de  Tion  e  en  mouvenient,  tout 
en  restant  tres  inferieure  ä  celle  de  la  luiniere,  est  tres  grande  par 
rapport  ä  la  vitesse  des  ions  du  courant  ferme,  j)uis  dans  le  phe- 
nomene  de  Hall,  l'efFet  Zeeman  et  la  rutation  luagnetique  du  plan 
de  Polarisation  de  la  lumiere  ('  ). 

Conservons  les  notations  du  paragraplie  precedent ;  1  action  subie 
par  e  sera  la  somme  des  actions  des  charges  positives  et  negatives 
E',  ö^t',  —  E'.^d-'  de  tous  les  elements  de  volume  du  courant.  Lo 
condueteur  lui-meme,  dans  ces  experiences,  est  au  repos  ;  donc 
V  =  o,  —  E!,  v'j.  =  J'p,  et  la  vitesse  v'  des  ions  iiegatifs,  seiils  mo- 
biles par  bypolhese,  est  petite  par  rapport  ä  v.  La  formule  gene- 
rale ( i3  )  donne  pour  un  elenient  lineaire  ds'  du  courant  feime,  et 
abstraction  faite  du  terme  electrostatique  et  des  accelerations. 

e  ds'  cosfo,  ir )  \  (3  —  l< 


d^. 


c'o* 


E'iP2 


-^^e; 


(  4  -I 


(^r~^rr- 


(27) 


dl^ 


f  X-  —  1  I  ds' 
e  Eo  cos(  0,  x) 


[  E\  i,\,  Cp  —   E;  (  V,^  —   V[,  ){Vr,~   V'r^  )1, 

E'  (3-  k)    ,       (3-A)    „ 


ds' 


E',       4 

o     E'     (    I 

n  -  /o 


k) 


.'  A-  -f-  I )  ds'  ., ,   /  E' 

r-; — E;  (  — 

2cäp-         -  \E, 


,        ,        .       .,(r-/.M         1 

V  cos  (  f ,  P  )  —  J l',-  v,. 


^x^"r> 


V^i'r. 


( ' )  LoRENTZ.  Elektronentlieorie,  p.  217. 
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A.  cole  des  termes  proporlionnels  a  i',  c',  les  termes  en  t'-,  c'^.,  c^ 

disparaissent  parce  que  —  esl  trrs  petIt :  il  en  esl  de  meme  des  ter- 

E'  . 

mes  en  prD  car  ils  sont  a  l'aclion  electroslalique  des  charges  E'  du 

courant  comme  —  >  c  esl-ä-dire  Ires  pelits.  II  reste  les  termes  pro- 
porlionnels ä  ('  et  ('',  que  Ion  peut  ecrire 

J'  ev  cüsl'o,  X  )  ds' 


(■i%)     dK,= 


r '  >  —  /. )     ,     , ,      3  ( I  —  A- )  , ,  "] 

cos(  V.  ds  ) cos(  p,  ds  )  cos(  p, '' ) 

[vjc  cos(  /•,  ds' )  ds' -^  V  cos(f ,  /•)  dx'  \. 


X 


■>c''  p- 

G  est,  aus  notritions  pres,  la  toiiuule  (25).  Le  courant  r/s'  etant 
ferme,  on  peut,  comme  nous  lavons  fait  plus  haut,  integrer  par 
rapport  ä  5',  et  Ion  ohliendra  encore  ce  resultat  que  l'action  d'un 
aimant  ou  d' uii  courant  ferme,  au  repos^  sur  un  ion  en  niou- 
vement  est  la  meme  que  datis  la  theorie  de  Lorentz. 

Si  V  devient  plus  petit  el  comparable  ä  v' ,  tous  les  termes  de  (27) 
deviennenl  tres  petils  et  le  plienomene  exige,  pour  etre  observe, 
des  mojens  d'investigation  tres  delicats.  C'est  ce  qui  a  lieu 
lorsque,  placant  une  plaque  paixourue  par  un  courant,  entre  les 
poles  d'un  electro-aimant,  on  observe,  lorsque  Taiinant  est  excite, 
une  ditlerence  de  potentiel  enlre  les  deux  bords  du  courant  (etlet 
Hall).  L'action  electi-ostalique  de  l'aimant  etant  negligeable.  il  en 
est  a  fortiori  de  meme  des  termes  en  E'  de  la  formule  (27)  ;  il  J 
aura  donc,  d'abord,  une  action  proportionnelle  ä  J'  et  ä  p,  qui  est 
la  meme,  comme  on  Ta  vu,  dans  l'une  et  l'autre  theorie;  il  a"  a.  de 
plus,  la  iorce 

J  \ ^- — i.^"'-  — i — ■■-] 

(  fc  -i-  \)  eW..  ds'    ,     ,  I 
-^ IT^P ^-^^'Pi- 

Celle-ci  depend,  comme  le  phenomene  de  Hall  lui-menie  (et  au 
contraire  des  forces  etudiees  jusqu'ici),  des  hypotheses  faites  sur  le 
mouvement  des  ions :  eile  serait  sensiblement  nulle  si  les  ions 
positifs  el  negatifs  de  relectro-aimaiit  avaient  des  vitesses  egales 
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et   de  signes  contraires.  I.a  formule  (20)   de  Lorentz  donne  des 


forces  analogues 


/ 


E',  ecosfo.  3")  „ 


Le  terme  en  v'-  a  la  nature  d'une  force  electrique  exercee  par 
les  Clements  de  volume  de  l'aimant  independamment  de  leur  orien- 
talion  (les  coiirants  moleculaiies  etant  consideres  comme  perma- 
nents  et  simpleinent  Orientes  par  l'aiinantation  ).  Ces  actions.  ind^- 
pendantes  du  signe  du  champ  magnetique  et  de  Texistence  d'un 
courant  dans  la  plaque,  echapperont  sans  doute  aux  observations 
meme  les  plus  delicates.  Quant  aux  termes  contenant  les  acce- 
lerations  des  ions  du  courant,  et  qui  sont  les  memes  dans  les 
deux  theories,  ils  sont  egalement  negligeables,  pour  des  motifs 
analogues. 

§  8.  —  action   convective  de  lelectricite .  —  experiences  de  ro\vla^d, 
Röntgen  et  Eichenwald. 

Considerons  enfin  une  cliarge  electrostatique  E  c/''  entrainee 
avec  une  vitesse  V  par  le  corps  qui  la  porte  et  agissant  sur  une 
aiguille  aimantee,  c'est-ä-dire  sur  un  sjsteme  de  courants  fermes 
et  neutres.  de  charge  electrostatique  nulle,  dont  les  ions  positifs 
sont  immobiles,  les  ions  negatifs  ayant  la  vitesse  v.  Ln  element  ds 
de  1  im  de  ces  courants  sera  soumis  ä  une  force  <r/Pi.7,  dKy,  f/R^.qui 
est  la  somme  des  actions  de  E'^t  sur  sa  charge  positive  E'  ds  et  sa 
Charge  negative  —  E^ds,  et  (i3 )  donnera 

(iq)  dRc=  ■ 

T'  "  "  ^-  *    xri  \n  A"  3ri  — /.-) 

l  J.  -     ■  1  '      ■ 

Ci  —  k)    „       3h-  /.  -     , 

V-  H ; t'5 

.    (J^-^^>^'^idsd-.\^,,  J, 

L'ensemble  des  termes  proportionnels  ä  \  '  et  c  ont  la  forme  dejä 
plusieurs  fois  oblenue  ;  on  a  d  ailleurs 

,,  ,  dx 

Ei..=  J^; 
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on  peut  integrer,  par  rapporl  k  ds  [ce  courant  elant  ferme),  comnie 
prec^deniment  par  rapport  ä  ds',  et  Ton  retrouve  la  formule  qui  se 
deduirait  de  la  theorie  de  Lorentz.  Une  Iransformation  de  ce  genre 
sera  loujours  possible  des  qu'u/i  au  moins  des  courants  est  ferme. 
Les  termes  addilifs  en  i;,  c?,  i'x,  tp  donneraient  une  force  resul- 
tante  et  non  un  couple  pour  l'aimant,  force  dont  1  intensile.  lou- 
jours tres  petite,  depend  des  hvpotlieses  failes  sur  les  mouvements 
des  ions  dans  l'aimant  et  est  negligeable  par  rapport  au  couple  si 
i>  est  petit  par  rapport  ä  \  ,  que  Telectricite  negative  soit  seule 
mobile  ou  non. 

Lorsqu'un  dielectrique  est  polarise  par  des  forces  electrosta- 
tiques,  il  en  resulte  ä  sa  surface  des  charges  electriques  identiques 
d'apres  les  deux  tht^ories.  Si  le  chanip  tdectrostalique  varie,  ou  si 
le  dielectrique  est  mobile,  le  mouvementde  ces  cbargessera  encore 
le  meme  dans  lune  et  1  autre  maniere  de  voir,  et,  on  vient  de  le 
voir,  ces  charges  mobiles  auront  sur  un  ainiant  la  meme  action.  .\ 
rette  action  s'ajoute,  dans  les  theories  de  Hertz  et  de  Lorentz,  une 
autre,  celle  du  courant  de  deplacement  relatif  ä  l'ether,  qui  est 
proportionnelle  ä  la  vitesse  de  changement  de  la  force  electrique 
en  un  point  de  l'ether.  Dans  Texperience  de  Reinigen  ('),  de  meme 
que  dans  Celles  d'Eichenvvaid  (-  ),  cette  action  est  nulle  dans  la 
theorie  de  Lorentz,  qui  donnera,  par  consequent,  les  memes  re- 
sultats.  conformes  a  1  experience,  que  notre  formule. 

Pour  obtenir  une  action  dependant  de  A",  c'est-ä-dire  un  expe- 
rimentum  crucis^  il  faudrait  pouvoir  observer  des  forces  electro- 
dynamiques  ou  electromagnetiques  entre  courants  non  fermes  ou 
non  neutres  tous  deux.  G'est  ä  quoi  Ion  n'a  pas  encore  rcussi 
jusquici. 

Induction. 

§9.  —  Le  courant  inducteur  est  neltre  et  ferme. 

Soit  ds'  un  element  lineaire  dundes  courants  fermes  en  lesquels 
on  peut  decomposer  le  courant  inducteur.  Soit  \  '  la  vitesse  de 
Telement  (f|ui  est  en  meme  temps  celle  des  ions  positifs ) ;  nous 


(')  Annalen  der  Physik  u.  Chemie,  t.  XXXV,  i888,  p.  264. 
('•')  Ann.  der  Physik,  4'  serie,  l.  XI,  1908,  p.  i  et  421- 
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avons  calcule  (2^)  l'action  d  uii  tei  elemenl  sur  un  ion  mobile  en 
supposant  \'  =  u  et  en  negligeant  les  accelerations.  Reprenons  le 
calcul  Sans  ces  restrictions,  mais  en  negligeant  Taction  electro- 
statique  du  courant,  et,  a  fortiori,  lous  les  terines  multiplies  par  la 
Charge  resultante  E'  de  ds.  ce  qui  levient  ä  poser  E',  =  E!,.  Soit  F  la 
force  exercee  par  les  charges  positives  et  negatives  de  ds'  sur  l'unite 
de  Charge  placee  en  [xyz]^  de  vitesse  v.  La  force  electromotrice 
d  induction  produite  dans  un  lil  conducteur  dont  l'element  est 
ds  («r/cT,  dy'i  dz)  determine  par  la  coniposante  langentielle  totale 
de  F: 


R  =    f(F-cdT-+-  Fy  dy  -^  ¥-  dz  ). 


Dans  les  courants  induits  lermes,  on  n  observe  que  la  valeur  de 
cette  integrale  prise  le  long  d\in  contour  ferme.  Si  donc  F  contient 

,  1      1      r  c>'t>f  .r.  y.  z.  t  )  ,  ,./. 

des  lermes  de  la  tonne  r >  ces  termes  donneront  une  dii- 

ferentielle  totale  et,  par  consequent,  disparaitront  du  resultat. 

Pour  calculer  F,    partons  de  la  formule  (i5).  Nous  pourrons 

,    ,.          ,                    -1,11            d    kw'r 
negliger  le  ternie  independant  de  r,  t ^5  pour  tout  courant  in- 

duit  ferme.  Le  terme  contenant  (v  sera  multiplie  par  E',  elparsuite 
sensiblement  nul ;  on  aura  donc 

_       oV         d_   r)P 

dx        dt  övx 

E'  ds'  \ 

P=    /  , ,      2(1  — A-)(V' —  Pp)T;  cos(p,  ds')^i{i  -+-  A-jr/ 
4  c  "t  p    ( 


[,„  .  dx'         ,,,  dy'  ,,,  dz'~\ 

—  t/2(  I-;-  k)  — r/2  cos2(p,  ds'){\  —  k) 


Dans  cette  expression,  les  termes  independants  de  (    ne  figu- 

reront  pas  sous  le  signe  -r- ,   et  leur  derivee  partielle  par  rapport 

ä  x^  y,  z  intervient  seule  et  donne,  des  lors,   un  resultat  nul.    II 
restera 

P  = —  [( I  —  A- )  ^'p  cos (  p ,  ds'  )ds'  -^  {i-^  k)(vx dx' -i-  Vy  dy' -i-  C;  dz')]. 


Le  preiuier  lerine 
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I 

0- 


Vr,cr)<~(  0,  ds' )  ds'        ,       ,  ,  ,  ^.  ,,      .        _■    1     r   j' 

-^ 4 —  =  [^\c(-v  —  .r  ;  —  vy{ y  —  y  •  -+-  <•; •----■  »1  ^ rf* 


donne,  integre  par  parlies, 

V  j-  d  r'  —  (y  (^/)  '  -^  (';  f/-3 


1^ 
en  Sorte  qii'on  a  enfiii 

P  = —{vjc  dx'  -H  f ,  dy' ~  p~dz' ). 

Dans  la  tlieorie  de  Lorentz,  il  exlste  une  fonction  1    donnee  par 

dl.         d  öL 
(20  6/5)  et  qui  condmt,  par  la   meine   Operation   —  ;^  +  dt  ö^' 

ä  l'expression  de  la  force.  Les  ternies  en  i '-,  (y ,  Wp  de  cette  expres- 

sion  donnent  encore  zero  pour  un  circuit  indiiil  ferme.  La  valeur 

resullante  de  L  sera  donc 

—  ( i.'^.  d.r'  —  i'v  dy'  -+- «'-  dz'). 

^  ? 

Les  deux  theories  donnent  donc,  pour  deux  ciicaiLs  fermes 
en  mouvement  (car  nous  n'avons  fait  aucune  hypolhese  siir  le 
mouvement  du  circuit  induit,  et  nous  n'avons  pas  suppose  r  paral- 
lele ä  J^),  le  ineme  resiälat.,  conforme  ä  Texperience. 

Les  hypotheses  plus  speciales  de  Weber  conduisent,  on  le  sait, 
aux  memes  resultats. 

Les  aiinants  seront  traites  comme  dans  la  tlieorie  de  Lorentz. 

Une  reinarque  est  cependant  necessaire.  Pour  qne  la  formule  de 
Lorentz  soit  conforme  ä  lexperience,  il  fautque  l'acceleration  tan- 

oentielle  seule  ^'  ^  -^  ■}  ■-  ■  -^^^  yx^-^y^Ae  (  dansle  cas  de  courants  va- 
o  Ol  -^ 

riables),  Tacceleration  normale,  proportionnelle  ä  ,3,ondecourbure' 
etant  negligeable  a  cöt<-  d'elle.  C'est  bien  le  cas  dans  les  expe- 
riences.   Autrement  dil,  il  faut  que 

r)t    ~    dt      '      ■""  <ix 


v'y  — ^  +  v'-  —^  {a^x,  y,  z) 

■    dv  dz 


se  reduise  sensibleinent  ä  son  premier  terme. 
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Lorsque  le  ciicuil  induit  est  oiiveil,  il  se  forme,  conime  on 
sait,  des  differences  de  potentiel  ;  l'etude  des  quelques  cas  oü  ces 
differences  ont  pu  etre  oljservees  se  traite  facilemenl  par  les  me- 
thodes  appliquees  jusqu'ici.  et  je  n'j  insiste  pas. 

>:;    10.    —    CiRCLITS    INDUCTEURS    ET    INDUITS   OL'VERTS. 

Quand  un  condensateur  se  decharge  ä  travers  un  fil,  on  oblient, 
comme  on  sait,  une  premiere  approximation,  süffisante  dans  beau- 
coiip  de  cas,  en  calculant  les  effets  electromagnetiques  (par 
exemple,  l'impulsion  siibie  par  l'aiguille  aimanlee  dans  l'expe- 
rience  de  Weber  et  Kobbauscb,  pour  bi  deterniination  du  rapport 
des  unites)  ella  self-indiiciion,  comme  sl  le  courant  etait  ferme^ 
en  tenant  compte  naturellement  des  actions  electrostatiques  des 
charges  du  condensateur.  Ces  calculs  continueront  donc  ä  etre 
applicables  dans  la  nouvelle  theorie;  ils  conduisent,  conformement 
ä  l'experience,  ä  des  phenomenes  tres  rapides,  pour  lesquels  les 
acc^lerateurs  w  sont  Ires  considerables  par  rapport  aux  vitesses  c. 
Dans  le  cas,  par  exeuiple,  oü  l'on  aurait  //  oscillations  sinusoidales 
par  seconde,  la  valeur  niaxima  de  cc  est  i-n  fois  plus  grande  que 
Celle  de  v.  Dans  ces  experiences,  le  terme  electrostatique,  la  resis- 

ei  T 

tance  et  l'induction  proportionnelle  ä-j-»  c'est-ä-dire  ä  (x,  jouent 

seuis  un  röle  en  ce  qui  concerne  le  mouvement  de  lelectricite 
dans  les  conducteurs.  Or  ces  terines  sont  identiques  dans  les  deu\ 
tbeories.  Quant  aux  couples  exerces  sur  les  aiguilles  ainiantees 
ou  des  bobines,  nous  avons  vu  qu'il  suffit,  pour  Tidentite  des  tbeo- 
ries, que  V an  des  courants  soit  ferme,  ce  qui  est  bien  le  cas.  Les 
effets  dun  mouvement  des  conducteurs,  qui  sera  toujours  lent  par 
rapport  ä  ces  phenomenes,  ne  les  influenceraientpassensiblement; 
plus  genei'alement,  les  termes  en  c',  petits  par  rapport  ä  ceux  qui 
contiennent  cp',  seront  sans  eilet  d'induction  dans  ces  phenome- 
nes. Les  oscillations  de  tels  circuits  (oscillations  qu'on  designe 
souvent  sous  l'expression  de  quasi-slationnaires)  et  leuis  effets 
sur  des  circuits  voisius  seront  donc  les  memes  dans  l'une  et  l'autre 
theorie.  Ce  n'est  que  lorsque  les  phenomenes  deviennentextreme- 
ment  rapides  (oscillations  hertziennes)  que  |les  developpements  en 
Serie  qui  ont  conduit  a  la  formule  (i3)  cessent  d'etre  tres  couver- 
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gents;  la  propagationjoiie  alors  un  röle  explicite,  et  il  fautrecourir 
ä  des  considerations  nouvelles  que  j'exposerai  plus  loin  ;  l'accord 
avec  les  formules  de  Maxwell  et  Lorentz  y  restera  le  meme. 

Kn  resume,  aucune  divergence  sensible  avec  la  tlieorie  de  Lorentz 
et  avec  l'experlence  ne  s'est  manifestee  pour  les  plienomenes  ä 
Variation  lente  ;  ce  fait  nest  pas  sans  interet,  vti  la  grande  diffe- 
rence  des  lois  elementaires,  et  montre  que,  malgre  les  progres 
recents,  ces  lois  ne  peuvent  encore  se  deduire  de  l'experience  ('). 


§   11.    —    ACTION    ü'lN    CORPS    RIOIDE    CHARGE    SUR    LL'I-MEME. 

Masse  electromagnetique. 

Dans  tout  ce  qui  prccede,  nous  avons  neglige  laction  des  elec- 
trons  sur  eux-memes ;  nous  allons  la  calcnler  en  supposant  la 
masse  egale  ä  M,  les  densites  eleclriques  en  deux  points^rj^^,  x'y'z' 
etant  s,  =;' ;  de  plus,  nous  ferons  abstraction  d'une  rotation  de 
l'electron,  et  ne  considererons  qu'un  mouvement  de  translation 
quasi-stationnaire^  c'est-ä-dire  on  la  forrnule  (i3)  pour  F  reste 
applicable.  La  formale  ('\  )  donnera  alors 

M  ,vjc  =  f  fzi  Fv  d-.  d-\         M  wy  =  r  Ac'  F,.  dz  dz\         Mw.  =  .... 

Les  termes  en  u  sonl  nuls  dans  1  expression  de  F,  |juisque  la 
\itesse  est  la  incme  pour  tous  les  elements  de  vohane ;  le  terme 
eleclrostatique  donnera  encore  zero,  parcequ  j1  satistaitau  principe 
de  Laction  et  de  la  reaction  ;  il  ne  reste  que  les  termes  relatifs  aux 
acceleratious,  et  Ton  a 

Mm^^= /     /   — J--i •- '- 'Id-.d-', 

>-c- J   J  p 


— -^//- 


d-  d-J 


Le  Corps  cxercera  donc  sur  lui-meme  uiie  force  qui  est  fonc- 
tion  lineaire  des  accelerations,  c' est-ä-dire  une  reaction 
d^ inertie  anisotrope  en  general  (  c"est-ä-dire  dependanl  de  la  direc- 

( ' )  Pour  plus  de  details  sur  l'inlerprelalion  de  la  resistance,  du  niagnelisine,  etc. 
dans  ia  tlieorie  des  electrons,  voir  rArlicIe  dejä  souvent  eile  de  H.-A.  Lorentz  : 
Elektronentheorie,  dans  Enzyklop.  d.  math.   Wissensch.,  Leipzig,  1904. 

R.  26 
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tion  de  (r  par  rapport  ä  l'electron)  : 


■IC- 


^B.-^C. 


MUy    = 


;       »^V J    Dy 


-  G, , 


(3o) 


C, 

\ 


..  _  r  r_,(x  —  x'){z  —  c') 


f/T  ./- 


oü  cliaque  combinaison  d  elements  <:/t,  ^/t'  est  prise  deux  fois. 

Ces  formules  sunt  identiques  ä  celles  qui  resultent  de  la  theorie 
de  r^orentz  (  ')  aux  faibles  vitesses  :  c'est  un  resultat  de  l'identite 
des  terines  relatifs  aux  acceleratioiis  dans  les  deux  theories. 

Lorsque  le  corps  presente  certaines  sjmetries,  cette  reaction 
devienl  parallele  ä  (V  ;  dans  ce  cas,  Taxe  des  x  etanl  parallele  ä  w^ 
la  quantite 

./  J     IC-  p 


d-  dz' 


jouera  simplement  le  röte  de  masse  electromagnetique  ajoutee 
ä  la  masse  M.  Tel  est  donc  le  resullat  de  rinegalite  de  l'action  el 
de  la  reaction  dans  notre  theorie  pour  ce  cas  paiticulier. 

II  est  evident  d'ailleurs  que  ce  resultat  sulisiste  meme  aux 
grandes  vitesses,  car  les  termes  en  u  continueront  ä  etre  idenli- 
queuient  nuls  ;  la  masse  electromagnetique  ne  saurait  dependre  de 
la  vitesse,  dans  notre  theorie,  el  les  experiences  de  M.  Kaufmann 
devront  recevoir  une  nouvelle  interpretation.  On  ne  pourra  donc 
pas  en  conclure  que  la  m.isse  est  d'origine  electromagnetique, 
mais  rien  n'empechera  d'admettre  rette  iiypothese,  au  moins  pour 
les  electrons. 

En  tenant  compte  des  termes  en  —  j   on  obtienl  une  nouvelle 


(';  LouENTZ.  Elektronentheorie,    p.   190.   (Teiiir   compte  de  la  dilVerence   des 
unites. ) 
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force  resLillante 

•jte-  diVx        'i-^'   diVy        xe-  dw- 
3c3     dt    '      Jc^'    ~~dr'      3c^   TIF' 

qu  un  electron  de  charge  lotale  e  exerce  sur  lui-meme;  on  la 
retrouve,  avec  le  meme  coefficient,  dans  la  iheorie  de  Lorentz  ('). 
Cette  force,  qu'il  iaul  ajouler  aux  membres  de  droile  de  l'equa- 
tion  (3o),  ne  depend  pas,comme  la  reaction  d'inertie,  de  la  forme 
du  Corps,  c'est-ä-dire  de  l'electron  ;  eile  correspond  ä  une  sorte  de 
frottement  detennine  par  la  perte  d'energie  par  rayonnement.  Dans 
la  Solution  d'equations  oü  intervieot  ce  lerme  du  troisieme  ordre, 
il  n'est  permi's  de  prendre  en  consideration  que  les  integrales  cor- 
respondant  ä  des  phenomenes  lenls,  pour  lesquels  les  developpe- 
ments  en  serie  restent  valables. 

§   12.     —    OSCILLATIOXS    ELECTRIQUES.    CONSIDERATIONS    GENEHALES. 

On  a  vu,  dans  les  paragraphes  precedents,  que,  pour  les  oscil- 
lations  tres  rapides,  les  accelerations  seules  sont  ä  conserver  ä 
cöte  du  terme  electrostalique,  les  vitesses  etant  negligeables  ä 
cöte  d'elles.  II  ne  sera  plus  permis  de  recourir  aux  developpements 
dont  nous  nous  sommes  servis  jusqu'ici,  et  nous  devons  revenir  ä 
la  forniule  (VI),  en  j  posant  u  z=  o.  Elle  devientalors 

\    c- ) 

ee'cos(n^x)         ee'  iv',. —  tr,.  cos( /•,  _y  ) 
r'^  c- r  rw',. 

c- 

Dans  la  theorie  de  Lorentz,  la  force  electrique  senle  jouera  un 
röle  (-). 

(3.)        K.=  \ '- V  [--^R-  ^)  -  -1 ^^^^— ' 


( ' )  Loc.  cit. 

( - )  En  Optique,  la  force  magnetique  multipliee  par  la  vitesse  joue  ua  röle 
dans  le  seul  phenomene  oti  les  termes  en  —  ne  sont  pas  negligeables  :  la  pression 
de  la  lumiere.  La  formule  pour  K  est  due  ä  M.  Schwarzschild. 
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et  1  on  V  peut  effalemenl  ne£rlis;er  les  termes  en  — ,  — ,  v'w',  ..., 
en  Sorte  quelle  devient 

cos(R,  ;r) ,  .         ,u       . 

(33)  K.=  -_ - <L_^^.r-^^'^co.(K.a:) 

et  cela  pour  toute  valeur  de  R  qui  ne  serait  pas  incomparableaient 
plus  pellte  que  i"",  et  a  forfiori  poav  de  grandes  valeurs. 

Les  seconds  termes  des  deux  formules  (3i),  (33)  corresponden t 
a  une    force    perpendiculaire   au    rayon    vecteur.   et    qui  joue    en 

Optique  (  oü  le  ternie  en  —  disparail  I  le  role  de  vectea/-  de  Fies- 

nel.  Elle  ne  depend  que  de  x^  y^  z,  t  et  non  de  v\  la  nolion  de 
champ  peut  donc  s  v  appllquer.  c'est-ä-dire  qu'on  peut  considerer 
la  distribution  de  celte  force  dans  lespace  independamuient  de  la 
presence  ou  de  1  absence  d  un  electron,  ce  qui  ne  serait  plus  le  cas 
si  eile  dependait  de  la  vitesse  relative  de  celui-ci. 

Discussion  generale.  —  Les  formules  i\\)  et  (3i)  appellent  une 
remarque  generale.  Elles  contiennent.  en  elfet,  le  facteur t' 

c- 
qui  devient  intini  pour  des  valeurs  de  /•  suffisamment  grandes.  Je 
vais  monlrer  qu  il  n  en  resiilte  cependant  que  des  forces  iinies. 

Considerons  une  charge  e  vibrant  parallelement  ä  laxe  des  x  et 
dont  la  vitesse  v'  =  v'  (j')  est  nulle  pour  t'  =  o,  et  positive  ensuite. 
L'onde  emise  en  /' =  o  se  propage  le  long  de  Faxe  avec  la  vitesse  c. 
et  atteindra  un  point  fixe  P  situe  siir  laxe  positif  en  iin  instant 
^>>r  >o.  Puis,  la  vitesse  de  propagation  croitra,  et  sera  c -\- i>' 
pour  l'onde  emise  en  /J,  ;  cette  onde  rejoindra  donc  la  precedente 
ä  unecertainedistance.ro,  puisla  depassera;  au  point  Xq  deux  ondes 
emanees  de  e'  en  t' =^  o  et  i  =  t'^  arriveront  simultanement.  La 
vitesse  v'  restanl  positive,  le  nombre  des  ondes  arrivant  simulta- 
nement en  Xo  pourra  encore  s'accröitre  ;  mais,  lorsque  v'  dimi- 
nuera  ou  cbangera  de  signe,  ce  cas  ne  se  presentera  plus.  La 
position  de  P  et  le  mouvement  de  e'  ^tant  donnes,  le  temps  d'ar- 
rivee  t  est  une  fonction  f{t')  bien  determinee  de  f',  donnee 
par  la  loi    de  propagation   [analvtiquement  par  la   formule  (II") 
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resolue  par  rapport  ä  t].  Au  contraire,  la  fonction  t'  =  o(t) 
peut  presenter,  pour  une  valeur  donnee  de  t,  un  nombre  fini  de 
determinations  distinctes  ^J,,  t\^t'^,  ...,  comme  on  vient  de  le 
voir.  Portons  t'  en  ordonnees,  t  en  abscisses,  et  supposons  les 
vitesses  relatives  tres  inferieures  ä  c  ;  la  courbe  t'  =  o(i)  oscillera 

de  part  et  d'aulre  de  la  droile /'=  / -,   oü    /'o    est   la    distance 

moyenne  de  e'  a  P.  Des  paralleles  ä  Taxe  des  t  ne  la  couperont 
qu'en  un  point ;  des  paralleles  ä  Taxe  /',  en  un  ou  plusieurs  polnts  ; 
parini  ces  dernieres,  les  tangentes  ü  la  courbe  correspondent  aux 

points  oü  -y-  devient  infinie,  etoü  deux  valeurs  t'- ,  t'-^^  deviennent 
egales.  Si  -^  reste  finie  en  ce  point  (c'est-ä-dire   s'il   n'y  a  pas 

inllexion),  les  valeurs  de  — '-,  — ülL  y-  lendront  vers  des  valeurs  de 

dt       dt    "^ 

signes  contraires  et  tres  grandes. 

Ces  considerations  sont  evidemment  generales  et  s'appliquent 
meme  lorsque  P  est  en  inouvement,  des  que  les  vitesses  relatives 
sont  inferieures  ä  c.  Or  on  a  vu  [formule  (6)  obtenue  par  differen- 
tiation  de  (  H)]  que 

u,. 
dt    _  c 

dt  rw' 


Le  denominateur  s'annule  donc  et  change  de  signe  precisement 
aux  instants  oü  deux  valeurs  t\^  t]^^  diflerentes,  correspondant  ä 
un  meme  instant  de  reception,  tendenl  ä  devenir  egales.  Or  il  a 
ete  specific  (§  2)  que  l'action  de  e'  sur  e  est  la  somme  des  actions 
correspondant  ä   ^J,,  t\^  t'^,   Mulliplions  et  divisons  ¥x  (VI) 

par  i  — ;  cette  expression  s  ecrira 

dt' 

—r  *- 
dt 

OÜ  $  reste  finie  et  contiuue  pour  l'instant  critique  oü  -j-  et     J^* 
deviennent  infinis.  La  somme  des  termes  relatifs  ä  t'i  et  t) 


/+.« : 


,3<)  §.K,;,)+^*(,;^,), 
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restera  fmie  (').  car  ^  [t'-)=z  <^(t'-^^),  et -^^  = ^  pour  liii- 

stant  cntique. 


§   13.    —    OSCILLATIONS    HRRTZIENNES. 

Tout  en  conservant,  comme  aux  paragraphes  precedenls,  l'hypo- 
these  que  les  vitesses  sonl  faibles  relativement  ä  c,  nous  allons 
supposer  l'acceleration  tres  grande;  de  tels  plienoraenes  seront  ou 
de  Ires  courte  duree.  ou  oscillatoires.  Dans  les  oscillalions  hert- 
ziennes,  les  vitesses.  correspondant  ä  des  courants  faibles,  n'exce- 
deront  guere  des  valeurs  de  l'ordre  de  i*^'"  par  seconde,  et  la  distance 
Oll  Ton  peilt  les  etudier  peut  etre  evaluee  a  un  nombre  peu  consi- 
derable  de  longueiirs  d'onde.  Le  nombre  d'oscillations  par  seconde 
varie  de  lo^  (correspondant  ä  .3™  de  longueur  d'onde)  ä  lo'". 
Quant  aux  ainplitudes  des  electrons,  elles  sont  extremement  petites, 
puisque  les  vitesses  restent  faibles   malgre  les   Ires  grandes   fre- 

quences.    Dans  ces  conditions,    la   qiiantite  — 7-  est  toujoiirs  tres 

petite,  et  le  cas  donl  il  a  ete  question  ne  se  presente  pas.  En  effet, 
supposons  les  vibrations  sinusoidales.  et  soient  \v'\  la  valeiirmaxi- 
mum  de  r',  |  (v'^.\  celle  de  ir'.  n  le  nombre  doscillations  par  seconde, 


(')  Pour  le  demontrer  rigoureusement,  il  suffit  d'observer  que  la  differenliation 
de  (ü")  permel  d'obtenir  le  developpement  de  la  fonclioa  t'  =  '^(t)  dansle  voisi- 
nage  d'un  point  donne.  Pour  le  poinl  singulier  ( ^' =  t',  f  =  T),  les  methodes 
connues  donnent  un  developpement  suivant  les  puissances  de  ± \/f  —  t,  cliacun 
des  signes  correspondant  ä  l'une  des  deux  branches  i'^-,  t'j_^_.  qui  serejoignent  en  t'. 
On  a 


f  —1'  =  Xsjt  —  'z  -hB{t  —  z)  -i-  Cit  —  -:)-  ^ 
dt' 
Tt 


'^^'  =  4(«--)     ^-B+-C(«--r)^^..., 


et  (34)  sera  developpable  de  menie  et  ne  contiendra  que  les  puissances  entieres 
de  t — x';  les  puissances   fractionnaires  se  detruisant,  il  sera  donc  fini.  Si 

A-  =  ""  ~"  " 


dw'  \ 


etait  infini  en  (t,  t),  ce  raisonnement  ne  s'appliquerait  plus;  mais  ces  cas  sont 
cxceptionnels,  et  il  faut  alors  tenir  coniple  de  l'etendue  finie  de  Telectron  : 
Vinipuhion  qu'il  subit  reste  finie  dans  tous  les  cas. 
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ml  la  distance  maximum  oü  Ton  peul  ol)server  les  ondes  ;  m  n'esl 
guere  que  de  Tordre  de  lo  ä  loo.  On  aura 

I/-!<mX, 
soit 

\r\<in~,         1  <  1^1  w'\-'iT.n\v'^, 

'     '  ~       n 

d'oü 

fn-  -  -iT.n  \V  |5:2Tim 
n   c- 

nombre,  on  Ta  vu,  comparable  ä   lO"'-"  ou  lo"'*. 

Nous  avons  designe  par  R  le  vecleur  dont  les  composantes  sont 


X 


x',  y  —r 


On  a  donc 


r'  =  R 


■1  R  rvn 


r2  ,/2 


r2=ri  +  r^-+-,-?  =  R2--— -^  +  -^ 


r-^=  R.r ^  =  R     cos  (  R,  X)  —  —  1 

aux  termes  en  —^  pres.  Le  premier  terme  de  (3i)  s'ecrit  donc 


ee'  cos(  /•.  .r  j        <?e'r 


cos  (  R,  3") 

c 


Gelte  expression  est  tres  sensiblement  identique  au  premier 
terme  de  (33).  En  effet,  dans  la  theorie  de  Lorentz,  le  centre 
d'ebranlement  reste  fixe  par  rapport  ä  l'excitateur  et  au  resonna- 
leurlorsque,  comme  nous  le  supposons,  ceux-ci  sont  immobiles 
par  rapport  ä  l'ellier  (les  mouvements  maleriels  sont  d'ailleurs 
infinlment  lents  par  rapport  aux  phenomenes  dont  il  s'agit ).  Ce 
centre  d'ebranlement  coincide  donc  avec  la  position  de  x',y',  z'  ä 
un  certain  instant;  mais  l'amplitude  des  mouvements  des  eleclrons 
elant  extremement  petite,  les  quantites  R^-,  Rj,  Rz,  R  sont  tres 
sensiblement  constantes.  Les  termes  electrostatiques  sont  donc 
sensiblement  identiques  dans  les  deux  tlieories.  D'ailleurs,  les 
rapports  des  grandeurs  et  directions  de  ;•  et  de  R  ne  different  que 
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de  quanlites  de  l'ordre  — .  c'est-ä-dire   lo"'";   on  peut  donc   cer- 

tainement  remplacer  /•  et  R  Tun  par  l'autre  dans  les  seconds  termes 

des  formules  (3i)  et  (33),  et  meine  dans  Targument  /' =  ^ ; 

cette  derniere  hjpotliese  re\ient  ä  identifier  des  vitesses  de  propa- 
gation  et  des  phases  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  i  a 
I  +  lo""',  c'esl-a-dire  ne  diü'erent  que  d'nne  quantite  que  ces 
experiences  ne  sanraient  niettre  en  e\idenoe, 

En  somine,   les  deux  theories  conduitont,  pour  les  oscilla- 
lions  hertziennes^  exactetnent  aux  meines  resultats. 


§  14-.  —  Etüde  des  grandes  vitesses. 

Le  cas  oü  la  vitesse  des  electrons  est  compaialjle  ä  celle  de  la 
lumiere  ne  se  presente  que  pour  les  rajons  ß  du  radium.  On  a 
Studie  la  deviabilite  de  ces  rajons  sous  rintluence  d'un  champ 
electrostatique  et  sous  celle  d'un  champ  magnetique  produit  par 
des  electro-aimants,  c'est-ä-dire  des  courants  neutres  fermes,  dont 
les  electrons  ont  des  vitesses  r'  tres  pelites  par  rapport  ä  c.  Les 
accelerations  restenl  toujours  petites  dans  ces  experiences. 

On  peut  donc  encore  developper,  dans  l'expression  (VI)  de  la 
force  elementaire,  les  quanlites  /•,  u'-^  u,-  suivant  les  formules  du 
n"  3,  ces  developpemenls  supposant  petites  non  les  vitesses  mais 
les  accelerations  des  divers  ordres.  On  aura,  v  etant  la  vitesse  coni- 

parable  ä  r,  landis  que  —  est  tres  petit, 

P      ^ 


';-...)'- 6 


«2    _    1^  _       {Vx^-'x  —  t'yC'v-r-  i'zV'z) 

c-         C-  c- 

-f-   —    -I-    --  (  Vx  W^  -h  Vy  W'y.  -T-  Vz  iV.  ) 


Soit  donc  ~  =  ß  un  nouveau  vecteur,  de  longueur  comparable  ä 
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■unilt'  ;  on  ;iiira 


(35) 


c-  .'       c  •    c  f-  I 


^  -+-  ^  i'h  »'i  +  ß V  ^^y  -^  ß=  "^c  )  +  ■  •  •  =  ?-  -t-  £, 


(37)  '■  =  ?    ' 


0  !tV, 


o  ^.J 


Daus  Texpression  (VI)  de  F,-  on  pourra  developper  es,  'h  suivant 
la  formule  de  Taylor  dans  renloiiraee  des  valeurs  — r=  3^,  --=ß-: 
piiisqiie  — .  —  ne  differenl  de  ces  valeiirs  que   de  qaantites  tres 


pelites  t,  r  de  l'ordre  de  -•,—-?-->•••>  on  aura 
'  c     c-     c' 


(38)   .  =  .(ß,.3M-/^-'^--'''-^^^-''-^^-^#-^-I,r...), 


L'expression  ( V[)  de  F,-  deviendra  ainsi 

ee'  cosf  p.  .r ) 


(40)         F.^  = 


I    •      ^■''    ^  <-■  li^ti"-  c     dßsj 


ß,.i,f8^.  32  j  _ 


(ß,r:,^- Vr;) 


'^"-^T  -)3ol        c'-^---^- 
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Les  lermes  en  —  seront  negligeables  a  cute  de  ceux  du  premier 

ordre;   pour  Taetlon  electrostatique   U''  =  o)    il    viendra    siniple- 
ment 

(4i)      F,^=£f-'[cosfp,  :r)cp(3p,  ^^-^j-^^.Sp'I^CSp,  <"/-)],         F,^  =  .... 


Pour  obtenir  l'aclion  d'un  elefiient  r/5' d"un  couranl  neutre  ferme 
dont  on  peut  negliger  la  charge  electrostatique,  c'est-ä-dire  pour 
lesquels  les  charges  positives  et  negatives  E',,  — E^  par  unite  de 
volunie  sont  sensiblement  egales  et  de  signes  contraires,  nous 
n'avons  qu'ä  faire  la  somme  des  actions  des  ions  positifs  etnegatifs 
de  ds'  sur  Felectron  e  ;  soient  r', ,  v'.,  les  vitesses  des  ions  positifs  et 
negatifs,  le  conducteur  ou  l'aimant  etant  au  repos;  on  aura 

y  cos(p,  ds' )  =  Ei(p', ,  —  t^'op). 

Dans  la  soninie  des  actions  des  deux  especes  d'ions  sur  e,  les 
lermes  independants  de  r'  etant  pris  avec  des  signes  contraires 
s'annulent  dans  (4'^)?  et  il  reste 

y  ds' e '\  ,  /„    dx'        ,^    dy'        ^    dz' \  do 

,  ,     öo 

-+-  COS(o,   X)  COS(  p,   «5   )—r- 


'^^  /o  ^^•^'  ,0  f<r'  _^o  'K\ 
V-'~ä7'^''''d7  '  ''  ds') 

—  ßx?p^co5(p,  ds')  >■ 

L'aclion  du  courant  est  donc  proporlionnelle  ä  son  intensite.De 
plus,  deux  Clements  de  courant  paralleles,  de  sens  conlraire  et  de 
meme  intensite  n'ont  pas  d'action.  Si  donc  on  considere  un  feuillet 
magnetique  uniformement  aimante  comme  etant  un  sjsteme  de 
Ires  petils  courants  fermes  de  meme  intensite,  les  parties  de  ces 
couranls  situees  sur  le  bord  du  feuillet  auront  seules  une  action 
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sensible  ;  l'effet  des  couiants  silues  ä  rinterieur  tendra  vers  zero 
avec  les  dimensions  et  les  dislances  des  courants.  Un  tel  feuillet 
magnetique  sera  donc  equivalent  a  un  courant  ferme  circulant  sur 
son  contour:  c'est  exaclement  le  raisonnement  que  Ton  fait  en 
Electrodvnamique,  et  il  serait  facile  de  liii  donner  iine  forme  plus 
rigoureuse. 

De  meine,  F  etant  fonction  lineaire  des  cosinus  direcletirs  -p  , 

-T-i  ■>  -^  de  l'elemenl  de  courant.  le  principe  des  courants  sinueux 
ds      as  II 

se  trouve  satisfait  pour  J. 

Mais  lä  s' arrete  Vanalogie  avec  C EiecLrodynamique  classi- 

qae.  Ainsi,  pour  des  vitesses  faibles  (c'est-ä-dire  |B  petit),  on  a  vu 

plus  haut  que  i'action  F.,.,  F,-,  F-  d'un  courant  ferme  sur  un  elec- 

tron  mobile  est  perpendiculaire  ä  la  vitesse  de   celui-ci.  //  n  en 

est^  en  general,  plus  ainsi  pour  ß  comparable  ä  l'unite.   En 

elYet,  la  composante  R  de  F  parallele  ä  ?j  sera 


(43)  K^  j'(^d¥.,-^hd¥y^'^d¥.^^ 

ie    r 

= r    /  (  kx  dx' -\-  Ay  dy' -^  A;  dz'), 

oü  l'on  a  pose,  pour  abreger, 

ßo.ß.i-/^cos('o,  X)V 


(44) 


U5) 


.          ßoßv/'^cos(p,jK)F 
'^.v  =  -^-^ -^ ' 

.          S^ßc/^  coMp,  :;)F 
A  -  =  — '■ '■ '■ ) 

p2 


La  quantite  R  ne  sera  nulle  pour  tout  circuiL  ferme  que  si 
Kxdx'  -\-  h.ydy'  ^  k-zdz'  Q%\.  une  difFerentielle  totale,  cest-ä-dire 
si  l'on  a 

dkx  _  dky^  _  dky  _  dk.  _  dk-        dkx  _ 

dy'  itx'  '  dz'  oy'  '  öx'  oz' 
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Or,  ^3-  est  independant  de  x' ^  y' ,  z\  et  l'on  a 

öx'  öx'  L  .^  J  0  ' 

dy    öx'-y  p3  ji,  '^p-^-^^p^p^^;- 

Z-a  condition  necessaire  et  saffisanle  pour  qiie  la  force  soit 
perpendiculaire  ä  la  vitesse  sera  donc  que  les  expressions  f,  F. 
formees  au  inoyen  de  '-5,  'b,  salisfassent  ä  V equation  differen- 
tielle 

Pour  ß  Ires  petit.  /"est  une  conslante  /o  et  F  est  egal  ä  -^-^;  la 
relation  est  satisfaile, 

Qiiand  o  et  '|  ne  dependent  pas  de  |j^.  la  relation  prend  la  forme 
simple  y=  o. 

De  meme,  l'aciion  d' an  solenolde  ferme^  ou  d"" an  electro- 
aimant  ferme,  n  est  pas  nulle  en  general,  ä  moins  qu'une  cer- 
taine  relation  differeniielle  du  troisieme  ordre  entre  'c  et  -v  ne  soit 
satisfaite. 

Enfin,  plus  generalement,  la  connaissance  du  champ  magne- 
tique  en  un  point  ne  suffit  pas  pour  determiner  la  force 
qu'eprouvera  en  ce  point  un  eleclron  en  mouvement  tres  rapide^ 
ä  moins  que  les  relations  enoncees  ne  soient  satisfaites.  Cette  der- 
niere  force  n'est  determinee  que  quand  on  se  donne  la  disposition 
des  courants  (les  aimants  etant  supposes  remplaces  par  les  courants 
equivalents)  et  par  la  les  valeurs  de  ßp  pour  les  divers  elements  de 
courant. 

L'experience  devra  donclout  d'ahord  decider  si  les  diverses  lois 
de  rElectromagnetisnie  dont  il  vient  d'etre  question  s'appliquent 
aux  rajons  ß  du  radium.  En  partant  de  la  notion  de  champ.  ces 
questions  ne  se  posent  meme  pas  et  c'est  sans  doute  pour  cela 
qu'aucune  experience  quantitative  precise  ne  leur  a  encore,  ä  ma 
connaissance,  apporte  de  reponse.  Les  helles  experienres  de 
M.  Kaufmann,  entreprises  dans  un  but  differenl,  ne  permettent 
pas  d'j  repondre,  comme  on  va  le  \oir. 

En  resume,  la  notion  de  champ  ne  s'a])pliqncra   ä  l'action  que 
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subissent  les  rayons  ^.  que  sous  certaines  conditions  ;  nous  avons 
d'ailleurs  expose  que  celte  notion  inlroduit,  en  general  (c'esl-ä- 
dire  les  Forces  et  le  champ  dependant  des  vitesses),  le  mouvemeut 
absolu.  Les  effets  ordinaires  du  champ  magnetique  n'echappent  ä 
cette  regle  qu'ä  une  certaine  approximation  pres  (en  negligeanl  le 
mouvement  de  la  Terra,  etc.). 

^  13.    _    EXPERIENCES   DE    M.    KAUFMANN   (  '  j. 

Onsaitque,  dans  ces  experiences,  M.  Kaufmann  a  observe  la 
deviation  d'un  faisceau  de  rayons  ß,  diriges  parallelement  ä  Faxe 
des  X,  par  un  champ  electrique  parallele  ä  Taxe  des  r,  produ.t  par 
ua  condensateur  plan  et  un  champ  magnetique  de  meme  direction, 
produit  par  un  electro-aimanl  uu  un  ai.nant  permanent.  On  obser- 
vailles  deviationsy,  c,  perpendiculaires  entreelles,  produites  par 
l'action  combinee  des  deux  champs  ;  ces  deviations  dependent  de 
la  vitesse  p=  3c  de  l'electron  en  mouvement  oi  rayon  [i,  et  c'estla 
courbe  r=r(ri),  z--=z{^6){on  [i  n'est  pas  connu  directemenl, 
mais  joue  simplement  le  role  de  parametre)  que  donue  l'experience. 
Les  appareils  etaient  d'ailleurs  symetriques  par  rapport  a  laxe 
des  j,  les  champs  sensiblement  homogenes.  Nous  allons  chercher 
ce  que  donne,  dans  ces  condillons,  la  nouvelle  theorie. 

4ction  electrostatiqae.  -  Les  plateaux  d'un  condensateur 
etant  paralleles  au  plan  des  xz,  soienty  et  «  -y  les  d.stances  de 
l'electron  mobile  ä  ces  deux  plateaux.  On  a  sensiblement 

soit  T  la  denslte  de  l'electriclte  sur  les  plateaux.  Les  composantes 
de  la  forcc  exercee  sur  l'electron  seront,  d'apres  la  formule  (4i), 


R,,.=  ea   r    ^cos(p,yjcp(p^  ^p 
R^-  =  ef^  f    I  cos(p,  z)(f 


(')  Göttinger  Nachrichten,  i.joi,  Hett  1,  1902,  neiu,    y     , 
d.  Physik,  t.  XIX,  1906,  p.  487- 
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11  est  perinis  de  considerer,  en  premiere  approximation,  leteii- 
due  du  condensateur  comme  tres  grande;  les  integrales  doiveiit 
alors  etre  etendues  ä  tout  le  plan  x' z'  etprises  d'abord  poury'  ^  o 
(premier  plateau),  puis  pour  j''=  a  (second  plateau);  il  faut  faire 
la  difference  des  resuhats.  Laissons  pour  l'instanl  y'  indetermine. 
Comme  nous  avons  admis  au  n"'2que  cp  et  ■!<  sont  fonclions  paires 
de  [jp,  la  fonction  ä  integrer  a,  dans  la  premiere  et  la  troisieme 
integrale,  des  vaieurs  opposees  pour  les  points  i^x — ,r'),  (;;  — :;') 
et  —  ("C — x'')^  — (s — z')\  ces  integrales  sont  donc  nulles  :  la 
force  est  parallele  ä  j'  par  sjmetrie. 

Soil  !^  langle  que  fait  p  avec  ß,  c'est-ä-dire  avec  laxe  desa;; 
on  a 

p  cosS"  =  3"  —  x\         p2=  (a;  —  a'')--H  (y  — ^')--i-  (0  —  -s')-. 

Exprimee  au  niojen  des  variables  p  et  .^,  la  deuxieme  integrale 
devienl 

,     /'  rofS-,  ß  COS  5  )  sin  &  fl?S  c/o 
J  ./      ?  V  ?■'  *in-;3  —  {  Y  —  y  )"- 

On  obtiendra  Taction  du  quart  de  plan  compris  entre  les  lignes 

x'  =  o,  :;'  =  o,  en  intesrant  par  rapport  ä  0  de  0  =  —. — ^  ä  0  ^=  oc, 
'  o  1  11  t  I  sin  J       ' 

puis  de  27  =  o  ä  ."^  :=  — ;  Tintegrale  cherciiee  sera  le  quadruple  du 

resultat  obtenu. 
Ona 


d'.  \/p2  sin^Sr  —  (  V 


,     r  ch 

(y  —  7  )  ...  =  ai'C  tan 

.  /    c  v'o'-  sin-  :j  —  (  y  —  k  )- 


2  -r  _  /  t'  _ 


c  v^G2sin^2j  — (7  — j/'/^  r  — JK 

Pour  la  limite  superieure  o=x,  il  vient  arc  lang  :^  —  pour 
y — y'  >  o(  i*""  plateau,  j^'  ^  o  )  et  —  —  pour  r  — y'  <^o  (2^  pla- 
teau, y'  =  o).  La  limite  inferieure  donne  arc  tang=  o  ;  on  a  donc 
pour  l'ensemble  des  deux  quarts  de  plateau  du  condensateur 

ea-  /     (f>(ß^,  ß  cosJ)  sinX7  f/ä. 
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Posons  cos 2;  =/^;  on  a  enfin,  poiir  la  lorce  totale  cherchee, 

(_j„)  R     =  — 47Tecr  f    o(!ä2,  ^p}dp  =  Ee  f   o{P\  ^p)  dp, 

'  J  \  "0 

E  etant  le  champ  electrostatique  au  sens  ordinaire.  Dans  nolre 
theorie,  ce  champ  n'exerce  doncpas,  comme  chez  Lorentz,  une 
force  eE,  mais  une  force  dependant  de  la  vilesse 


(48)  eE/(!i)  =  eE/ 1-4- ^  -f-«iß^-H. 

Action  magnelique.  —  On  a 


dtp    ros(  G.  y 
ö3^  ^' 


U9) 


X  \dx'  cos(p,  37)-!-  ü?y  cos(  p. 7)-^  fl?^'  cos(p,  z)]|, 

H_  =  _^/'|^[.g;C0S(p,.,rf^'-^C0s(p,^)./3'] 

do     COSf  p,   -3  ) 

'  X  [^x'cos(p,a7)-4-fl(^K'cos(p,  jK)-+-<^-'cos(p,  ;;)]•. 

Les  integrales  sont  etendues  ä  tous  les  courants,  en  y  compre- 

nant  ceux  qui,  dans  le  sens  ordinaire,  sont  equivalents  auxmasses 

magnetiques  agissantes.  Les  fonclions  cp ,  ^  ne  dependent  qua  de 

^~^'  et  sont  fonctions  paires  de  cet  argument.  L'electron  se  meut 

sensiblement  sur  Taxe  des^  (j  =  o,  z=o).  et  il  v  a  svmetrie  par 

rapport  ä  Taxe  des  y.  Changeons  donc   )'  en  —  >'',  dy  en  —  dy  ; 

les  actions  d'elements  correspondants  se   detruisent  dans  la  pre- 

miere  integrale  R,,,,-,  celle-ci  est  donc  nulle  par  sjmetrie.  D'autre 

part,  les  changements  de  vitesse  que  produisent  les  forces  etant, 

dans  cette  experience,  petits  par  rapport  ä  la  vitesse  initiale,  une 

action  parallele  ä  celle-cl,  qui  ne  produit  par  consequent  pasdirec- 

tement  une  deviation,  est  negligeable  en  premiere  approximation; 

Faction  magnetique  observee  sera    donc    ici    perpendiculaire    a.i 

champ    et   ä  la   vitesse,  comme  le   veul  la  theorie  de  Lorentz  et 

comme  le  montre  lexperience.  On  voit  que,  dans  ces  conditions, 
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les  problemes  generaux  soiileves  plus  haut  ne  sont  pas  resolus  par 
ces  experiences. 

Dans  ses  recherches  definitives,  M.  Kaufmann  s'est  servi  d'ai- 
mants  permanents  en  forme  de  fer  ä  cheval ;  on  ne  peut  calculer 
R,„3  Sans  connaitre  la  repartition  du  magnetisme.  11  suffit,  pour  le 
but  que  je  me  suis  propose  ici,  de  constater  que  les  forces  Rgj  et 
R,„s  sont  fonctions  de  ß,  la  premiere  ne  dependant  que  de  la  fonc- 
tion  C5,  la  seconde,  en  outre,  de  6  ;  ces  deux  fonctions  sont  arbi- 
traires,  aux  premiers  termes  pres  de  leur  developpement  pour  ß 
petit.  EUes  produisent  des  deviationsy  =y(ß),  ^  =:  F  ( [3),  etil  est 
clair  qu'on  pourra,  par  un  choix  convenable  es  et  de  'l,  representer 
l'arc  de  courbe  observe  par  M.  Kaufmann,  d'autant  plus  que. 
comme  il  resulte  des  recherches  de  ce  savant,  ses  experiences  ne 
permettent  precisement  pas  de  determiner  les  coefficients  des  pre- 
miers termes  des  developpements  en  ß.  La  iheorie  de  Lorentz 
donne 

-        A  _        B 

oü  A,  B  sont  des  constanles,  |j'  designe  le  rapport  de  la  vitesseä  c, 
el  m  =  ntf,^  {[i' )  est  la  masse  fonction  de  la  vitesse  et  se  reduisant 
ä  nio  pour  ß'r=o.  Or  on  pourra  toujours  metlre  notre  Solution 
y  =:y*(3),  :;  =  F  (|j)  sous  cette  forme  nouvelle  ;  il  suffira  de  yioser 


d'oü 


c'est-ä-dire  dintroduire  un  parametre  nouveau  p'  et  une  fonction 
<1>  de  ce  parametre,  au  lieu  de  ß,  pour  retrouver  la  forme  de 
Lorentz.  Dans  l'une  et  lautre  de  ces  theories,  tout  se  passera  donc 
comme  si  la  masse  etait  fonction  de  la  vitesse,  les  valeurs  de  celle- 
ci  deduites  des  deux  theories  etant  seules  differenles.  Une  mesure 
directe  de  la  vitesse,  teile  que  celle  qua  executee,  pour  les  rayons 
cathodiques,  M.  Wiechert,  en  se  servant  d'oscillations  hertziennes, 
ne  semble  d'ailleurs  guere  possible.  On  en  conclut  ce  que  nous 
voulions  demontrer: 

Les  experiences  de  M.  Kaufmann  s^expliquent  soit  en  adniet- 
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taut  le  mouvement  absol.u  avec  variabilite  de  la  masse,  soit  eri 
consideiant  les  masses  comme  constantes  et  les  mouvements 
comme  relatifs,  et  adinettant  que^  pour  Les  gi  andes  vitesses, 
les  forces  electrodyiiamiques  ne  sont plus  de  simples  fonctions 
lineaires  de  la  vitesse^  comme  le  veiil  la  theorie  de  Lorentz, 
mais prennent  uiie  forme  plus  compliquee. 

Dans  la  premiere  Partie,  j'ai  fait  remarquer  que,  pour  des  mou- 
vements  uniformes,  l'action  d'un  eleclron  e'  sur  e  estune  fonction 
compliquee  de  sa  vitesse  c',  dans  la  theorie  de  Lorentz,  et  que 
rien  n'autorise  ä  admettre  une  teile  dissjmetrie  en  c  et  v' . 

II  est  interessant  de  calculer  la  courbe  qu'on  oblient  lorsque,  [j 
etant  petil,  on  s'en  tient,  dans  (VI),  aux  termes  du  second  ordre, 
utilises  en  Electrodynamique,  c'est-ä-dire  ä  la  formule  ( i3).  On  a 
alors 

A  4 

Key  —  e\Lli-^^—\,  \\,nz  =  e[i\{         (H  =  chainj)  magnetique), 


(5o)  y 

d'ou 


r=  -  ^- 


B2 


A  et  B  etant  les  constantes  dejä  definies.  k  disparait  donc  du  re- 
sultat.  Soit 


p-  2 

I  -\-  — 

•JL 


Telectron  mobile  semblera  avoir  une  masse  variable 


/         0/2 
in  =  nio  (  f  -h  ■ — 


La  formule  (|u'a  obtenue  M.  J^orentz( ' ),  en  cherchantä  eliminer 
(')  Amsterdam  Proceedings,    190 '|. 

H.  2T 
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de  ses  equations  le  mouvement  absolu,  est 


..^-?-.| 


m  =  m^f  \  —  ß'2 )    2  _  ,ji 


Les  premiers  termes  des  deux  formales  coincident  donc. 

Pour  m  :^consl.  =  /Hq,  la  theorie  de  Lorentz  doane  la  parabole 

A  B 

soit 

A    , 

11  est  remarquahle  qiie  la  parabole  ponr  laqiielle  ii  y  a  concor- 

dance  avec  robservation,  commeje  Tai  iiiontre  dans   la   premiere 

32  32 

Partie  (§  9j,  serail  obtenue  en  remplacant  dans  (5o)   —  par  ^ , 

et  que  les  paraboles  (5o)  et  (5i^  sont  par  consequent  ä  egales  dis- 
tances,  comptee  sur  l'axe  desy,  de  part  et  d'aulre  de  la  courbe 
observee. 

D'une  maniere  generale,  onne  peut  s  altendre,  dans  une  theorie 
basee  sur  le  principe  de  relativite,  ä  ce  que  les  vitesses  egales  ou 
superieures  a  Celle  de  la  lumiere  presentent  des  particiilarites  aussi 
etranges  que  dans  la  theorie  de  Lorentz.  Des  vitesses  relatives  tres 
superieures  a  c  devront  etre  prises  en  consideration  ponr  Faction 
mutuelle  de  deux  rayons  ß  emis  en  sens  inverses  par  un  grain  de 
radium,  et  c  pourrail  meme  n'etre  en  aucune  maniere  une  vitesse 
critique.  ni  [ii  =  i  un  point  singulier  de  la  courbe. 

Comme  on  la  vu  plus  haut,  rien  n'empeche,  dansnolre  theorie, 
d'admetlre  que  la  reaction  d'inertie  des  electrons  soit  entierement 
d'origine  electromagnetique.  Si  les  particules  projetees  par  le 
radium  ne  sont  pas  spheriques.  la  reaction  d  inertie  depend  de 
leur  orienlation  :  une  meme  iorce  moleculaire  imprimera  ä  des 
particules  dilleremment  orientees  des  vitesses  differentes,  et  le 
champ  exterieur  donnerades  deviations  differentes;  si  la  masse  est 
determinee  par  un  seul  paramelre,  comme  c  est  le  cas  pour  l'ellip- 
soide-  de  revolution,  il  semblera  que  la  masse  est  fonction  liien 
determinee  de  la  vitesse  initiale  de  la  particule  par  rapport  au 
radium. 
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On  voit  comljien  tonte  conclusion,  dans  un  seas  ou  dans  Lin. 
autre,  serait  prematuree  dans  ce  domaine  si  peu  explore  encore  des 
grandes  vitesses. 

§  16.  —  Gravitation. 

Les  theories  qiii  precedent  sont-elles  applicables  ä  la  gravitatlon, 
et  peut-on  admetlre  que  celle-ci  se  propage  avec  la  vitesse  de  la 
lumiere  et  suive  les  lois  que  nous  avons  admises  pour  Tactioii 
mutuelle  des  charges  electriques?  La  reponse  est  affirmative:  les 
perturbations  sont,  coinme  dans  la  theorie  de  Lorentz,  du  second 
ordre. 

Mais  il  semble  que^  de  plus,  il  seit  possible  de  faire  dispa- 
raltre,  avec  ces  nouvelles  formales,  la  difference  la  plus  consi- 
derahle  qui  subsiste  en  Astronomie  ent'c  le  cnlcul  et  l'obser- 
vation,  savoir  la  rotation  lente  de  lellipse  decrite par  Mercure, 
rotation  qui  depasse  de  ^i"  d'arc  par  siecle  celle  que  les  perturba- 
tions planetaires  feraient  prevoir. 

Prenons  comme  plan  des  xy  le  plan  de  Torbite,  le  Soleilimmo- 
bile etant  ä  l'origine  des  coordonnees.  On  tire  de  (i3)  les  equalions 
du  mouvement 

\  ;j.  ("  Ä"  -h  i )   dx  dr 

'                            '2C-r-  dt    dt 
(52)    ( 

\  d^  y  _        IX  y  \  3  —  A T  /  d.r  ^  ^        ( ^-^  ]'  \        3 ( t  —  A  >  /  dr  \  ^  ) 

i  df^    ~         /-a   ('    '  4c^    [[dtl    '^  ^   dt )   J             47^        XTll)    \ 

I  !j.  (  A*  -t-  I )  dy  dr 

-+- — - —  —7—  -j— » 

•i  c-  r-       dt   dt 

oü  UL  est  Line  constante  independante  de  la  planete  consideree,  et 
r-^zx-+y-  la  distance  au  Soleil.  Multipliant  parket  —  x^  et 
ajoLitant,  on  obtient  l'equation  des  aires 


/     dx  dy  \  _  !JL  ( A  +  1 )  dr  I     dx  dy  \ 

y~di~^^t)  "     ic^r-^     dtY'dt~^~di)' 


d  /     dx 
dt 


ou 


dx  dy 

dt  dt 
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\in  coordonnees  jiolaires,  et  en  negligeant  les  puissances  de  - 
superieures  ä  la  seconde,  ceci  s  ecrit 


(53) 


'    -r  =  «     I — - 

dt  L  2.C-/-     J 


Retranclions  ensuite  de  la  premiere  el  de  ladeuxieme  des  equa- 
tions  (oa)  les  quantites  du  second  ordre 

d^x   I -+- A-        (\  —  k}\xx  /a-  d^x        y  d-y 

l"^    ^i1       .>  ^2  .-       '  o  r^l  1-2  \     I-      /7/2     """     j-       dll 


et 


df-    -ic-r  ic'-r-       \ /■   dt"^ 

d-y  i-^k        (i  —  k)iiy/x  d^x        y  d^y'' 


dt-     -iC-r 


r   dV^ 


r    dt'- 


.    d'^x 


Si  l'on  ajoute  aux  equations  ces    memes  quantites  oü  -j-:;-  est 

1      ,  II  •.  •        •  yi-x      ^  d^Y 

remplace  par  sa  valeur  de  premiere  approximation  —  -^ ,  et -t^j 

par  —  ^,  on  n'aura,  en  derniere  analyse,  introduit  que  des  termes 

en  —  j  absolument  negligeables.  Multiplianl  les  nouvelles  equations 

obtenues  par-^-»  -^ ,  ajoutant  et  integrant,  on  oblient  l'equation 
de  l'energie 

1/f^V  +  i  l^y 

i\dt  )  -1   \dt  ) 


h 


\>.  (  I  —  /.  I 

/■  2 


r i_  (^\  - '  /  fh'  \  -  ] 

L'  2C-^    \dt)  icA^dt  )     J 

L '  ~  7?^  \dt/    J  ~  ic^r^  "  ^ 


const. 


Introduisant  les  coordonnees  polaires,  eliminant  dt  par  la  rela- 
tion  (53),  puis  resolvant  par  rapport  ^  \-r)  ■>  on  obtient,  toujours 

a  des  termes  en  —  pres, 


«2    /f//-\2 


/■i   \dQ) 


^[' 


\x{k  —  i) 


r    L  ic-r       J 

•X  c2  /■      J 
a^         a'^  {-i.  -^  k ) 


uk 


■iti  [i;ji(/.- -1- I  j 

/•  c-  /• 


'] 
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Les  maxima  ou  minima  de  /•,  ou  axes  delellipse,  sontles  racines 
du  second  facteur  du  membre  de  droite  :  ils  ne  changent  donc  pas 
dans  le  cours  du  mouvement ;  mais  l'ellipse  elie-meme  tourne  len- 

tement  dans  son  plan.  En  efTel,  soit  -    =/?;  on  pourra  ecrire 

V  —  ?o  =   /  =  ' 

»y      \/—  C'p-  -+-  Bp  H-  A 

A    =    -,  h$    =    ; i )  (.J-!  =:    I ^ , 


c-a- 


v/B2+4AG2 

IJi.(A-  —  i) 


4e^ 


V— GV'+  B/;  -f- A. 


Si  Ton  part  dune  des  deux  valeurs  maxima  ou  minima  de/>,  cor- 
respondant  ä  une  racine  du  radical,  on  voit  que  cette  meme  valeur 
sera    reprise,   non  apres  une  demi-revolution,  'j  ayant  augmente 

de  Tc,  mais  lorsque  z»  aura  augmente  de  tz      i  +  '    ^  ',,    —    ;  le  terme 

coiTectif  etant  tres  petit,  on  aura  donc  sensiblement  une  ellipse 
tournant  dans  son  plan.  Soit  N  le  nombre  de  revolutions  parsiecle; 
l'angle  dont  aura  tourne  l'ellipse  dans  cet  espace  de  temps  sera 

Soient 

«0  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil ; 
Vq  sa  vitesse  moyenne  sensiblement  egale  ä  So''"'  par  seconde  ; 
a  et  e  la  distance  moyenne  et  lexcentricite  de  la  planete  consi- 
deree. 

L'excenlricite  de  la  Terre  etant  negligeable  ici,  on  a 

d'ailleurs,  on  sait  par  la  theorie  elementaire  du  niou\ement  ellip- 
tique  que  -^  = ;  1  angle  cherche  sera  donc 


7:f  A-  -H  5)  / v^\-  a<i 
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cequi  doiine  :  poui- Mercure  (A-H-o)  3'',  6;  poiir  Venus  (/r+5)o",  -  : 
pour  la  Terre  (k  ■+-  5  )o",  3  par  siecle. 

On  pourra  choisir  la  constante  arbitraire  k  egale  ä  6,4,  ce  qui 
donne pour  Mercure  Canomalie  observee  de  4i"-.  pour  Venus  8", 
pour  la  Terre  3",  4-  Malgre  la  faible  excentricite  de  ces  orbites,  ces 
dernieres  anomalies  ne  semblent  pas  admissibles  ;  pourdecider  de 
la  valeur  ä  donner  ä  /'.  il  faudrait  donc  reprendre,  en  tenant 
compte  de  la  nouvelle  perturbation,  le  calcul  des  conslantes  des 
planetes  interieures  (masses  et  elements  pour  t^^o)  et  les  deter- 
miner  ä  nouveau  de  maniere  ä  obtenir  Faccord  le  plus  satisfaisant 
possible  entre  le  calcid  et  l'observation.  Une  influence  surlemou- 
vement  de  la  Lune  semble  egalement  possible.  Ces  perturbations 
ne  deviennent  d'ailleurs  sensibles  que  quand  leurs  efFets  s'ajoutent 
pendant  longtemps. 

§  17.  —  Re.mahqves  gexerales. 

Entre  les  nouvelles  Ibrniules  et  la  theorie  de  Lorentz,  il  n'j  a 
donc  pas  de  contradiction  dans  le  domaine  des  faits  observes  jus- 
qu'ici  en  Electrodjnamique.  II  est  evident  qu'au  point  de  vue  de 
l'elegance  mathematique  et  de  la  simplicite,  l'avantage  restera 
souvent  du  cöte  de  la  theorie  de  Lorentz;  mais,  d'autre  part,  celle- 
ci  ne  peut  eviter  toujours  l'emploi  des  lorces  elenientaires,  on  a 
meme  vu  que  cet  emploi  est  indispensable  dans  la  theorie  de  la 
radiation  ;  dans  ces  cas,  il  j  aura  equivalence.  Enfin.  aucune  de- 
duction  ne  peut  etre  tiree  des  equalions  de  Lorentz  avant  (|u'ait  ete 
faite  lademonstration,  souvent  assez  conipliquee,  quelemouvement 
de  la  Terre  n'influe  pas  sensiblement  sur  le  resultat:  ici,  l'avantage 
est  de  notre  cote. 

Une  des  idees  les  plus  fecondes  de  Maxwell  a  ete  l'introduction 
des  courants  de  deplacement,  qui  fornient,  avec  les  courants  de 
conduction,  un  sjsteme  de  courants  toujours  fermes  auxquels 
Maxwell  a  applique  les  lois  eleclrodynamiques  connues  (integrale 
de  Neumann,  etc.)  ;  c'est  ainsi  qu'il  parvient  ä  ses  equations.  Les 
developpements  qui  precedent  montrent  que  cetteapplication  con- 
stitue  une  seconde  hypothese  :  nous  avons  montre,  en  effet,  qu'ä 
notre  point  de  vue  et  meme  ä  celui  de  Lorentz,  ces  lois  ne  sont 
applicables  qu'aux  courants  neutres  et  ce  dernier  point  est,  pour 
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les  lois  d'Anipere  par  exeniple,  plus  im|)ortant  que  l'autre;  riivpo- 
these  de  Maxwell  revient  ä  lintrodiiction  d'une  loi  elemenlaire 
pour  laquelle  [oute  base  experimentale  manque. 

Notre  theorie  necessite  de  nouveau  la  dislinction  des  courants 
ouverts  et  fennes.  Mais  si  Ton  a  egard,  non  pas  aux  formules 
mathematiques,  mais  aux  realites  phjsiques,  on  trouvera  que  les 
deux  ordres  de  phenomenes  sont  quanlitativement  et  qualitalive- 
ment  si  differents,  que  l'utilite  pratique  de  leur  Synthese  n'est 
peut-etre  pas  aussi  grande  qu'elle  le  parait  au  premier  abord. 

La  formule  pour  Taction  d'un  point  electrise  mobile  sur  uu 
autre  ä  laquelle  conduit  la  tlieorie  de  Lorentz  est  tres  analogue, 
comine  Ta  remarque  M.  Schwarzschild  ('),  ä  celle  de  Clausius(-) 
qui  contient  egalement  les  vitesses  absolues.  Celui-ci  j  etait  par- 
venu  en  admettant,  entre  autres,  qu'entre  un  courant  galvanique 
et  une  charge  electrique  au  repos  il  n'y  a  pas  d'action.  Cela  est  tres 
sensiblement  vrai  pour  les  courants  neutres,  comme  onl'a  vu,inais 
pourrait  etre  absolument  faux  dans  dautres  cas.  Cette  hypothese 
conduit,  chez  Clausius  comme  chez  Lorentz.  ä  l'introduclion  du 
mouvement  absolu. 

On  a  vu  que,  dans  l'expression  de  la  force  elementaire,  un  t'ar- 
teur  /•  reste  indetermine.  Ceci  rappelle  ie  resultat  analogue 
d'Helmholtz,  et  meme  la  formule  (20),  applicai)le  aux  elements 
de  courant  neutres,  est  identique  avec  celle  d'Helmholtz  (3)  et  se 
reduit  ä  celle  d'Ampere  pour  k^  —  i,  ä  celle  de  F.  Neumann, 
Maxwell  et  Lorentz  pour  /.- =  +  i.  Les  couples  qui  s'y  ajoutent 
dans  la  theorie  d'Helmholtz  manquent  toutefois,  et  ce  point  est 
essenliel.  De  plus,  nous  savons  maintenant  que  ce  n'est  que  dans 
le  cas  011  il  n'y  a  pas  rayonnement  que  l'energie  reste  constante; 
les  relations  que  l'equation  de  l'energie  entrainait  entre  lesactions 
d'induction  des  courants  oia-erls  et  leurs  actions  electrodynami- 
ques  peuvent  cesser  des  lors  d'etre  satisfaites.  C'est,  en  eflet,  ce 
qui  arrive:  pour  les  phenomenes  d'induction  dans  les  corps  au 
repos,  les  equations  de  Maxwell-Lorentz  et  d'Helmholtz  (^ )  devien- 
nent  identiques  si  k  =  o,  comme  Ta  remarque  ce  dernier.  Dans  ce 

(')  Göttin ger  Nachrichten,  i()o3. 
(2)  Journal  für  Math.  iCrelle),  t.  82,  1877,  p.  85. 
(•')   Wissenschaft.  Abhandl.,  t.  I,  p.  G88.  Leipzig,  1882. 
(^)  Loc.  cit..  p.  073,  eqiiatiun  (3  6). 
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cas,  la  resistance,  la  force  electrostatique  et  les  accelerations 
jouenl  seules  im  role  ;  les  formules  de  Lorentz  sont  alors  identi- 
ques  aux  nörres,  qui  correspondent  egalement  ä  k  =■  o.  Quaal  aux 
coiisequences  relatives  ä  la  stabilile,  exigeaiit  A'^o,  elles  ne  peu- 
vent  s'appliquer  qu'ä  la  valeur  de  k  figuranl  dans  les  phenomenes 
d'indiiction  (il  suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  les  courants  sensi- 
blement  nuls)  ;  nos  formules  y  satisfont  donc  toujours,  et  nolre 
parametre  k  reste  entierenient  indetermine. 

II  est  Interessant  de  reniarqiier  que,  dans  les  corps  au  repos,  les 
phenomenes  cVinduction  en  circuit  ferme  proviennent  unique- 
ment  de  la  vitesse  finie  de  propagation  dans  notre  theorie.  En 
effet,  si  l'on  se  reporte  aux  developpements  du  paragraphe  3,  on 
voit  qu'en  ce  qui  concerne  les  ternies  du  second  ordre  celte  vitesse 
finie  n'introduit  que  des  accelerations,  et  ce  sont  celles-ci  qui 
determinent  les  phenomenes  d'induction,  car  le  terme  du  second 

j  It'r  —  lVpCOS(p,.r)  ö     w'r,  .  .         ,  j  j, 

ordre  -^ — ■  = r  cxm  ne  provient  pas  de  ces  deve- 

loppements  donne  une  force  electromotrice  nulle  pour  un  circuit 
ferme.  On  sait  que,  dans  l'hypothese  des  actions  ä  distance,  on  a 
deduit  des  forces  electroslatiques  et  electrodynamiques  les  pheno- 
menes d'induction,  en  partant  de  l'equation  de  l'energie  :  dans 
notre  theorie  elles  se  deduisenl  de  la  propagation. 

On  pourrait  determiner  le  facteur  k  en  adoptant  la  theorie  des 
metaux,  proposee  par  MM.  Riecke  et  Drude,  suivant  laquelle  la 
vitesse  des  electrons  dans  leur  mouvement  moleculaire  irregulier 
serait  Ires  superieure  ä  celle  des  ions  posilifs,  et  se  chifFrerait  par 
dizaines  ou  centaines  de  kilometres  ä  la  seconde.  Soient 
d-z'  un  element  de  volume  du  metal  ; 
¥j' d-z'  la  Charge  totale  des  electrons  de  cet  element ; 
v'  leur  vitesse  nioyenne. 

Le  Corps  n'etant  pas  electrise,  l'action  de  d'z'  sur  une  charge  e 
situee  en  xyz  sera  par  sjmetrie,  vu  l'irregularite  des  mouvements, 
parallele  ä  /•,  et  l'equation  (VI )  donne  pour  cette  force 


e  E'  dz 


1 
Or,  on  a,  en  moyenne. 


-.'^-^^^^.--(/t-i-.).-]. 
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la  force  est  donc 


(54) 


6  c''' r^ 


Tout  se  passera  comme  si  le  corps  porlait  une  charge  electrique 
_  E'(2  — /Q  i^p^y  ^  proportionnelle,    comme    t'',  ä  la    lemperature 

absolue,  et  tres  considerable;  cela  ne  pouvantpas  etre,  ilfaudrait 
que  k  füt  egal  ä  deux.  II  est  vrai  que,  si  une  teile  actionexistait, 
il  ne  serait  plus  guere  possible  de  demontrer,  ni  meme  sans  doule 
d'admettre,  le  theoreme  de  Boltzmann  relatif  ä  la  repartition  de 
l'energie  entre  les  coordonnees  independantes,  sur  lequel  est 
fondee  l'hypothese  de  valeurs  considerables  de  c'.  Si  les  vitesses 
moleculaires  des  ions  positifs  et  negatlfs  etaient,  au  contraire,  sen- 
siblement  egales,  la  force  (54)  cesserait  d'exister,  sauf  peut-etre 
pour  les  phenomenes  electrothermiques. 

On  a  vu  que  la  theorie  nouvelle  represente  blen  les  oscillalions 
herlziennes.  Les  particules  fictives  sont  alors  distribuees  periodi- 
quement  dans  le  temps  et  dans  l'espace;  cette  distribution  pro- 
voque  ä  son  tour  des  oscillalions  d'aulres  ions  ou  sjstemes  d'ions: 
la  combinaison  de  ces  actions  par  interference,  c'est-ä-dire  par 
simple  superposition,  donne  alors  lieu  aux  divers  phenomenes  de 
reflexion,  refraction,  etc. 

Lorsqu'on  peut  considerer  les  vitesses  et  l'amplitude  des  accele- 
rations  des  ions  comme  infiniment  petites,  la  concordance  entre 
les  formules  de  Lorentz  et  les  miennes,  demontree  pour  les  oscil- 
lalions herlziennes,  continue  ä  exister  quelle  que  soitla  frequence: 
avec  Celle  restricllon,  toutes  deux  representeraient  les  phenomenes 
d'Oplique.  Mais  lorsque  les  vitesses  inlerviennenl.  par  exemple 
dans  l'experience  de  Fizeau  sur  Tenlrainement  des  ondes,  l'accord 
cesse  :  nos  formides  exigeronl,  comme  Celles  de  Hertz,  l'enlraine- 
ment  total.  J'ai  dit  dans  l'Introduction  qu'on  peul  supprimer  la 
difficulle  en  admettant  une  certaine  reaction  des  charges  elecln- 
ques  sur  le  mouvemenl  des  particules. 

Remarquons,  en  lerminant,  que  notre  loi  de  propagation  con- 
cilie  sans  eflort  le  phenomene  de  l'aberration  et  l'experience  de 
Michelson,  qui  semblent  contradicloires  dans  la  theorie  de  l'elher. 
En  effel,  dans  la  seconde  experience,  les  sources  de  lumiere  etanl 
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entrainees  dans  le  mouvement  de  ]a  Terre,  la  vitesse  de  leur 
lumiere  par  rapport  ä  celle-ci  a  une  autre  valeiir  que  la  vitesse  de 
la  lumiere  des  etoiles,  qui  est  independante  du  mouvement  de  la 
Terre  ;  l'explicalion  si  simple  quedonnaitde  l'aberration  la  theorie 
emanative  de  la  lumiere  subsislera  dans  ses  traits  essentiels. 


XIX. 

RECHERCHES  CRITIQUES 

SIR    I.ES 

THEORIES  ELECTRODYNAMIQUES 

DE  CL.  MAXWELL  ET  DE  H.-A.  LORENTZ. 


Archives  des  Sciences  pltysiques  et  naturelles.  4*  periode.  t.  XXVI, 
aoiit   1908,   p.  209-236. 


Lhistoire  des  idees  nouvelles  introduites  par  Maxwell  dans  la 
science  de  l'electncite  et  des  theories  qui  en  derivent  constitue 
certainement  iin  des  chapitres  les  plus  interessants,  surtout  au 
point  de  vue  psjchologique,  de  l'histoire  des  sciences.  On  saitavec 
quelle  repugnance  les  esprits,  habitues  ä  laclarte  limpide  quidon- 
nait  aux  theories  classiques  de  la  Phjsique  mathematiquc  une  si 
haute  valeui'  esthetique,  ont  admis  ces  idees  nouvelles,  perturba- 
trices  de  l'ordre  etabli,  et  qui  semblaient,  il  faut  bien  l'avouer, 
etrangement  confuses  ä  premiere  vue.  C'est  de  i856  que  date  la 
-premiere  publication  de  Maxwell,  «  On  Faraday's  Lines  of  Force  »  ; 
trente  ans  plus  tard  encore,  il  fallut  toute  l'autorite  d'un  Helmholtz 
pour  obtenir  que  la  theorie  nouvelle  lüt,  non  pas  admise,  mais  du 
moins  trouvee  digne  de  quelque  interet.  Ce  furent  les  experiences 
de  Hertz  et  de  ceux  qui  fontsuivi  qui,  en  deinonlrant  Tidentite  de 
la  lumiere  et  des  oscillations  electriques,  et  confirmant  ainsi  les 
vues  geniales  de  Maxwell,  briserent  les  dernieres  resistances  et 
donnerent  ä  cette  theorie  droit  de  cite  en  Physique..On  reconnut 
ensuite  que  l'origine  des  obscurites  de  l'amvre  de  Maxwell  resulte 
en  grande  partie  de  ce  qu'on  y  trouve  reunies  deux  tendances  tres 
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differentes  :  celle  dune  tentative  d'explication  des  actions  electri- 
qiies  par  las  proprietes  du  miiieu  qui  en  est  le  vehicule  lexplica- 
tion  qui  conduit  Maxwell  ä  des  hjpotheses  accessoires  diverses  et 
oü,  malgre  ses  efforts,  il  a  completement  echoue  en  ce  qui  con- 
cerne  l'electrostatique),  et  celle  d'une  description  purement  phe- 
nomenologique  au  moyen  d'equations  aux  derivees  partielles  el 
d  une  Hypothese  sur  l'energie  electromagnetique,  et  oü  intervien- 
nent  certains  vecteurs  qui  caracterisent  l'etat  electrique  et  magne- 
tique  du  corps.  II  n'y  a  qu'ä  choisir  cette  seconde  inethode  pour 
etre  ä  lahri  de  bien  des  difficultes. 

La  theorie  de  Maxwell,  etendue  par  Hertz  aux  corps  en  mouve- 
nient,  ne  s'accorde  pas  avec  certaines  experiences  optiques  (aber- 
ration,  experience  de  Fizeau,  etc.),  ni  avec  celles  d'Eichenwald 
sur  laction  des  dielectriques  mobiles.  La  forme  nouvelle  que 
H.-\.  Lorentz  donna  ä  la  iheorie  de  Maxwell,  au  contraire.  est  en 
parfait  accord  avec  ces  experiences  ;  de  plus,  en  reprenant  l'hypo- 
tliese  de  Fechner  et  de  W^eber,  que  tout  courant  electrique  est  un 
rourant  de  convection,  c'est-ä-dire  est  du  au  transport  de  l'elec- 
tricite,  hypothese  que  les  recherches  recentes  confirment  de  plus 
en  plus,  il  simplifia  considerablement  les  equations  ;  la  Constitu- 
tion atomique  qu'il  attribua  ä  l'electricite  permet  une  vue  plus 
claire  et  plus  precise  desphenomenes.  Enfin,en  considerantl'ether 
comme  immobile  et  present  meme  ä  l'interieur  des  atomes,  il  sup- 
prima  une  indetermination  de  la  iheorie  de  Maxwell  qui  n'avait  pu 
etre  corrigee  jusqu'alors,  indetermination  resultant  des  mouve- 
ments  de  1  ether,  qu'exigeait  aussi,  sans  les  preciser  suffisamment, 
la  tbeorie  de  Hertz,  mais  qu'aucune  experience  navait  jamais  pu 
mettre  en  evidence.  Enfin,  la  compenetrabilite  reciproque  et  com- 
jjlete  de  l'ether  et  de  la  matiere  explique  que  les  corps  se  meuvent 
ä  travers  Tether  sans  eprouver  de  resistance,  et  que  le  ((  venl 
d'elher  )>  de  So"""  ä  la  seconde  qui,  selon  Fresnel  et  Lorentz,  tra- 
verse  la  terre  emportee  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil,  n'ait 
jamais  pu  etre  mis  en  evidence,  meme  par  les  experiences  les  plus 
delicates. 

En  reduisant  ainsi  la  theorie  de  Maxwell  ä  sonexpresslon  la  plus 
simple,  et  en  supprimanl  bien  des  difficultes  mathemathiques, 
M.  H.-Ä.  Lorentz  a  comble  1  abime  qui  separait  la  theorie  de 
Maxwell  des  theories  classiques,  fondees  sur  la  notion  daction  ä 
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distance,  et  precise  les  rapports  reclproques  des  equalions  de 
Weber  et  de  Clausius  d'une  part.  de  celles  de  Maxwell  et  des 
siennes  d'autre  part.  Ce  rapport  est,  comme  on.  le  verra,  Wien  plus 
etroit  qu'on  n'aurait  cru  au  premier  al)ord. 

Mais  la  theorie  ainsi  simplifi^e  presente  uh  autre  avantage  :  c'est 
celui  de  permettre  une  critique  plus  rigoureuse  des  principes  sur 
lesquels  eile  s'edifie.  Ces  |)rincipes  sontde  diverses  sortes.  Ce  sont, 
d'abord,  les  hases  experimentales  de  la  llieorie:  lexperience,  qui 
semble  a  premiere  vue  avoir  si  pleinement  confirnie  la  theorie, 
n'aurait-elle  pas,  sans  qu  on  s  en  doutät,  porte  toujours  sur  cer- 
tains  points  en  laissant  d'autres,  tout  aussi  importants,  dans 
i'ombre  ?  Quelles  sont  les  inodifications  qu'on  pourrait  apporter 
aux  formules  de  Lorentz  sans  toucher  a  aucun  fait  d'experience? 

En  second  Heu,  quelle  est  la  signification  vraie  des  vecteurs 
force  electrique  E,  force  magnetique  H,  qui  entrent  dans  les  equa- 
tions?  Et  comment  se  fait  le  passage  de  celles-ci  aux  faits  d'expe- 
rience qu'elles  doivent  representer?  Des  questions  analogues  se 
sont  posees,  on  le  sait,  pour  la  Mecanique,  et  n'ont  recu  leur 
Solution  que  bien  recemment.  Or,  par  la  notion  de  masse  electro- 
magnetique,  par  l'impuissance  oü  la  theorie  se  trouve  d'expliquer 
les  phenomenes  par  les  proprietes  mecaniques  de  l'ether,  a 
F^hysique  moderne  a  ete  amenee  ä  concevoir  inversement  une  or 
gine  electromagnetique  des  lois  de  la  mecanique,  et  ä  faire  ains 
de  FElectrodynarnique  le  pivot  dune  conception  nouvelle  de  la 
nature,  remplacant  1  ancienne  conception  mecanique.  II  est  donc 
particulieremenl  important  qu  aucun  nuage  ne  voile  les  fonde- 
ments  logiques  de  ce  vaste  edifice  intellectuel. 

On  sait  que,  parmi  ces  bases,  se  trouve  Ihypothese  d'un  Systeme 
absolu  de  coordonnces  et  que  lexperience  de  Michelson  et  Morley, 
et  d'autres  plus  recentes,  ont  sur  ce  point  donne  un  dementi  formel 
ä  la  theorie  :  comme  en  Mecanique,  la  translation  uniforme  d'un 
Systeme  ne  semljle  pas  avoir  d'influence  sur  les  jjhenomenes  opti- 
ques  et  electromagnetiques  qui  s'y  passent.  MM.  Lorentz,  Einstein, 
Poincare  et  d'autres  se  sont  donc  demande  quelles  hypotheses 
nouvelles  il  faudrait  introduire  pour  rendre  raison  de  ce  fait,  sans 
toucher  aux  equations  fondamentales .  11  se  trouva  qu'il  faut 
renoncer  ä  la  notion  classique  d'un  lemps  universel ;  faire  de  la 
simultaneite  une  notion  toute  relative,  supprimer  la  conception  de 
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l'in\ariabilite  de  la  masse,  siipprimer  celle  de  corps  rigides  et  sup- 
primer  les  axioraes  de  la  cineraatique,  le  parallelogramme  des 
vitesses,  etc.  Lorsqu'un  grain  de  radium  emet  dans  deux  sens 
opposes  des  rajons  ß  de  aSoooo  km  :  sec.  de  vitesse,  on  ne  dira 
plus  que  la  \itesse  relative  de  ces  rayons  est  de  oooooo  km:  sec., 
mais  eile  sera  egale  ä  294000  km  :  sec.  De  meme,  deux  temps 
egaux  pour  un  observateur  A  ou  deux  evenements  simultanes  ne 
le  seront  plus  pour  un  observateur  B,  mobile  par  ra[)port  ä  A.  Et, 
chose  curieuse  et  digne  de  remarque,  alors  que,  il  j  a  peu  d'an- 
nees,  on  auraitcru  süffisant,  pourrefuter  une  theorie,  de  montrer 
qu'elle  entraine  seulement  l'une  ou  l'autre  de  ces  consequences :  a 
l'heure  qu'il  est,  les  equations  de  Maxwell  sont  considerees  comme 
si  absolument  intangibles,  que  ces  consequences  n'oal  effraye  per- 
sonne. Plutot  que  de  conclure  que  les  equations  ont  besoin  d'etre 
modifiees  plus  ou  moins  profondement,  on  se  decide  ä  sacrifier  la 
cinematique,  la  notion  de  temps,  etc.  Apres  avoir  ignoix'  plus  ou 
moins  systematiquement,  pendant  trente  ans,  une  theorie  feconde, 
nous  tombons  dans  l'extrerae  oppose.  Ces  equations  mei-itent-elles 
vraiment  une  confiance  si  excessive  ? 

La  reponse  est  nettement  negative,  et  je  me  propose  de  presenter 
ici  un  resume  des  critiques  auxquelles  donne  iieu  la  theorie  de 
Maxwell  et  de  Lorentz  et  des  incertitudes  experimentales  qu'elle 
comporte.  Le  lecteur  trouvera  dans  un  autre  Memoire  (  '  )  le  detail 
des  demonstrations. 

Rappeions  d'abord,  en  quelques  mots,  les  equations  fundamen- 
tales de  M.  Lorentz.  Soient  H  le  vecteur  magnetique,  E  le  vecteur 
(ou  force)  electrique,  c  la  vitesse  de  la  lumiere,  0  {x.y,  z^l)  la 
densite  electrique  en  un  point  x.,y',  z  ä  l'instant  ;,  i'  la  vitesse  de 
cette  Charge  liee  ä  un  ion  ou  eleclron  ;  enfin  designons  par  A^  la 
composante  d"un  vecteur  A  dans  la  direction  /.  On  a 


(I) 


( ' )  W.  Ritz,  Recherches  critiques  sur  V Electrodynamique  generale  (CEuvres, 
XVIII,  p.  317).  Consulter  aussi  un  arlicle  de  l'auleur  intilule  Du  röle  de  l'ether 
en  Physique  {QEuvres,  XX,  p.  447-) 


dHy 

dz 

"  c     dt    ^^'"f^  c 

dii.r 
dz 

r/H  3 

dx 

c    dt              ^   c 
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et 

dE^        dEr        --^  ö?HU  dEr  _  dE^  _  ^^  dH, 

dy  dz  c       dt    '  dz  dx    ~     c       dt    ^ 

r/E^        dEy        dE-  _ 
dx  dy  dz  "'  ' 


(IV) 
(V) 


dU^  dUy  ^  dU^  _ 

dx  dy  dz 

do        d(ijVx)        diovy)        d(ov,) 
dt  dr  dv  dz 


Le  cKamp  ainsi  cree  dans  Tetlier  exerce  sur  l'eleaient  de  charge 
pc/Tla  force  mecanique  representee  par  le  vecteur  Fo^r/-:,  oü 

(VJ)     F.,.=  E^-- -(P.H.-P^Hv),       Fv=  Ev^-fp-H^-r^H-. 

c  •  •         c  '  ■       -  / 

M.  Lorentz  considere  aniquevnent  une  certaine  integrale  parti- 
culiere  du  Systeme  I  ä  V,  qui  s'obtient  par  la  consideration  des 
«  potenlieis  retardes  ».  On  demontre,  en  effet,  que  tonte  integrale 
de  ce  Systeme  pent  serrire  sous  la  forme 

/viiv        p    _       '''*        '   '^^■^  r   _       ^*        '  ^^^ 

dx        c     dt  '  dy        c    dt 

d\:        dXy  dtS^x        dk. 

dy  dz  ■  dz  dx 

les  fonclions  $  (^potentiel  scalaire)  et  A.r  A^A^  (composantes  du 
potentiel  \ecteur )  etant  continiies  avec  leurs  derivees  premieres 
dans  tont  l'espace,  s'annulant  ä  1  infini,  et  satisfaisant  aux  equa- 
tions 

c2     dt-  c  c-     dt-  ■  c 

d\x        d\y        d.\-  _        i    d<P 
dx    ^   dy  dz     ^        c    dt  ' 

Les  fonctions 

(XIl)  ^ir^y^z,  0-  ff  f^-^^' 
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sont  des  mld^rales  particulieres  du  sysleme  IX,  X,  XI ;  elles  ont 
la  forme  de  potentiels  nevvtoniens,  avec  cette  difference  qu'au  Heu 
de  prendre  la  valeur  de  c  au  point  x'y's'  ä  linstant  t,  il   faut  le 

prendre  ä  ['instant  anterieur  l :>  oü  r  est  la  dlstance  des  poinls 

X yz^  x'y'z' ;  c'est  ce  qu'avec  M.  Lorenlz  nous  indiquons  par  la 
notation  [p'],  [p'<\'c],  etc.  ;  on  a  plus  gentralement 


[/]  =  /(^',y,  ^',  ^-Q' 


Le  champ  est  des  lors  completement  detennine,  et,  en  inlrodiii- 
sant  ces  valeurs  dans  VII,  VIII  et  VI,  on  obtient  une  expression 
analogue,  c'est-ä-dire  une  integrale  triple  etendue  ä  des  «  forces 
retardees  »,  expression  assez  compliquee,  et  que  nous  n'ecrirons 
pas,  mais  qui  exprime  la  force  subie  par  un  point  electrique  de 
Charge  egale  ä  Tunite,  au  moyen  d'actions  Elementaires  analogues 
ä  Celles  que  Ton  considerait  dans  lancienne  electrodynaniique,  ä 
la  notion  de  transmission  non  instanlanee  pres,  quon  retrouve 
d'ailleurs  cliez  Gauss.  De  cette  forinule  resulte,  dans  le  cas  oü  deux 
electrons  sont  ä  une  distance  finie  Tun  de  lautre,  et  sous  certaines 
conditions  generales  qui  sont  ici  sans  importance,  1  expression 
suivante  ( ' )  de  la  force  quexerce  l'^lectron  e'  dont  la  vitesse  est 
Pj,  v'y  ^2,  et  l'acceleration  (y^,  w\.,  (v'.,  sur  l'electron  e,  de 
vitesse  r  : 

(XIV)     F.c=  ee'  <  K.r -i-  -    iv^Mx^  ''vKv-i-  Vz^^z)  co?,{rx)~  f^K^      ; 
oü  R  est  la  force  electrique  en  x,  j',  z  et  a  poiir  expression 


I  ' 7   -^  ''  —TT 

IV  ^  C-  C' 

(XV)    K^  = 

I '- 

c 


?;    ^'['--f) 


^]'  -^- 


La  distance  r  est  dirigee  dans  le  sens  de  e'  ä  e  etlesquantites  v', 
w'  doivent  etre  prises  ä  un  instant  anterieur  t'  tel  que  londe  emanee 


(')  Celle  expression  a  ele  donnee  par  K.  Schwarzscliild,  Göttinger  .\achr. 
Math,  physik.  Klasse,  igoS,  p.  126;  voir  aussi  H.  Poincare,  Rendiconti  del  Circ. 
math.  di  Palermo,  t.  XXI,  p.  129  (1906),  et  P.  Langevin,  Journal  de  Physique, 
1904. 
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de  e'  ä  cet  instant  atteigne  e  ä  l'instant  t' .  Les  coonlonn^es  x',  y\ 
z'  de-  e' ,  X,  v,  -  de  e  et  leurs  derivees,  les  vitesses  et  les  accelera- 
tions  etant  des  t'onctions  bien  determinees  du  temps,  l'instant 
d'eniission  t'  est  donne  en  fonction  implicite  de  t  par  re(|uation 

(xVrt)  c'^(t  —  t')-^=  \x(()  —  x'{t')]^--h [r(f)—y{t')\^~-[z{t)—z'(i'}y-. 

Dans  le  cas  ou  les  vitesses  sont  tres  inferieures  ä  celle  de  la 
lumiere,  et  oü  les  changements  ne  sont  pas  trop  rapides  (etats 
quasi-stationnaires),  c'est-ä-dire  dans  la  pliipart  des  cas  qui  se 
presentent  en  eleclrodynarnique  (en  exceptant  les  oscillations  hert- 
ziennes  et  les  experiences  iJe  M.   Kaufmann  sur  les  ravons  ß),  on 

peut  deveiopper  une   fonction  teile  qiie  f  (  f )  par  la  formale 

de  Taylor 

et  negliger  les  lermes  ayant  —  en  facleur.  On  obtient  alors  l'action 

elemenlaire  exercee  par  e  sur  e  sous  la  forme  d'iine  action  ä  dis- 
tance,  o  etant  la  distance  et  (',  v',  <v'  les  vitesses  et  accelerations 
actuelles  de  e  et  e' : 

CO*  0  a- 1  V-  —  3  <:'r:  —  i  c^  v[^.  —  2 1- ,  i^',  —  i  v. 


(xvj)  F.,=  .e';^(, 


■ic- 


l  rjC- 


Fv 


Cette  forme  est  j)articulierement  propre  a  la  discussion  et  ä  une 
comparaison  avec  les  tlieories  classiques. 

Ce  qui  vient  d'etre  dit  de  la  iheorie  de  Lorentz  suffira  pour  per- 
mettre  au  lecteur  de  s'orienter  sur  les  critiques  qui  doivent  elre 
adressees  ä  cette  theorie. 

Et  d'abord,  comme  il  a  ete  dit  plus  baut,  jNI.  Lorentz  ne  consi- 
dere  que  les  integrales  particulieres  XII  et  XIII  du  Systeme  dequa- 
lions  aux  derivees  partielles  IX,  X  et  XI;  par  bypolbese,  il  ecarte 
toute  autre  integrale.  Remarquons  limportance  fondamenlale  de 
cette  restriction.  Par  Opposition  aux  phenomenes  mecaniques,  les 
phenomenes  eleclromagnetiques  sont  en  general  ii'reversibles  a 
cause  de  la  radiation.  Mais  les  equations  de  Lorentz  ne  cbangent 
pas  quand  on  y  change  le  signe  du  temps  :  elles  contiennent  l'affir- 
M  28 
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niation  de  la  reversibilite.  Au  coniraire,  dans  les  polenliels  retar- 
des  et  les  actions  elementaires  XIV.  les  directions  positive  et 
nciiaH\e  du  teiii|)s  joiient  des  roles  tout  differents.  Oii  y  a  intio- 
diiit  iine  vilessc  doni  ilest.par  liypolhi'se^  impossible  de  changer 
le  seas  :  cest  !a  vitesse  avec  laquelle  les  ondes  s'  eloignent  con- 
staniment  des  corps  qui  les  oiit  eniises  :  c'est  de  lä  que  decoule 
rirreversihilite  des  phenomenes  electromai^netiques.  Or,  onverifie 
facilement  que  le  Systeme  IX,  X  et  XI  admet  une  infinite  d'autres 
integrales  que  XII  et  XIII,  satisfaisant  aux  conditions  de  conlinuile 
et  aux  conditions  ä  Tinfiai  :  l'integrale generale  comporte,  en  effet, 
deux  fonctions  arbitraires.  Parmi  ces   integrales,  les  iines  corres- 

pondent  ä  des  ondes  con\  ergentes  :  au  lieu  de  l'argument  t elles 

denen<lenl   de  I  ar^uiiient  t  -\ et  ont.   ilu  reste,  la  forme  XII  et 

'  '  c 

XIll  :  ces  ondes  viennent  donc  de  l'iniini  et  convergent  unique- 
ment  \ers  les  points  oü  se  trouvent  des  charges  electriques,  de 
meme  que  les  j)otentiels  retardes  correspondent  unicjuement  ä  des 
ondes  qui  s'eloignent  de  tels  points.  D'autres  integrales,  au  con- 
traire,  peu\  ent  etre  considerees  comme  correspondant  ä  des  ondes 
qui  convergenl  vers  des  points  de  l'ether  ou  s'en  eloignenl.  Or.  on 
demontre  que  toutes  ces  ondes  sont  pliysiquement  absurdes,  car 
elles  entraincnt  la  possibilite  dun  [)erpetuum  mobile.  En  particu- 

lier,  si  dans  XII  et  XIII  on  change  t en  f  -i — .  c'est-ä-dire  si 

^  c  c 

Ton  change  le  signe  de  c,  on  verifie  sans  peine  que  le  signe  du 
vecteur  radiant  de  Poynting  chatige.  Puisque  la  premiere  Solution 
correspond  ä  des  corps  <\\\\  perdent  de  l'energie  lorsquils  ravon- 
nent  (  c'est-ä-dire  lorsquils  contiennent  des  particules  animees  de 
mouvements  non  uniformes),  la  seconde  correspond  ä  un  gaiii 
d energle^  et  cette  energie  n'est  perdue  par  aucun  autre  corps,  eile 
vient  de  rinfini,  et  est  fournie  uniquement  par  Tetlier,  reservoir 
inepuisable  d  energie  electromagnetique.  Or,  un  Systeme  qui, 
dans  de  telles  conditions,  gagne  de  lenergie  est  un  perpetuum 
mobile.  Les  equalions  de  Maxwell  et  de  Lorentz  admettenL 
donc  une  injlnite  de  Solutions  saiisfaisanl  ä  toutes  les  condi- 
tions de  la  theorie^  inais  incompatibles  a^ec  V experience. 

II  est  donc  certainenient  indispensable  de   faire,   soit  sur  letat 
mitial.  soit  sur  les  conditions  a  Tinfini.  des  hypotheses  supplemen- 
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taires  qui  ecartent  d'une  maniere  absolument  generale  etcomplete 
loute  autre  Solution  que  XII  et  XIII.  Or,  il  semble  que  cela  seit 
iinpossible  sans  renoncer  aiix  bases  niemes  de  la  theorie.  J'ai 
niontre,  en  eft'et  (Joe.  cit.,  p.  166  et  suiv.),  que  la  seule  condition 
admissible  et  süffisante  est  que  les  formules  XII  et  XIII  soient 
verifiees  pour  l'etat  initial  ä  l'instant  t  =  to  et  pour  l'instant  conse- 
cutif  ^0  -i-df.  Toules  les  autres  livpotheses  proposees  jusqu'ici,  en 
particulier  Tliypothese  faite  par  Poincare,  Abraham  et  d'aulres,  que 
les  champs  sont  nuls  a  grande  distance  pour  l'instant  initial  /„  sonl 
inadinissibles;  la  derniere,  par  exemple,  conduit  pour  K^t^^  k  des 
ondes  unir/uement  convergenles.  Mais  exiger  qu'aux  instants  /„ 
elfo^dt  le  champ  corresponde  aux  formules  XII,  XIII,  c'est 
exprimer  une  condition  qui  n'a  pas  de  sens,  surtout  dans  les  idees 
de  Maxwell.  Celui-ci,  en  effet,  considerait  comme  un  point  essen- 
tiel  de  sa  doctrine  qu'elle  n'entraine  pas  la  consideration  des 
actions  elementaires  et  de  l'origine  du  champ.  et  qu'elle  n'a  a  se 
preoccuper  que  de  l'entourage  immediat  du  point  considere.  On 
voit  qu'il  n'en  est  i'ien  et  que,  pour  eliminer  les  Solutions  physi- 
qiiement  impossibles  de  ces  equations,  il  ne  reste  qu'ä  adopter  a 
piioi  i  les  formules  des  potentiels  retardes.  qui  dislinguent  les 
actions  elementaires  comme  les  theories  classiques,  et  a  verifier 
qu'elles  satisfont  aux  equations.  Ces  actions  elementaires  peuvent 
donc  complclement  lemplacer  les  equations  aux  derivees.  tandis 
que  la  proposilion  inverse  n'est  pas  vraie.  Les  equations  aux 
derivees  partielles  sont  essentiellement  impropres  a  exprimer 
/'ensemble  des  lois  de  la  propagation  des  actions  electriques  et 
lumineuses. 

Mais  adoptons  la  formule  des  potentiels  retardes.  Quelle  est 
la  signification  des  vecteurs  E,  H,  qui  semblent  etre  des  coii- 
ceptions  si  essentielles  de  la  theorie?  Je  dis  que  ces  vecteurs  s'eli- 
minent  complctement  et  ne  jouent  que  le  röle  d\ine  construction 
mathematique  utile  dans  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  ('). 
En  effet,  sans  coniiaitre  la  signification  de  E  et  H,  on  peut  par 


(')  Ordinaiieinent,  on  definit  E  comme  force  mecanique  s'exercant  siir  l'unitc 
de  Charge  en  un  point,  celte  Charge  elaiit  en  repos  par  rapport  ä  l'elher.  Or,  nous 
ne  savons  realiser  cette  condition;  la  definition  doit  donc  etre  rejetee'.  En  realile, 
on  n'observe  jamais  que  F,  et  Ton  en  deduit  E,  H  par  VI;  ces  vecteurs  sonl 
definis  par  les  (-quations,  ä  queique   point  de  vue  qu  on  se  place. 
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hjpothese  integrer  les  equations  au  moyen  de  XII,  XIII;  on  n'aura 
qua  introduire  ces  valeurs  dans  VII,  VIII,  VI  pour  obtenir  la 
quantite  F  (ou  force  mecanique  exercee  sur  l'unite  de  charge) 
exprini^e  comnie  somme  d'aclions  elementaires  exercees  par  les 
autres  elements  de  la  charge.  Or,  F  s'elimine  lui-meme,  car  le 
repos  et  le  mouvement  de  releclron  ou  du  sjsteme  electrlse  est, 
par  Hypothese  (qu'il  exlste  ou  non  des  masses  reelles),  deterinine 
par  le  principe  d  Alemberl 


li'"^ -'-'■'■) 


oü  Ion  suppose  F^.  reniplacee  par  sa  valeur  donnee  par  les  aclions 
elementaires  et  ou  P  represente  la  resultanle  des  forces  non  elec- 
triques.  Or,  c'est  seulement  ce  mouvement  ou  ce  repos  qui  fönt 
Tobjel  de  Texperience  ;  le  champ  dans  l'etherpur  ne  joue  jaruais  de 
role.  En  effel,  pour  conuaitre  le  champ  eu  un  point,  nous  sommes 
ohliges  d'y  placer  une  charge  electrique.  11  en  serait  aiilrement  si 
E,  H,  modifianl  Telher,  le  mettaienten  mouvement  ou  changeaient 
ses  proprietes,  comme  le  supposait  Maxwell.  On  pourrait  alors,  par 
exemple  par  des  interferences  d'ondes  lumineuses,  mettre  en  evi- 
dence  ces  modifications  sans  placer  une  charge  au  point  considere. 
De  nombreuses  experiences  entreprises  dans  ce  sens  ont  constam- 
ment  donne  des  resultats  negatifs  ;  l'hypothese  de  lels  mouveuients 
n'a,  d'autre  part,  conduit  ä  aucune  explicalion  mecanique  des  lois 
electrodynainiques.  M.  Lorentz  et  avec  lui  beaucoup  de  physiciens 
onl  donc  eie  amenes  ä  en  faire  abstraction. 

Nous  voyons  donc  qu'en  se  placant  uniquement  au  point  de  vue 
des  faits,  on  peut  se  passer  completement  des  notions  de  champ 
electrique  et  magneti(|ue  et  des  equations  aux  derivees  partielles, 
avec  leurs  conditions  de  continuite  :  ces  elemeuts  sont  insuffisants, 
nous  l'avons  vu,  pour  determiner  la  Solution;  ce  sout  les  actions 
elemenlaires,  ou  plus  exactement  l'equation  XVII,  et  non  les  equa- 
tions aux  dt'iivees  partielles^  qui  sont  l'expression  complele  et 
adequate  de  la  theorie  de  Lorentz.  Les  premieres  ont  d'ailleurs  le 
grand  avantage  de  ne  contenir  que  des  relalions  de  temps  et  d'es- 
pace,  avec  certains  coefficients  invariables  nommes  chacges  elec- 
triques.  La  notion  de  force  s'en  elimine  completement. 

Or,  comme  l'a  monlre  M.  Sclnvarzschild  (loc.  cit.),  ces  actions 
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eleiiieiitiiires  se  rattachenl  de  la  facon  la  plus  immediale  aux  theo- 
ries  classiques.  Clausius  avait  indique  une  formale  qui  exprime, 
dans  l'hjpothese  des  actions  ä  distance.  l'action  d'une  charge  en 
mouvement  siir  une  autre  (formule  analogue  ä  la  celebre  formule 
de  Weber,  maisqui  pari  de  la  consideration  de  mouvements  abso- 
lus)  ;  il  suffit  d'y  introduire  la  loi  de  propagalion  de  la  lumiere, 
pour  obtenir  la  formule  de  Lorentz.  Si  Ton  songe  que  celte  meme 
idee  etait  dejä  venue  ä  Gnuss  et  ä  Riemann,  on  s'etonnera  de  voir 
combien,  sous  ce  rapport,  la  science  s'est  eloignee  du  developpe- 
ment  en  ligne  droite,  et  par  quels  chemins  detoiirnes,  par  quelles 
broussailles  logiques  eile  a  passe  pour  revenir  si  pres  de  son  point 
de  deparl. 

Mais,  ä  suivreces  chemins  detournes,  eile  a  gagne  sous  bien  des 
rapporls.  Elle  a  appris  ä  concevoir  la  lumiere  comme  un  plieno- 
mene  electromagnetique,  et  celie  conception  fondamentale  a 
modide  profondement  l'Optique  elle-meme.  Gar  tout  ce  qui  a  ete 
dit  plus  haut  des  phenomenes  electriques  s'appliquera  ä  lOptique. 
L'ether,  les  equations  aux  derivees  partielles  pourront  etre  consi- 
deres  comme  secondaires;  en  realite,  ce  qui  s'observe,  ce  ne  sont 
que  des  actions  elementaires  entre  les  ions  ou  electrons  de  la 
source  de  lumiere,  ceux  de  l'appareil  optique  et  ceux  de  la  retine 
ou  de  la  plaque  photographique.  Tous  les  phenomenes  optiques 
derivent  de  lä  par  le  principe  de  superposition. 

L'ether,  qui  seniblait  une  conception  essentielle  de  la  theorie, 
s'est  derobe  ä  toule  experience,  et,  d'etape  en  etape,  il  a  lallu 
reduire  son  röle  ä  celui  d'un  sjsteme  de  coordonnees  absolues, 
cest-ä-dire  independantes  de  la  matiere  ordinaire,  Systeme  par 
rapport  auquel  il  faul  mesurer  les  vilesses  des  ondes  et  des  elec- 
trons. Faul-il  s'etonner  que  l'exjierience  nait  pas  voulu  de  ce  fan- 
töme  mathematique  et  que,  contrairement  aux  forniules  de  Lorentz, 
le  mouvement  absolu  ne  semble  pas  jouer  de  röle  en  Physique  ? 

Mentionnons,  en  passant,  d'autres  objections  auxquelles  donne 
lieu  la  notion  de  l'ether  teile  qu'elle  est  generalement  admise  par 
les  physicians  modernes  :  la  repartilion  et  le  mouvement  de 
-  l'energie  restenl,  dans  une  large  mesure,  arbitraires  ;  il  existe 
meme  plusieurs  Solutions  simples  du  probleme  [loc.  cit.^  p.  172- 
rrg);  de  plus,  en  supprimanl  le  mouvement  de  l'ether,  on  a  sup- 
prime  le  principe  de  l'action  et  de  la  reaclion,  alors  que  d'autres 
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Images  qiie  Ton  peiit  se  faire  de  la  propagation  des  ondes  permel- 
tent  de  sauvegarder  ce  principe,  comme  on  le  verra  plus  loin.  Enfin, 
la  notion  de  champ  ne  peut  s'appliquer  a  la  gravilation  (loc.  cit., 
|).  179),  comme  l'a  remarque  Maxwell  lui-meme  :  l'ether  devrait 
se  trouver  en  equilibre  instable,  ä  cause  du  slgne  negatif  de 
Tenergie  de  gravitalion.  Gelte  notion  de  champ  ne  saurait  donc 
constituer  une  base  generale  capable  de  remplacer  la  Mecani- 
que  ('). 

Les  formules  XIV,  XV  des  actions  elementaires  de  charges 
ponctuelles  qui,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  resumentla  theorie 
de  Lorentz,  contiennent  les  vitesses  absolues  soit  explicitement, 
soit  par  la  loi  de  propagation  XVa.  Puisque,  jusqu'ici,  les  vitesses 
relatives  seules  ont  joue  un  role  dans  Texperience,  il  est  evident, 
a  p/iori,  qu'il  doit  etre  possible,  sans  entrer  en  contradiclion  avec 
les  faits  observes,  d'apporter  des  changements  importants  ä  ces 
formules,  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  c'est-ä-dire  que  ces  foi'- 
mules  sont  hypolhetiques  dans  une  large  mesure.  Pour  preciser 
ces  changements,  considerons  d'abord  les  phenomenes  quasi-sta- 
tionnaires  ou  la  formale  X,V1I  s'applique.  II  n'a  jusqu'ici  ete  pos- 
sible d'observer  les  actions  electrodynamiques  ou  electromagneti- 
ques  qui  dependent  des  vitesses  des  ions  que  dans  le  cas  oü  le 
champ  magnetique  est  du  ä  un  courant  ferme  ou  sensll)lement 
ferme,  et  od  certaines  vitesses  sont  negligeables  ])ar  rapport  ä 
d'autres.  Les  experiences  sur  l'induction  par  le  mouvement,  sur 
les  rayons  cathodiques,  Celles  de  Piowland,  d'Eichenwald,  etc., 
appartiennent  ä  cette  categorie.  On  trouve  alors  que  dans  XVI : 

i"  les  termes  en  c'-,    i'^",   introduits  par  le  developpement  en 

series  de  f  i  t \-,  restent  sans  intluence  sensible; 

2°  aux  termes 

77^  1  —  \v.rv',r-^  VyVy-^  v-v'.]  COS  par  —  r.>p  \  =  fx-,         •  •  ■, 


(')  Je  ne  puis  exposer  ici  les  dilTicuItes  auxquelles  donne  lieii  la  notion  de 
l'ether  elaslique,  ni  montrer  combien  est  superficielle  Tanalogie  des  equations  de 
Maxwell  ou  de  l'optique  avec  Celles  des  corps  elastiques,  analogie  qui  a  donne  ä 
Maxwell  et  ä  tant  d'aulres  l'espoir  vain,  on  n'en  saurait  plus  douter,  d'une 
explication  mecanique  des  actions  electriques.  Le  lecteui-  trouvera  un  expose  de 
la  question  dans  les  memoires  cites  plus  haut  et  dans  la  seconde  edition  de 
Electricite  et  Optique^  de  H.  Poincare  (4°  pai'tie).  Paris,  1901. 
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on  peilt  suhslituer 

cos  C  .T* 

(ce  qui  correspond  ä  la  formule  d'Ampere  pour  laction  de  deux 
Clements  de  couranl).  et  plus  generalement,  on  peiit  ajoiiter  ä  ces 
ternies  la  diflerence  A  (f_^.  — /\x),  A  {fy  —  /',  ^  i,  ....  oii  A  est  une 
constante  arbitraire,  sans  que  cette  addition  modilie  l'accord  de 
la  theorie  et  de  rexperience.  Enfin,  on  peut  completer  ces  expres- 
sions  par  des  termes  en  i/-,  i'-,  etc.,  de  nianiere  ä  ce  quelles  ne 
contiennent  plus  (jue  les  vitesses  relatives^  et  que  laction  soit 
egale  ä  la  reaction,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  pour^.  En  posant 


et  designant  par  k  une  constante  arbitraire,  l'expression  la  plus 
generale  des  termes  electrodvnamiqiies  qui  ne  contienl  que  les 
vitesses  relatives  devienl 

Mais  on  pourrait  supposer  aussi  que  la  rotation  des  electrons 
mobiles  dans  un  courant  engendre  seule  un  champ  magnetique. 
On  s'en  rend  compte  si  Ton  songe  que  laction  du  champ  magne- 
tiique  n'ayant  ete  observee  que  lorsque  celui-ci  est  du  ä  des  cou- 
rants  fermes.  il  existe  dans  tous  ces  cas  un  potentiel  magnetique 
egal  ä  langle  solide  sous  lequel  est  vu  le  courant  c'  (pour  ne  con- 
siderer  que  le  cas  de  courants  lineaires).  Or,  la  surface  dune 
figure  polygonale  Iracee  sur  une  sphcre  s'exprime  par  la  somme 
des  angles  que  foraient,  chacun  a\ec  le  suivant,  les  cotes  du  poly- 
gone ;  pour  une  courbure  conlinue,  ces  angles  deviennent  les 
angles  de  contingence  de  la  courbe  spherique,  et  ceux-ci  s'expri- 
ment  au  moyen  du  rayon  de  courbure  de  C  et  de  sa  direction  par 
-rapport  au  rayon  vecteur.  Les  livpotlieses  moleculaires  permettent 
d'exprimer  cette  courbure  soit  par  l'acceleration  de  l'electron,  soit, 
pour  un  electron  dissvmelrique,  par  sa  rotation.  ()n  obtient  ainsi 
une  decomposition  enlierement  nouvelle  de  laction  du  courant 
ferme  en  actions  etementaires,  qu'on  considerera  comme  \alable 
pour  tout  elt-ment  de  courant  ferme  ou  non.  et  qui,   par  integra- 
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lioii  le  long  du  couranl,  fournira  daiis  toiis  les  cas  de  potentiel 
inagnetiqiie.  Le  champ  magnetique  cree  par  un  element  de  cou- 
ranl etant  ainsi  deterniine,  la  force  exercee  siir  une  charge  e  en  niou- 

veinent  sera,coinnie  dans  la  iheorie  de  Lorentz,  -  (f  jH^  —  (^zH,-), ..., 

ou  V  designe  la  vitesse  relative  par  rapport  ä  l'element. 

En    somme,    sur   ces    termes  dependant  des  vilesses,  nous   ne 
sommes  pas  mieux  renseignes  qu'au  temps  de  ^^'eber  et  de  Helm 
holtz. 

Jl  en  est  autrenient  du  terme 

'■Sr  = r«'!v.-!-  «V  COS  0  371,  0,=... 

dependant  des  accelerations.  On  peul  dire  que  tont  l'efrort  de 
Texperience,  tout  ce  que  nous  savons  des  oscillalions  electriques, 
des  equations  de  la  lumiere,  de  l'induction  en  circuit  ouvert  ou 
ferme,  a  porte  uniquement  sur  ce  ternie.  II  se  decompose  en 
deux  autres  : 

1"  en  ee       '■ — -^ '■ —     :=  U  j. .  .  qui  n  est  autre  cliose,   ä 

des  termes  en  -  pres,  que  le  terme 

—  w'g.  -^  iv].  cos  IT 


-'i'-'f} 


de  XV,  et  joue  le  role  du  vecteur  de  Fresnel  en  Optique.  C'est  de 
lui  que  dependent  tous  les  plienonienes  presentes  par  les  oscil- 
lations  hertziennes  ä  grande  distance  de  la  source.  Ce  terme  ne 
joue  par  contre  auciin  role  dans  l'induction  en  circuit  ferme,  car 
il  peut  s'ecrire 

—  d  »'r,        —  d  <*''p        —  d  «p 
d.r     c-  '        dy     c-  dz      c-  ' 

1  expression 

W,,.  dx  -+-  Wy  dy  -H  W.  dz 

de  la  force  electromotrice  devient  des  lors  une  differentielle  totale 
et  s'annule  pour  tout  circuit  ferme. 

li"  en  — —  [(v'r —  3(T^p  coss.r]  =  y.p,  qui  provient  entierement  du 
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developpeinenl  en  serie,  et  par  consequent  de  \a.\iiesse  ß nie  de 
propagation,  et  qui  determine  les  plienomenes  d'induction  en 
circuit  ferme  et  les  forees  electriques  dans  le  voisinage   immediat 

.           €€*  COS  c  or 
d'un  oscillateur  hertzien  (avec   le  terine  electroslatique ^r^— ' 

dont  la  forme  ne  lalt  Tobjet  d'aucmi  doute). 

Mais  il  importe  de  remarquer  ^//'///?f^  loi  de  propagation  ou  le 
centre  de  l'onde  emise  par  un  ion  ä  un  instant  -.  reste  constani- 
ment  aninie  d'un  nwuvement  rectiligne  et  uniforme,  de  vitesse 
eoale  ä  celle  de  Cion  ä  l' instant  t,  donne  aussi,  par  le  develop- 
penient  du  terme  electroslatique,  le  terme  y.r,  et  ce  resultat 
peut  nienie  etre  generalise.  On  ne  |jeut  donc  conclure  que  ce 
centre  reste  en  repos,  comnie  le  veutlatheorie  de  lether  immobile. 

La  reaction  d'un  Systeme  electxnse  sur  lui-meme,  lorsqu'il  j  a 
acceleration,  c'est-a-dire  l'expression  de  la  masse  electromagne- 
tique  pour  des  vitesses  faibles,  depend  exclusivement  de  'f.,.; 
Texistence  d'une  teile  reaction  ne  saiirait  donc  etre  douleuse  ;  eile 
est  absolument  independante  de  toute  incertitude  relative  au  mou- 
vement  absolu,  aux  termes  electrodynamiques  et  a  la  loi  de  propa- 
gation. 

Revenons  mainlenant  ä  la  formale  generale  XIV  et  XV  ;  on 
peut,  dans  cette  derniere,  tracer  tous  les  v'  sans  qu'aucun  lait 
d'experience,  soit  dans  le  domaine  de  TOptique,  soit  dans  celui  de 
Telectrodynarnique,   n'en    soit   modiiie  de  facon    sensible   :   seul, 

^^  doit  etre  conserve.  Ce  terme  de  premier  ordre  par  rapport 
cv- 

aux  vitesses  ne  joue  d'ailleurs  aiicun  role  en  Optique  et  dans  les 
oscillations-hertziennes;  et  il  ne  reste  dans  la  formale  X\  II  aucan 
terme  de  ce  genre.  Une  aatre  loi  de  propagation,  n'entrainant  pas 
la  consideration  d'un  Systeme  absola  de  coordonnees,  le  rendrait 
inatile. 

Oaant  au  terme  de  XiV  lineaire  en  c  (force  electromagnetique 

proprement  dite),  il  contient  \  en  facteur  et  ne  joue  de  role  que 
dans  les  phenomenes  (juasi-stationnaires  ;  nous  avons  \a  combien 
sa  forme  reste  incertaine. 

Les  derniers  enonces  comportent  deux  restrictions,  relatives  ä 
des  termes  d'ordre  superieur  au  second.  La  pression  de  la  lumiere 
correspond  ä  un  tel  terme,  dependant  du  produit  des  accelerations 
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et  des  vitesses.  Mais  sa  forme  reste  bien  incertaine.  En  second 
lieu,  les  experieuces  de  M.  Kaufmann  sur  les  rayons  [j  du 
radium  mellent  en  evideiice  dans  XIV  Tenseml^le  des  termes.  Mal- 
heureusement,  il  n'j  a  aucune  conclusion  ätirer  de  la  ;  caron  peut 
ajouler,  soit  a  la  foiinule  de  Weher,  soll  ä  celle  de  Clausius  ou  de 
Riemann,  soit  enfin  ä  /j.,-,  une  suite  infinie  de  termes  dependant 
des  puissances  superieures  ä  la  seconde  et  paires  des  vitesses, 
divisees  par  les  puissances  correspondantes  de  c  :  ces  termes  ne 
joueront  de  röle  que  lorsque  les  vitesses  sont  comparables  a  c, 
c'est-ä-dire  dans  rexperience  de  Kaufmann.  Chaeune  de  ces  tlieo- 
ries  pourra,  par  un  choix  convenable  de  ces  series,  satisfaire  aux 
observations,  ce  qui  montre  (voir  loc.  cit.^  pp.  189-19-,  260-2^0) 
que  si  j'existence  dune  reaclion  d  inertie  electromagiietique  est, 
comme  on  1  a  vu,  hors  de  doute,  la  \ aiiai^ilite  de  cette  reaction 
avec  la  vitesse,  par  contre,  est  lijpoth(':lique  ;  eile  ne  saurait  etre 
deduite  des  experiences  de  M.  Kaufmann  que  lorsqu'on  adopte  a 
priori  les  hjpotheses  de  Lorentz  sur  le  mouvement  absolu  et  sur 
les  forcesy'r-  Cette  theorie  de  la  variabilite  de  la  inasse  electro- 
dynamiqiie  s'appuie  donc  sur  les  poinls  les  plus  faibles  de  la 
theorie  de  Lorentz.  On  explique  tont  aussi  bien.,  et  nienie 
niieux.,  les  observations  failes  en  changeant  convenablement 
dans  l'expression  de  la  force  les  termes  dependant  des 
vitesses.,  de  nianiere  ä  nintroduire  que  des  niouvements 
relatifs. 

II  est  a  peine  utile  d'ajouter  que  le  peu  que  nous  connaissons 
des  forces  moleculaires  ne  nous  permet  pas  daffirjner  que  les  lois 
connues  de  l'electricite  sont  \alables  ä  toute  distance,  si  petite 
soit-elle.  En  realite,  c'est  loujours  ä  la  loi  des  cbarges  ponctuelles 
que  nous  aurons  affaire,  et  l'on  ne  connait  aucune  experience  oü 
les  conditions  restrictives  qu  eile  comporte  ne  soient  pas  rem- 
plies. 

Nous  avons  enfin  ä  nous  demander  ce  que  Texperience  nous 
apprend  sur  la  loi  de  propayalion,  ou,  en  d'autres  termes,  sur 
l'equation  qui  iie  1  instant  d'emission  /  ä  linslant  t  011  l'action  a 
lieu.  Dans  la  tbeorie  de  Lorenlz,  Tonde  emise  par  un  electron  en 
mouvement  uniforme  a  l'instant  /'  reste  a  tout  instant  posterieur 
de  forme  spherique,  le  centre  de  la  sphere  etant  le  pointde  Tether 
oü  Fonde  a  ete   emise,    et    ne  jiarticipant    pas  au  mouvement  de 
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relectron.  Gelte  hypolhese  liilroduit  donc  le  mouvemenl  absolu, 
et   si  Ton  admet  que  les  experiences  falures  ne  mettront  pas  plus  ce 
mouvement  en  evidence  qu'elles  ne  ront  faUjusqu'lci    i   faudra  la 
reieter  et  considerer  le  mouvement  de  propag.tion  de  la  lumiere 
comme   nurement  relatif  et  dependanl  du  mousement  des  corps 
oui  ont  p.oduilla  lumiere  -  ä  moins  de  renoncer,  avec  Lorentz 
et  Einstein,  ä  la  cinematique  et  ä  la  notion  de  temps.  Le  principe 
de  la  rcLaUvile  du  nwuvemenL  dans  sa  forme  classique.  exigera 
nue  les    ondes  emises  par  un  Systeme  en   mouvement  un.torme, 
soustrait  ä  tonte  mfluence  exterieure  sensible,  se  meuvent  avec  ce 
Systeme,  de  maniere  que  le  centre  de  chaque  onde  spherxque  con- 
tinue  ä  coVnclder  avec  l'electron  qui  l'a  emise,  et  que    a   vuesse 
radiale  soit  universelle  et  egale  ä  c.  Si  le  mouvement  de  1  electron 
est  qnelcomiue,   le    priucipe   de   relativite  ne  determme   plus     a 
vitesle  avec  laquelle  se  deplace  le  centro  de  Fonde  ;  toutelois,  cete 
vitesse  doit  etre  constante  (sinon  ü  y  aurait  action  a  distance  ent.e 
l'electron  et  l'onde  emise).  11  ne  sera  plus  possihle,  il  est  vrai,  de 
con.erverrimaoe  u  elher  »  ou  .  ondes  dans  un  corps  elastique  « 
,>our  cette  loi   de  propagation  ;   mais,  si   meme  nous  voul.ons  k 
conserver,  et  avec  elles  les  equations  au.  dernees  part.el  es,   il 
seraU  necessaire  d'ajouter  l'hypothese  nouvelle  de  la  t-nsfonna- 
tion  Lorent/.-Einstein  qui,  ä  vrai  dire,  change  si  prolondement  les 
conditions  .lu  probleme,  que  Timage   «  ether  »   ou   «  corps  elas- 
üaue  »  devient  entierement  inapplicable.  Bien  plus,  la  propagauon 

de  la  lumiere,  dans  les  vues  de  MM.  Lorentz  et  Einste.n,  ne  com- 
porte   plus  d'image  mecamque  du  tout.  ^u    contraire,     a  loi   de 
»-opagation  que  nous  avons  enoncee  ,dus  baut  correspond  sm.ple- 
Lcnu  ä  rimage  de  particules  emises  dans  tous  les  sens  avec  une 
.neme  vitesse  radiale,  et  qui  continuent   ä   se  mouvo.r  umtorme- 
menl :  eile  se  rapproche  donc,  sous  ce  rapport,  de  la  ibeone  ema- 
native  de  New.on.  Tai  .uontre  {foc.  c,7.,  ."-  part.e)  4"  ea  suppo- 
sant  cette  loi  vraie  quel  que   soit  le  mouvement  de     electron     t 
admettant  que  ces  particules  fictives  agissent  sur  les  cbarges  eiec- 
triques  avec   lesquelles  elles    entrent   eu    contact,  on   na  aucune 
peine  äconstruira  une  infinite  de   theories   electrodynam.qu   .  en 
parfait  accord  avec  l'e.perience,  sauf  en  ce  qui  concerne  1  optxque 
des  corps  en  n.ouvement.  Ici  l'experience,  interpretee  dans  la  con- 
ception  atomiqucde  l'electricitc  que  nous  avons  adoptee  jusqu  ic, 
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enoiice  ce  resultat  unique  et  simple  ('):  lorsquun  rayon  liimineux 
niet  en  \ibration  les  ions  dun  Corps  qiielconque  qui,  ü  leur  tour, 
emeltent  de  nou\  alles  ondes,  les  centres  de  ces  ondes  se  meuvenl, 
non  avec  la  vitesse  de  ce  corps  (coinme  le  voulait  notre  liypo- 
these),  mais  avec  la  vitesse  de  la  source  de  lunnere.  Or,  cest  ce 
que  le  principe  de  l'action  et  de  lareaction  permettait  de  prevoir. 
En  efFet,  ce  principe  se  trouve  lese  par  notre  hypolhese,  puisqu'ä 
l'action  de  nos  particules  fictives  (pour  nous  servir  de  cette 
image)  sur  les  ions  ne  correspondait  aucune  reaction  des  ions  sur 
les  particules.  II  faudra,  comme  dans  la  tlieorie  de  Lorentz,  attri- 
buer  a  Tenergie  ravonnante  une  rjuantitt-  de  mouvement,  ce  qui 
est  bien  plus  naturel  lorsqu'on  considere  cette  energie  comme 
projetee  que  lorsquonla  considere  comme  propagee  ;  et  les  vites- 
ses  initiales  des  particules  ficli\  es  emises  par  un  ion  se  determine- 
ront  par  le  principe  de  la  conservation  de  la  quantile  de  mou- 
vement^ ou  principe  de  reaction.  Dans  le  cas  de  lOptique,  toute 
lenergie  ravonnante  provient  de  la  source.  et  les  ecrans  ou  appa- 
reils  optiques  ne  fournissent  aucun  apport;  il  est  donc  naturel  de 
penser  que  le  principe  de  reaction,  quelque  soit  son  enonee  precis, 
aura  pour  eflet  que  la  vitesse  des  particules  fictives  emises  par  les 
ions  des  ecrans,  etc.,  sera  uniquement  determinee  par  celle  de  la 
source  de  lumiere. 

Evidemment,  tant  qu  une  tlieorie  generale  et  simple  basee  sur 
ces  vues  nouvelles  fera  defaut,  il  y  aura  lieu  detudier  la  question 
sous  toutes  ses  faces,  et  en  particulier  de  ne  pas  se  laisser  arreter 
par  la  necessite  d'une  cinematique  et  dune  dynamique  entiere- 
ment  nouvelles,  comme  le  veul  l'hypothese  Lorentz-Einstein  (-). 
Mais  il  importe  de  savoir  que  rien,  jusqu'ici,  ne  nous  oblige  ä 
considerer  cette  derniere  hypothese  comme  vraie,  ni  nieme  comme 
parliculierement  probable.  Et  je  crois  qu'il  serait  regrettable  pour 


(')  On  verifie  facilemenl  ce  theoreine  en  suivant  de  pres  les  demonstrations  de 
M.  Lorentz  (  Versuch  einer  Theorie  der  eleklr.  u.  opt.  Vorgänge  in  bewegten 
Körpern,   Leiden,  1895 ). 

(')  II  faut  d'ailleurs  noter  que  la  tlieorie  Lirentz-Einstein  n'est  cgalement,  en 
partie.  qu'ä  l'etat  de  programme  :  le  principe  de  d'Alembert,  et  plus  generalement 
la  dynamique  ciassique  des  systemes,  sont  incompatibles  avec  cette  tlieorie. 
comme  l'a  remarque  M.  Einstein,  et  rien  n'est  encore  venu  remplacer  ces  principes 
fondamentaux.  Tis  subsistent  sans  changement,  au  contraire,  dans  Thypothese  de 
l'auteur. 
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la  lUiysique  quil  ne  se  trouvät  pas,  pour  representer  les  lois  elec- 
Iriques  et  electrodynamiques,  de  methode  plus  simple  que  celle 
qui  consiste  ä  admettre  d'ahord  des  coordonnees  ahsolues,  ä 
ecrire  un  Systeme  de  i  i  equations,  dont  9  aux  derivees  partielles  ; 
a  les  integrer  moyennant  des  hjpotlieses  qu'il  faut  rejeter  ensuite, 
pour  ne  pas  introduire  de  Solutions  impossibles  ou  exclure  des 
Solutions  possibles  ;  et  ä  compliquer  enfin  la  formule  dejä  bien 
lungue,  ainsi  obtenue,  par  une  transformation  destiuctrice  des 
principes  de  la  cinematiqiie,  et  dont  l'unique  but  est  de  faire  dis- 
paraitre  du  resultat  le  Systeme  absolu  de  coordonnees  si  malen- 
contreusement  introduit  au  commencement.  Encore  ne  sont-ce  pas 
la  les  seuls  motifs  pour  lesquels  la  theorie  ne  me  parait  pas  satis- 
t'aisante.  L'egalite  du  rapport  des  unites  ä  la  vitesse  cde  la  luniiere 
trouve,  dit-on,  son  explication  dans  les  theories  de  Maxwell  et  de 
Lorentz.  Les  complications  de  la  premiere  rendent  difficile  une 
vue  nette  de  la  maniere  dont  la  theorie  atteint  ce  resultat.  Mais 
considerons  les  equations  de  Lorentz.  La  vitesse  cy  figure  de 
diverses  manieres,  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en  conservant 
c  dans  les  equations  aux  derivees  partielles,  mais  changeant  dans 
l'expression  VI  de  la  force     en  ~  oü  c'  est  difTerent  de  c,  on  n"a 

'  c  c  ' 

modifie  ni  la  vitesse  de  propagation,  ni  les  unites,  ni  l'energie  ('), 
mais  bien  le  rapport  de  l'unite  electrostatique  ä  l'unite  electrody- 
namique  ;  et  la  theorie  ainsi  exposee  ne  conlient  rien  qui  nous 
fasse  comprendre  pourquoi  ce  coefficient  de  «'y-H-  —  i'^Hy  est  pre- 
cisement  egal  a  -•  On  le  choisit  ainsi,  parce  que  i'experience 
Texige  —  exactement  comme  c'etail  le  cas  pour  la  formule  de 
Weber,  de  Ciausius,  etc.  Ce  n'est  que  lorsqu'on  exige  que  le  prin- 
cipe de  Hamilton  s'applique,  sous  une  certaine  forme  speciale,  que 
Ton  trouve  a/>/7'o/-i  ce  coefficient -•  Seulement  le  principe,  tel 
qu'il  est  utilise  par  Lorentz,  est  nettement  different  du  principe 
däns  le  sens  ordinaire,  les  variations  sont  prises  tont  autrement 
que  pour  les  fluides,  par  exemple,  et,  de  plus,  comme  Ta  monlre 

( ' )  Le    terme    en  — ,  en    effet,   donnera    un    travail    constaniiuent    nul.    II  laut 
c 

d'ailleurs  se  rappeler  que  H,  comme  il  a  ele  dil,  esL  defini  par  la  theorie  elle- 
möme;  si  on  le  definissait  a  priori  comme  force  (exprimee  en  gauSs)  s'exercanl 
sur  le  pole  d'un  aimant  permanent,  le  coefficient  de  pv  deviendrait  a  son  tour  un 
coefficient  empirique  et  les  conclusions  resteraient  les  memes. 
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M.  Schwarzscliild,  il  existe  differents  i«odes  dapplication  de  ce 
principe.  L'iin  d'eiix  determine  direclement  les  Forces  elemen- 
taires,  sans  passer  par  la  consideration  du  champ;  nous  liii  doniie- 
rions  la  preference  au  point  de  vue  qui  a  ete  expose  dans  cetle 
etude;  la  fonction  de  Lagrange  a  la  meme  forme  (ä  la  propagation 
pres  )  que  celle  donl  etait  parti  Claiisius. 

r  r dv:  dv:'  \       c.,. v',.  —  ^ ,  f',  —  c, vA 

oü  ^'/E,  dVJ  sonl  des  elements  de  charge,  cL  oii  r.  />'  doi\enL  elre 
pris  ä  des  instants  cotivenables. 

Cliangeons  —  en  ^;  la  formule  ne  salisfera  plus  aux  experiences, 
le  rapport  des  uniles  cessera  detre  6-,  inais  le  principe  de  la 
moindre  aclion  conlinuera  ä  s'appliquer  et  la  vitesse  de  propaga- 
tion  restera  egale  ä  c  ;  ce  sont  lesequations  aux  derivees  partielles 
qui,  cette  fois,  ne  sont  plus  satisfaites. 

En  resume,  on  voit  que  cette  remarquable  relation  ne  resulte  de 
la  theoric  de  Lorentz  que  d  une  facon  si  indirecte,  quelle  se  reduit  ä 
une  deterniinatiiHi  de  coefficients,  comme  cliez  Weher  et  Clausius, 
lorsqu'on  najoute  pas  la  condition  relative  au  principe  de  la 
moindre  action  :  dans  les  ouvrages  didactiques,  par  exemple  le 
traitr  de  M.  Abraham,  et  meme  dans  l'expose  quedonne  M.  Lorentz 
de  sa  theorie  dans  le  Memoire  cite  plus  haut,  cette  condition  n'est  pas 
mentionnee  et  semhle  consideree  comme  absolument  secondaire. 

Gauss,  dans  sa  celebre  lettre  ä  A^\  Weber,  avait  indique  que, 
sans  doute,  les  termes  electrodjnamiques  resultaient  uniquenient 
de  la  vitesse  finie  de  propagation,  concue  suivant  une  loi  conve- 
nablement  choisie,  par  des  developpements  en  serie  tels  que  nous 
les  a\ons  consideres  plus  hautet  qui,  on  l'a  vu,  introduisent  efiec- 
tivement  des  vilesses  et  des  accelerations  a\ec  des  coefficients 
dependant  de  c.  La  lelation  entre  le  rapport  des  unites  et  la 
vitesse  de  la  lumiere  aurait  alors  eu  une  signification  immediate. 
Chez  Maxwell,  les  termes  electrodjnamiques,  dependant  du  poten- 
tiel  vecteur,  s  introduisent  toul  autrement  :  la  profonde  conception 
de  Gauss  ('i\  importe  de  leconstater,  car  le  conlraire  a  souventele 
soutenu  )  n'a  pas  eie  realisee  par  Maxwell  et  Lorentz.  C'est  ä  eile, 
peul-etre,  qu"a|)partient  l'avenir  en  electrodvnamique. 
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Ud  joiir  vieudra  sans  doute  oi'i  l'etlier 

seid  rejete  comnie  iniitile. 

H.  Poi.NfiAKii,  La  SciencK  et  rih/poth'esi 


Parnii  les  livpotheses  les  plus  iiiiportantes  en  Phvsiqiie  et  les 
plus  gencralemenl  admises,  il  en  est  deux  qui  jouent  un  i(jle  j)arli- 
culieremenl  essentiel  :  l'hjpolhese  atoniique,  et  rhypothese  de 
Tethei'.  Nees  toutcs  deux  de  oonceptions  metaphysiques  qui,  de 
nosjours,  ne  trouveraient  plus  innere  d'adherents,  elles  ont  connu, 
dans  le  cours  des  temps,  des  vicissitudes  noinbreuses,  et  l'expe- 
rience  aussi  bien  que  la  critique  leur  ont  fait,  pendant  ces  der- 
nieres  annees,  un  sort  tres  inegal.  On  sait  combien  a  ete  feconde, 
dans  |)resque  tous  les  doniaines  de  la  Physique  et  de  la  Chimie,  la 
conception  atoniique;  et  le  developpement  qu  a  pris  recemnient  la 
tlieorie  des  ions  et  electrons  a  constitue  un  nou\eau  triomphe  de 
cette  conception  en  nous  faisanl  presque  toucher  du  doii;t  lexis- 
tence  de  charges  electriques  atoiniques.  Cependant  la  ciMli(|ue 
philosopliique  senible  fencore  ä  l'heure  quil  est  ne  pas  pou\oir 
pardonner  entieremenl  ä  cette  l)y[)Othese  ses  origines  un  peu  dou- 
teuses.  M.  Ostwald  (  ' )  en  particulier  la  traite  avec  une  severite  quil 

(')    Voir  en  particulier  rarlicle  de  M.  Oälwuld  tians  cette  Kcvue,  N^  I.  p.  lü. 
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est  loin  dappliquer  a  d  aulres  conceptions.  et  eu  paiLiculier  ä 
Celle  de  l'ether.  G'est  ä  peine  si  la  critiquea  effleure  cette  derniere. 
l.e  succes  de  la  theorie  ondulatoire  de  la  luiniere,  et,  plus  reeeni- 
ment,  celui  de  la  tlieorie  de  Maxwell,  ont  fait  taire  les  objections, 
'et  l'on  ne  s'est  guere  demande  dans  quelle  mesure  cette  notion 
d'ether,  essentielle,  il  est  vrai,  dans  la  forme  actuelle  de  ces  theo- 
ries,  est  aussi  exigee  par  Texperience,  independamment  de  cette 
forme  particuliere.  Et  cependant,  une  brt-ve  analyse  liistorique 
suftira  ä  nous  montrer  combien  peii,  en  \erite.  1  bvpothese  de 
lether  merite  la  faveur  universelle  qui  lui  estaccordee. 

D'origine  philosophique,  l'ether  na  acquis  droit  de  cite  en 
Physique  qu  avec  Huygens,  createur  de  la  theorie  ondulatoire  de 
lalumiere;  il  n'etait,  d'ailleurs.  ä  cette  epoque,  a  cöte  des  fluides 
magnetique,  calorique,  electrique,  etc.,  quune  nouvelle  conception 
toute  analogue,  et  qui  eiit  certainement  ete  acceptee  sans  grande 
difficultf-  par  les  physiciens,  si  la  grande  autorite  de  Newton 
n'etait  intervenue,  faisant  dominer  pour  longteinps  la  tlißorie 
emanative  de  la  lumiere.  Le  motif  qui  a  porte  Newton  a  rejeter 
les  conceptions  d'Huygens  vaut  qu'on  sv  arrete;  il  est  caracte- 
ristique. 

J->'observation  de  divers  phenomenes  de  difiraclion,  et  en  parti- 
culier  des  anneaux  de  Newton,  avait  montre  des  cette  epO(|ue  que 
la  lumiere  est  certainement  un  phenomcne  periodique,  c'est-a- 
dire  consiste  en  une  succession  d'etats  qui,  au  bout  dun  certain 
temps,  extremement  court  dailleurs,  se  renouvellent  exactement  de 
la  meme  maniere  au  meme  point  de  lespace.  Cest  ce  qui  a  eulieu 
egalement  pourle  son.  et  c'est  ce  qu'exigeaitla  theorie  d'Huygens; 
les  profondes  recherclies  mathematiques  de  ce  savant,  qui  ont 
ete  la  premiere  base  de  la  theorie  ondulatoire,  s'appliquent  quelle 
que  soit  l'hypothese  faite  sur  la  nature  du  phenomene.  pour\  u 
que  Ton  conserve  cette  notion  de  periodicite  dans  le  temps  et  dans 
lespace  suivant  la  loi  mathematique  d  Huvgens.  Mais  ce  savant 
avait  de  plus  admis  quil  fallait  considerer  la  lumiere  conime 
etant  une  Vibration  dun  corps  imponderable,  repandu  dans  tout 
l'espace;  et  comme  les  corps  ponderables  neprouvent  aucune 
resistance  de  la  part  de  cet  «  ether  »,  soit  que  l'on  considere  les 
mouvements  relatifs  des  corps  ä  la  surface  de  la  terre,  soit  que 
Ion  eludie  ä  cet  egard  les  mouvements  Celestes  —   et    ici  la  pre- 
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cision  de  robservalion  est  extremement  grande  —  il  fallait  conce- 
voir  l'ether  commc  un  fluide    extremement  subtil.  Or  les  fluides 
ne   peuvent  executer  que   des    vibrations  longitudinales,   c'est-ä- 
dire  des  vibrations  dontla  direction  est  toujours  celle  danslaquelle 
se  propage  l'onde,  et  qui  sont  caracterisees  en  chaque  poInt  par 
une  seule  donnee  :  la  densite  du  fluide  en  ce  point.  Teiles  sont  les 
vibrations  de  Fair  qui  provoquent  en  nous  l'impression  du  son; 
tandis  que  les  vibrations  produites  lorsqu'on  pince  une  corde  de 
violon,  lorsqu'on  Irappe  une  barre,  ou  qu'on  jetle  une  pierre  dans 
une  piece  d'eau,  sont  d'un  caractere  tout  difl'erent  :  elles  ne  sont 
pas  accompagnees  d'un  changement  de  densite,   et  leur  direction 
n'est  pas  determinee  par  celle   de  la   propagation  ;   dans  un   corps 
solide  indefini,  eile  est  dans  un  plan   perpendiculaire  ä  cette  der- 
niere,  et  il  faut,  pour  la  caracteriser,  se  donner  sa  direction  dans 
ce  plan,  ou  ses  deux  composantes  suivant  des  axes  de  coordonnees 
situesdans  le  plan;  dans  une  corde  vibrante,  la  propagation  a  lieu 
dans  la  direction  de  la  corde   meme,  la  Vibration  est  perpendicu- 
laire ä  celle-ci,  el  depend  de  lä  direction  dans  laquellea  ete  pincee 
la  corde.  Dans  aucun  cas,  une  aeule  donnee  ne  suffit,  comme  pour 
les  vibrations  longitudinales,  ä  determiner   le  phenomene;   il  en 
faut  au  moins  deux.  Or  les  rechercbes  d'Huygens  lui-meme  sur 
les  plienomenes  optiques  que  presente  le  spatb  d'lslande  (polari- 
sation)  montraient  que  la  lumiere  est  caracterisee  par  une  direc- 
tion, ou,  comme  on  dit,  par  un  vecteur^  c'est-ä-dire  par  plusieurs 
quantites,  et  non  par  une  seule.  AussiHuygens  ne  put-il  expliquer 
la  Variete  des  phenomenes  que  presente  le  spalh,  et  Newton,  qui 
certainement  connaissait  les  vibrations   transsersales  des  solides, 
mais  ne  pouvait  admettre  qu'un  solide  se  laissat  penetrer  par  les 
Corps  les   plus  divers  sans  leur  opposer   la   moindre    resistance. 
rejeta-t-il   la  theorie  d'Hujgens    malgre    ses    avantages    evidents. 
Ainsi,  des  l'origine,  cette  materialisation  d'une  conception  mathe- 
matique  d'ailleurs   si    feconde  a  ete  funeste  ä  celle-ci.  C'est  une 
particularile  que  nous  retrouverons  presque  ä  chaque  pas  del'his- 
loire  de  celte  conception,  et  jusque  dans  ses  developpements  les 
plus  recents. 

Pendant  pres  d'un  siecle,  l'ether  ne  joua,  des  lors,   qu'un  röle 
extremement  modeste,   et   lorsqu'enfin  les   travaux  de  Fresnel  le 
remirent  en  honneur,  et  donnerent  une  immense  superiorite  aux 
R.  29 


45o  (KUVRES    DE    WALTHER    RITZ. 

conceptions  d'Hiiygens  snr  celles  de  Newton,  c'est  au  sans-gene 
genial  avec  leqiiel  le  grand  savant  traita  ce  cöte  de  la  theorie  qu'il 
faul  attril)uer  une  partie  de  soii  succes.  Uniquenient  guide  par 
l'etude  des  plienomenes,  il  en  cliercha  et  en  trouva  les  lois  mathe- 
matiques,  quon  peut  expriaier,  sous  leur  forme  la  plus  generale, 
par  une  certaine  equation  aux  derivees  partielles  du  second  ordre, 
et  par  certaines  conditions  auxquelles  la  lumiere  est  assujettie 
lorsqu'elle  se  trouve  ä  la  surface  de  Separation  de  deux  corps 
difl'erents  ou  d'un  corps  et  de  l'ether.  La  difficulle  de  faire  niou- 
voir  librement  les  corps  ä  travers  un  elher  solide  ne  l'arreta  pas  ; 
il  adiiiit  meine,  pour  expliquer  raberralion,  que  l'ether  ne  partage 
pas  le  mouvement  de  la  terre  dans  son  orbile,  en  sorte  que  tous 
les  objets  et  1  air  qui  nous  entoure  seraient  parcourus  par  un  \ent 
d'ether  ä  la  vitesse  de  oo  kilometres  ä  la  seconde,  sans  que  nous 
puissions  nous  en  apercevoir  meme  par  les  experiences  les  plus 
delicates.  Sa  theorie  etait  confornie  ä  l'experience,  doncl'objection 
ne  pouvait  etre  insurmontable.  Des  experiences  plus  exactes 
mellraient  en  evidence,  pensait-il,  ce  mou\ement  relatif  des 
corps  [tar  rapport  ä  l'ether,  ou  une  analyse  plus  parfaite 
expliquerait  tout.  Et  a  vrai  dire,  nous  en  sommes  encore  au  meme 
point. 

La  theorie  de  Fresnel  etait  puremenl  phenomenologique,  nous 
l'avons  dit.  II  s'agissait  maintenant  de  deduire  cet  ensemble  de 
formules  d'une  theorie  complete  de  l'elasticite  de  l'ether,  et  les 
problemes  qui  se  posaient  dans  ce  sens  ont  ete  pour  beaucoup 
dans  le  vaste  developpement  que  prit  alors,  entre  les  mains  de 
Navier,  Poisson,  Green  et  Cauchj,  la  theorie  generale  de  l'elasti- 
cite des  corps  solides,  qui  n'existait  auparavant  qu'ä  un  etat  rudi- 
mentaire.  Le  resultat  de  ces  recherches  fut  ([u'on  peut  caracteriser 
le  mouvement  vibratoire  le  jvlus  general  d'un  solide  —  et  par  con- 
sequeut  de  Tether  ■ —  par  des  equations  du  second  ordre  aux 
derivees  partielles,  et  par  certaines  conditions  ä  la  surface  des 
oorps  —  comme  l'avait  montre  Fresnel  pour  la  lumiere.  Malheu- 
reusement,  il  n'j  avait  pas  identite  des  deux  ordres  de  pheno- 
menes,  et  des  divergences  subsistaient  precisement  aux  points 
importants.  On  montre  facilement  que  des  considerations  d'ordre 
general.  telles  que  la  reversibilite  d'un  phenomene  caracterise  par 
un  vecteur,  risotro])ie,  la  conlinuite,  etc.,  suffisent  pour  determiner 
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ä  deux  coefficients  arbitraires  pres,  la  forme  de  requation  aux 
derivees  partielles  ä  laquelle  satisfait  le  vecteur.  Aussi  des  equations 
analogues  reviennent-elles  dans  les  domaines  les  plus  divers  de  la 
Phjsique  mathematique  —  par  exemple  dans  la  theorie  de  la  clia- 
leur,  du  poteutiel,  de  l'equilibre  des  corps  elasliques,  etc.  —  sans 
quoii  puisse  conclure,  loin  de  lä,  ä  un  rapport  entre  ces  pheno- 
menes.  Or,  pour  passer  des  equations  de  l'ether,  suppose  un  corps 
elastique,  ä  Celles  de  Fresnel,  il  faut  donner  ä  l'une  des  conslantes 
une  valeur  inipossible  :  la  resistance  quoppose  le  corps  ä  une 
compression  uniforme,  ou,  ce  C[ui  revienlau  meme,  la  vitesse  des 
oscillalions  longitudinales,  doit  etre  nulle.  Aussi  Cauchj  et  Green 
ont-ils  rejete  cette  hjpothese,  et  ont-ils  admis  qu'au  contraire 
l'ether  est  incompressible,  et  que  des  ondes  de  compression  ne 
peuvent  s  v  produire.  A  vrai  dire,  les  principes  generaux  de  la 
Mecanique  exigenl,  dans  cette  hypothese,  l'introduction  d'une 
pressioii  hydroslatique,  qui  serait  ce  qu'on  appelle  le  facteur  de 
Lagrange  correspondant  ä  la  condition  d'incompressibilite  ä 
laquelle  est  soumis  le  mouvement.  Mais  il  n'j  aurait  pluseuiden- 
tite  avec  les  equations  de  Fresnel;  sans  beaucoup  d'explications, 
on  laissa  cette  pression  de  cote.  Malheureusement,  cela  ne  suffit 
pas.  Parmi  les  conditions  qui  doivent  etre  satisfaites  ä  la  surface 
de  Separation  de  deux  milieux,  les  unes,  qui  expriment  simple- 
ment  la  continuite,  sont  bien  conimunes  a  la  theorie  de  1  elasticite 
et  ä  l'oplique;  niais  ce  sont  —  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut 
de  la  forme  generale  des  equations  —  precisemenl  Celles  qui  ne 
sont  ä  aucun  degre  caracteristiques,  et  ne  conliennent  pas  les 
constantes  plijsiques  des  deux  corps.  Quant  aux  deux  conditions 
qui  conliennent  ces  dernieres,  il  a  fallu  les  abandonner;  elles 
etaient  inconciliables  avec  les  experiences  de  Fresnel.  On  les  a 
remplacees  par  d'autres  principes,  impliquant  des  hypotbeses  nou- 
velles,  et  c'est  en  particulier  rhjpothese  alomique  qui  a  pennis  a 
KirchhoiF  d'enoncer  l'explication  mecanique  la  plus  plausible  de 
ce  probleme  si  difficile.  Plus  tard,  Lord  Kelvin,  trouvantque,  pour 
les  cristaux,  malgre  tous  ces  «  coups  de  pouce  »,  Ihypothese  de 
l'incompressibilite  de  l'ether  ne  donnaitrien  de  satisfaisant,  revint 
ä  la  Solution  rejelee  parCauchj  et  Green,  d'un  ether  infiniment 
compressible;  il  montra  que,  si  l'ether  est  inßni,  l'hjpothese  cesse 
d'etre   necessairement  absurde.  Mais   eile  reste  fort  eU'ange,  car 
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eile  reAient  ä  altribiier  tonte  lenergie  potentielle  de  lellier  aux 
changements  d'orientation  de  ses  elements  de  volume,  cliange- 
ments  qui,  pour  lelasticite  des  corps  solides  finis,  soiit  sans 
influence  aucune,  mais  peuvent  jouer  un  role,  au  moins  apj)arent, 
lorsqu'il  s'agit  de  1  ether  :  car  celui-ci,  par  hvpothese,  ne  peut 
tounier  dans  son  ensenible  a  la  maniere  dun  solide.  11  reste,  il 
est  vrai,  cette  objection  qu'il  suffit,  pour  provoquer  en  un  point 
de  l'elher  un  changement  de  densite  fini,  d'une  compression  infi- 
niment  faible.  Lord  Kelvin  suppose  par  consequent  que  l'energie 
de  l'ether  contient  des  tennes  qui  s'opposent  a  la  compression, 
mais  sont  d'un  degre  superieur  au  second,  en  sorte  qu'en  Optique 
oü  les  deformations  sont  supposees  infininient  petites,  ils  restent 
negligeables.  Les  conditions  atix  limites  deviennent  alors  iden- 
tiques  ä  Celles  de  Fresnel;  aucune  diificulte  ne  semblait  pkis  sub- 
sister  et,  si  la  conception  d'un  ether  elastique  navail  joue  aucun 
role  efl'ectif  dans  la  decouverte  des  lois  de  TOptique,  du  moins 
semblait-elle  capable  de  les  e:spliquer  apres  coup.  Cependant 
Lord  Kelvin  abandonna  cette  hjpothese  pour  la  remplacer  par 
une  autre  plus  subtile,  celle  de  Felber  gyroslatique;  il  semble  que 
ce  soll  lidentite  des  phenomenes  lumineux  et  des  oscillations  elec- 
triques,  decouverte  par  Max^vell,   qui  \j  aient  amenc. 

On  sait  que  MaxAvell  part  de  ce  principe,  enonce  par  Faraday, 
que  les  attractions  et  repulsions  electriques  et  electromagnetiques 
sont  dues,  non  a  une  action  ä  distance.  mais  ä  une  sorte  de  pres- 
sion  qu'exerce  sur  les  corps  electrises  le  milieu  dans  lequel  ils 
sont  j)longes;  ce  milieu  est  lui-meme,  de  proche  en  proche, 
modilie  par  la  presence  de  charges  electriques,  Maxwell  montra 
comment  on  peut  transibrmer  et  compleler  les  equations  de  l'Elec- 
tricite  de  maniere  a  ce  quelles  expriment  cette  nouvelle  maniere 
de  voir;  pour  les  oscillations  electriques,  il  trouva  exaclement  la 
forme  d'cquation  et  les  condilions  donnees  par  fresnel;  il  ne 
s'agissait  plus,  comme  dans  la  theorie  de  l'ether  elastique,  dun 
ä-peu-pres  :  les  constanles,  determinees  par  des  methodes  pure- 
ment  electriques,  etaienl  identiques  elles-memes  ä  Celles  de 
rOptique.  Gelte  belle  decou\erte  constitue  la  theorie  electroma- 
gnetique  de  la  lumiere:  eile  laisse  dailleurs  ouAcrte  la  question 
d'une  explication  mecanique  par  les  proprietes  elastiques  de  l'ether, 
mais    exige    que   cette    explication    s'applique,    non    sculement  ä 
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l'Optique,  mais  a  l'ensemble,  bien  plus  coiiiplique,  des  lois  de 
l'electricite  et  du  magnetisme.  Pour  des  Corps  au  repos  parcourus 
par  des  courants,  Maxwell  a  donne  une  teile  explicalion;  mais  la 
structure  extremement  compliquee  qu'il  a  ete  oblige  de  dunner  ä 
l'ether  permet  de  sonder  toute  la  difficulte  du  probleme,  plutöt 
qu'elle  n'en  constitue  une  Solution;  pour  les  corps  en  mouvement, 
et  pour  les  actions  electrostatiques,  Maxwell  n'avait  d'ailleurs  pas 
reussi  ä  trouver  une  explication  analogue,  et,  dans  jl'expose  defi- 
nitif  de  la  Theorie  dans  son  celebre  Traite,  il  ne  mentionne  plus 
son  explication  primitive.  II  est  impossible  de  decider  dans  quelle 
mesure  ces  speculations  sur  la  structure  de  l'ether  l'ont  aide  dans 
ses  decouvertes;  l'existence  dune  relation  etroite  entre  la  lumiere 
et  l'electricite  avait  ete  entrevue  par  Gauss,  et  la  decouverte 
remarquable,  faite  par  W.  Weber  et  Kohlrausch,  que  le  rapport 
des  unites  electrostatique  et  electrodjnami  |ue  est  egal  ä  la  vitesse 
de  la  lumiere,  avait  porte  un  mathematicien  celebre,  B.  Riemann, 
ä  des  speculations  sur  le  meme  sujet,  et  a  du  vivement  frapper 
Maxwell . 

Les  equations  de  l'Optique  netant  qu'un  cas  tres  particulier  de 
Celles  de  TEIeclrodynarnique,  il  faut  que  les  interprelations  m^ca- 
niques  de  ces  dernieres  soient  des  generalisations  de  iheories 
mecaniques  de  la  lumiere.  Le  choix,  on  l'a  vu,  n'est  pas  grand,  et, 
malgre  les  efForts  de  nombreux  savanls,  parmi  lesquels  il  faut 
citer  en  premiere  ligne  Lord  Kelvin,  aucune  Solution  n'a  ete  trou- 
vee.  J'ecarte,  bien  entendu,  les  mecanismes  ingenieux  et  compliques 
relatifs  ä  telou  tel  cas  particulier ;  j'ecarte  encore  les  considerations 
generales,  od  interviennent  des  masses  imperceptibles  ä  nos  sens, 
et  dont  on  ne  precise  pas  le  mouvement,  parce  que,  affirme-t-on, 
seule  lexpression  de  leur  energie  cinetique  et  potentielle  importe. 
On  a  pu  dire,  il  est  vrai,  qu'il  suffit  de  montrer  que  le  principe  de 
la  moindre  action  s'applique  ä  un  phenomene  lorsqu'on  introduit 
dans  l'expression  de  l'energie  du  sjsteme  des  termes  de  ce  genre, 
pour  avoir  par  lä  meme  demontre  la  possibilite  d'une  reduction 
aux  lois  de  la  Mecanique.  Mais  il  faut  s'entendre  :  si  Ton  exclut 
les  actions  ä  distance  entre  les  parties  de  ce  mecanisme,  si  l'on 
exige,  de  plus,  Timpenetrabilite  et  l'indestructibilite  de  ces  masses 
invisibles,  cette  reduction  cesse  en  general  d'etre  possible,  et  le 
probleme  reste  tout  entier.  11  est  d'ailleurs  facile  de  voir  ou  git  la 
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difficulte,  lorsqu'on  veut  passer  dune  tlieorie  elaslique  de  la 
lumiere  ä  iine  theorie  electrodynamique  :  partout  ou  il  existe  une 
Charge  electrique,  les  equations  deviennent  inhomogenes;  quelle 
que  soit  Thrpolhese  que  Ton  fasse  sur  le  mouvement  et  la  defor- 
mation  de  l'ether  dans  un  champ  donne,  tout  se  passe  comme  si, 
aux  reactions  elastiques,  venait  s'ajonter  une  force  nouvelle,  exer- 
cee  par  la  chargc  electrique  sur  l'elher  qui  est  en  contact  avec  eile. 
Considerons,  par  exemple,  une  charge  eleclrique  sphi-rique.  Son 
action  sur  l'elher  environnant  se  reduira,  par  symetrie,  a  une  pres- 
sion  ou  une  tenslon  dans  la  direction  du  rayon.  Si  relher  est 
incompressible  —  c'est  l'une  des  deux  hypotheses  adinissildes  en 
Optiqiie  —  cette  pression  ne  le  modifiera  pas.  Si,  au  conlraire, 
comme  le  voulait  Lord  Kelvin,  il  est  inliniment  compressible,  un 
llux  conlinuel  d'ether  dirige  radialement  s'etablira,  et  il  faudra 
renoncer  ä  l'indestructibilite  de  l'ether.  Aura-t-on  recours  ä  des 
termes  d'ordre  superieur^comme  en  Optique?  Ces  termes,  ici,  ne 
pourronl  plus  etre  consideres  comme  negligeables,  puisque  ce 
sera  d  eux  que  dependra  le  phenomene;  et  nous  nous  trouverons 
en  contradiction  avec  les  lois  de  lElectricite,  qui  n'admeltent  pas 
de  tels  termes.  M.  Poincare,  dans  ses  Lecons  sur  l'Electricite  et 
l'Optique  ('  ),  a  neltement  mis  en  lumiere  le  caractere  general  de 
ces  difficultes,  et  il  nous  suffira  de  dire  qu'elles  n'ont  pas  lecu  de 
Solution,  meme  dans  la  theorie  de  Larmor.  Cette  derniere  repose 
sur  la  conception  mentionnee  plus  baut,  de  C etiler  gyrostaiique^ 
conception  qui  merite  qu'on  s'y  arrele.  On  sait  que  lorsquun 
appareil  contient  une  masse  en  rotation  rapide  il  tend  ä  conserver 
son  orienlation,  et  oppose  une  resistance  ä  la  main  qui  cberche  ä 
le  faire  lourner  dans  un  certain  sens  :  la  toupie,  de  meme.  resiste 
a  l'action  de  la  gravilation  qui  ne  la  fera  tomber  que  lorsque  les 
frottements  auront  suffisamment  reduit  sa  vitesse  de  rotation. 
Supposons  de  lelles  masses  en  rotation  dans  chaque  element  de 
volume  de  lether  :  cet  element  opposera  ä  un  changement  d'orien- 
tation  une  certaine  resistance,  et  nous  avons  vu  que  c'est  preci- 
sement  ce  qu'exige  l  Optique  quanfl  on  renonce  ä  l'incomprcssi- 
bilite.  Cette  ingenieuse  explication  a  ete  appliquee  par  M.  Larmor 


(')   II.    I^uiNCABE,    Electricitd  et    Optique,    2'    edition,    Paris    1901,  4'   Partie, 
p.  578  et  suiv. 
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aiix  phenomenes  electriques;  mais  il  n'est  pas  parvenu  a  vaincre 
diverses  difficiiltes  i^'oir  M.  Poincare,  loc.  cit.),  el  l'on  ne  voit 
pas  commenl  la  notion  de  charge.electrique,  en  parliculier.  peiit 
se  deduire  de  ces  considerations,  ä  moins  de  renoncer  a  l'indes- 
tructibilite  de  l'etlier.  EfTectivement  il  est  reniarquable  qiie  si  Ton 
admet  que  la  matiere  est  une  source  continuelle  d'ether,  ou  absorbe 
continuellement  ce  corps,  on  arrive  avec  B.  Riemanii  (dont  l.es 
recberclies  ont  ete  receniment  reprises  parM.  Brill)  ä  l'explication 
hydi^ostalique  des  attractions  et  des  repulsions  que  uous  etudions 
en  ElectTüstalique  et  dans  la  theorie  de  la  Gravitation.  Mais  ici  le 
mot  «  explication  »  ne  s'applique  certainement  [)lus;  il  faudrait 
dire  «  analos;ie  )). 

La  Gravitation,  dont  nous  n'avons  pas  parle  jusqu'ici,  complique 
encore  le  probleme.  Lorsqu'un  niilieu  quelconqne,  apres  avoir  ete 
soustrail  ä  tonte  influence  exterieure,  est  soumis  ä  une  deformation, 
la  stabilite  du  milieu  exige  que  son  energie  potentielle  s'aecroisse. 
Or,  et  c'est  Maxwell  qui  l'a  reniarque,  pour  un  ebamp  de  Gravi- 
tation, cette  energie  diminuerait,  au  contraire;  aussi  Maxwell 
considere-t-il  ses  conceptions  coninie  inapplicaljles  ä  la  Gravitation, 
qui  resle  ainsi  encore  plus  «  inexplicable  »  que  les  phenomenes 
electriques.  On  n'evite  ia  conclusion  qu'en  renoncant,  comme  on 
l'a  vu,  ä  l'indestructibilite  de  l'elher.  (Kiant  aux  idees  de  Lesage, 
qui  l'ont  de  Tellier  une  sorte  de  gaz  tres  rarefie,  oü  les  corps  mate-- 
riels  se  protegent  niutuellemenl  contre  les  chocs  des  atomes 
d'ether  et  sont  ainsi  pousses  les  uns  vers  les  autres,  il  est  douteux 
qu'elles  expliquent  reellement  la  Gravitation;  mais,  certainement, 
elles  sont  absolument  incompalibles  avec  les  lois  de  l'Optique. 
Enfin,  citons  les  travaux  de  Bjerknesqui,  comme  d'autres  auleurs 
l'avaient  dejä  fait,  trouve  une  analogie  de  la  Gravitation  avoc  un 
Systeme  de  corps  vibrants,  plonges  dans  un  fluide  incompressible. 
II  considere,  en  parliculier,  des  spheres  qui  s'etendent  et  se  con- 
traclent  alternativement  :  mais  il  faut  qu'il  y  ait  non  seulement 
identite  de  periode  pour  toutes  les  molecules  qu  spheres,  mais 
encore  identite  de  phase,  et  cette  derniere  condition  est  plus  inex- 
plicable que  la  Gravitation  elle-meme. 

En  resume,  aucune  conception  mecanique  delethern  aconduil 
au  but.  L'experience  a-t-elle  reussi  la  ou  la  theorie  a  echoue? 
Beaucoup  de  recherches  ont  ete  entreprises   pour  mettre  en  evi- 
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dence,  par  le  moyen  si  delical  des  interferences,  un  mouvement 
de  l'ether,  soit  dans  le  voisinage  de  corps  aimanles  oii  electrises, 
entraines  dans  un  mouvement  de  rolation  rapide;  soit  pres  de 
couranls  electriques,  ou  dans  un  champ  d'oscillalions  lierLziennes. 
Leresultata  ete  constamment  negalif,  et  cet  echec,  confirmant 
celui  de  la  iheorle,  et  sajoutant  aux  difficultes  nombreuses  dejä 
signalees,  telles  que  le  passage  libre  des  corps  a  travers  l'espace 
maleriellement  vide,  a  amene  un  grand  nombre  de  savants  ä 
renoncer  definitivement  ä  une  conceplion  inecanique  de  l'ether, 
et  ä  en  faire  ce  que  M.  Drude  apj)e]le  un  espace  physique^  c'est- 
ä-dire  un  espace  qui  ne  se  distingue  de  celui  de  la  Geometrie 
qu'en  ce  qu'il  est  le  siege  d  une  energie  speciale,  l'energie  electro- 
inagnetique.  Son  etat  est  defini  par  la  «  force  electrique  »  et  la 
«  force  magnetique  ».  A  vrai  dire,  ces  vecteurs  n'y  produisent  par 
hjpothese  aucun  changement  qui  soit  susceptible  de  tomber  sous 
nos  sens ;  et  l'on  ])eut  se  demander  ce  que  de  tels  enonces  ren- 
ferment  de  reel  et  quelle  est  la  part  des  mots  lorsqu'on  continue 
a  parier  d'une  action  de  ce  «  milieu  »  sur  les  corps.  C'est  ce  que 
nous  allons  examiner  en  partanl  de  la  tkeorie  electrodynamique 
de  i^orentz  qui  est  etabbe  sur  cette  conceplion  de  l'ether.  Nous 
trouverons  (jue  le  röle  de  l'etlier,  bien  modeste  dejä,  doit  encore 
etre  reduit,  et,  d'abstraction  en  abstraction,  nous  arriverons  ä  n'y 
plus  voir  qu'un  Systeme  de  coordonnees  absolues,  un  fantöme  ma- 
thematique,  qiii,  ä  son  toiir,  ne  subsistera  pas  devant  l'experience. 
L'ether  est  considere,  nous  l'avons  dit,  comme  etant  le  reservoir 
de  toute  l'energie  electrodynamique,  optique,  etc.  Nous  pourrions 
donc  nous  attendre  ä  ce  que  certains  points  de  l'ether,  situessoitä 
distance  finie,  soit  ä  linfini,  soient  Torigine  de  perturbations  elec- 
trödynamiques.  Un  corps  rayonnant,  au  lieu  de  perdre  constam- 
ment de  son  energie,  pourrait  aussi  en  gagner  constamment,  par 
l'apport  d'ondes  convergeant  vers  lui,  et  venant,  par  consequent, 
de  rinfini.  Un  tel  appareil,  tirant  son  energie  de  l'ether  sans  que 
d'autres  corps  en  perdent  une  quantite  equivalente,  serait  bien 
precieux  :  il  constituerait  un  perpeluum  mobile.  11  est  facile  de 
montrer(')  qii'ed'ectivement  Ics  ('•([uations  de  Maxwell,  de  Hertz  et 


(')  Pour  plus  de  delails  sur  ces  queslions,  consulter  un  Memoire  de  l'auleur: 
lieclierches  critiques  sur  l' Electrodynamique  generale,  OEuvres,  XVIII,  p.  317. 
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de  Lorentz  admettent  de   lelles   solulions,  ce  qui  conslitue  cer- 
tainement  une  grave  objection  a  ces  theories,  d'aulant  plus  que, 
pour  les  ecarter  d'une  maniere  absolument  generale  il  faul  intro- 
duire  de  nouvelles  hypotheses  qui  ne  supporleiit  guere   une  cri- 
tique  rigoureuse.   Pour  la  theorie    de  Maxwell  et  pour  celle  de 
Hertz  on  n'y  a  pas  reussi  jusqu'ici;  dans  celle  de  Lorenlz,  on  n'\ 
reussit  qu'en  admettant  par  hypothese  que  toute  Solution  qui  ne 
peut  pas  se  mettre  sous  la  forme  de  «  polentiels  retardes  »,  c'esl- 
a-dire  d'actions  des  divers  elements  de  charge  tout  analogues  aux 
anciennes    actions   ä    distance,    mais  non   instantanees,   doit  etre 
ecartee.  Nous  voilä  donc  revenus  aux   actions   elementaires,   que 
Maxwell  s'etait  fait  fort  d'ecarler  de   la  theorie;   et  il  est  bon  de 
remarquer  qu'aucun  enonce  equivalent  ä  cette  hypothese,  et  plus 
conforme  aux  idees  de  Maxwell,  ne  semble  possible.  La  difflculte 
est,  en  effet,   essentielle  :  l'hypothese  nouvelle  rend  les  pheno- 
menes  electromagnetiques  essentiellement  irreversibles,  tandis  que 
les  equations  primitives  enoncaient  leur  reverslbilite.  Mais  admet- 
tons  ['hypothese  cotnme  un  fait  d'experience ;  alors  les  equations 
s'integrent  completement,  et,  comme  Ta  fait  remarquer  M.  Lorentz 
lui-meme,  le  champ,  les  vecteurs  electrique  et  magnetique,  dispa- 
raissent  du  resultat,  qui  n'enonce  plus  que  des  relations  d'espace 
et  de  temps,  oü  interviennent  certains  coefficients  invariables  dits 
«  charges  electriques  ».  Ces  actions  «  retardees  ))  peuvent  com- 
pletement   remplacer  les  equations  aux  derivees  partielles;  tandis 
que  la    proposition  inverse    n'est  pas  vraie.    Ainsi,   en  Optique, 
nous  n'aurons  plus  ä  nous   preoccuper  de   ce  qui   se  passe  dans 
l'ether  pur;  tout  se  reduira  ä  des  actions  exercees  par  les  charges 
mobiles  ou  ions  de   la  source  de  lumiere  sur  celles  de  l'ecran,  de 
l'appareil  optique,   de  la  retine  ou  de  la  plaque  photographique. 
Les  points  de  l'ether  ne  sont  plus,  comme  l'admettaient  Huygens 
et  Fresnel,  autant  de  centres  d'ebranlement,  emettant  de  nouvelles 
ondes  dans  toutes  les  directions  :    seuls,  les  points  electnses  sont 
centres  d'ondes;  inalgre  cela,  les  deux  manieres  de  voir  conduisent 
au  meme  resultat,  conforme  ä  Texperience.  Mais  combienest  pro- 
fonde  la  difference  entre  le  role  joue    par  Tetlier   dans  l'une  et 
l'autre  theorie!  Chez  Lorentz,  en  fait,  il  n'est  plus  qu'un  Systeme 
de  coordonnees  absolu,  c'est-ä-dire  independant  de  la  matiere  au 
sens  ordinaire,   et  par  rapport  auquel  il  faut  mesurer  toutes  les 
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vitesses  (et  en  particulier  celle  de  la  liimiere)  qiii  entrent  dans  les 
ecfualions.  L'elher,  qui  aurall  pu  manifester  son  existence  par  des 
ondes  einananl  de  lui,  se  derobe  une  fois  de  plus. 

li  faut  avouer  que  nous  sommes  l)ien  loin  de  loutes  Ics  concep- 
lions  auxquelles  l'etude  de  la  nature  ajusqu'ici  conduitles  savants; 
et,  peut-etre,  n'avons  nous  pas  le  droit  de  nous  etonner  l)eaucoup 
que  l'experience,  interrogee  souvent  et  avec  un  soin  et  une  pre- 
cision  extremes,  ait  donne  un  dementi  Formel  ä  une  hvpolliese  si 
etrange  et  abstraite.  Le  mouvement  de  translation  si  rapide  de  la 
Terre  dans  son  orbite  est  sans  influence  sur  les  pbenomenes 
opliques  et  electriques,  de  meme  qu'il  est  sans  influence  enMeca- 
nique.  La  theorie  de  Lorentz  n'expiique  que  quelques-uns  de  ces 
resultats  negatifs;  aussi  ce  savant  a-t-il  cherche  quelles  liypolheses 
supplementaires  sont  necessaires  pour  que  Tinfluence  d'un  mou- 
vement de  translation  uniforme  d'un  Systeme  soit  rigoureusement 
nulle.  II  a  trouve  qu  il  laut  : 

i°Renoncer  ä  l'existence  de  corps  solides,  dont  les  dimensions 
ne  sont  alterees  par  aueun  mouvement  :  nolion  qui  est  ä  la  base 
de  la  Geometrie ; 

2"  Renoncer  ä  i'invariabilite  de  la  masse,  qui  devient  fonction  de 
la  vitesse  —  de  meme,  d'ailleurs,  que  dans  la  theorie  primitive  de 
Lorentz  (' ); 

3"  Faire  du  temps,  de  la  simultaneite,  de  l'egalite  de  deux  temps 
des  notions  toutes  relali\es,  definies  ditleremment  suivant  le  mou- 
vement de  l'observateur ; 

4"  Renoncer  enfin  au  parallelogramme  des  vitesses,  qui  ne  serait 
qu'une  approximation  admissible  aux  faibles  vitesses;  deux  elec- 
trons  emis  par  un  grain  de  radium  en  sens  inverse  avec  une 
vitesse  de  200000'"'"  par  seconde,  anront  une  vitesse  relative  non 
de  500000*^'",  mais  d'environ  296000'^'".  C'est  dire  que  la  signifi- 
cation  de  tous  ces  mots  a  totalement  cbangc. 

Les  phjsiciens  consentiront-ils,  pour  sauver  l'etlier  et  les  equa- 
tions  de  ^Maxwell,  ou  du  moins  le  peu  qui  en  resle,  ä  admetlre  de 
gaiete  de  ca;ur  de  telles  complications?  Ne  se  diront-ils  pas  plutöt 

(')  Lorsqu'on  renonce  au  mouvement  aijsoiu  et  ä  la  notion  d'elher,  les  expe- 
riences  de  iM.  Kaufmann  ne  permettenl  plus  d'affirmer  la  variabilile  de  la  masse. 
Celle-ci  peut  etre  d'origine  eicctromagnetique,  mais  eile  est  constante;  ce  sont 
les  forces  qui  varient  avec  la  vitesse. 
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que,  unefois  de  plus,  l"image  «  ether  )^  qii'ils  s'etaienl  falle  pour 
expHquer  la  non-instantanelte  de  la  liimiere,  loin  de  les  conduire 
ä  prevoir  des  resultats  nouveaux  confirmes  ensuite  par  Texpe- 
rience,  comme  c'est  le  cas  pour  la  iheorle  atomique  et  en  general 
pour  toute  theorie  qui  merite  d'etre  relenue,  ne  leur  a  meme  pas 
permis  d'expliquer  les  resullats  de  robservation  et  leur  a  cree  des 
difficulles  toujours  nouvelles? 

La  theorie  emanative  de  la  lumlere  ivinlroduisalt  pas  le  mouve- 
ment  absolu.  Si  au  contralre  la  lumiere  se  propage,  ce  ne  peut 
etre  que  dans  un  corps  different  des  corps  materiels,  el  reniplissant 
tout  l'espace;  ce  corps  introduira  necessairemenl  le  niouvement 
dit  absolu;   l'experlence  demonlre  donc  qu'il  n'j  a  pas  />/oy?rt- 
gatioii.  Nous  sommes  alnsi  amenes  ä  considerer  l'energie  lumi- 
neuse  comme  projelee,  et  non  comme  propagce;  nous  revien- 
drons,  dans  un  certaln  sens,  ä  une  theorie  emanative  de  la  lumiere 
et  de  relectricite,  mais  sous  une  forme  necessairemenl  toute  nou- 
velle,  et  saus  oublier  un  instant  qu'il  ne  s'agil  que   d'une  Image 
destinee  a  nous  rendre  sensible  le  retard  qu'eprouvent  les  actions 
lumlneuses  et  electrlques,  retard  qui  seul  est  l'objet  des  experiences. 
Gette  Image  salisfera  en  meme  temps  ä  ce  besoin  de  notre  esprit 
d'introduire   partout  la  notion  de  substance.   besoin  auquel  nous 
devons  les  anciens  lluides  calorique,  magnetique,  etc.  et   le  nou- 
veau  fluide  energie.  Une  teile  entreprise  semblait,  au  point  de  vue 
de  la  theorie  ondulatolre  classique,  condamnee  d'avance  ;  il  en  est 
tout  autrement  dans  les  vues  nouvelles  que  nous  devons  ä  Lorentz. 
Pour  ne  nous  occuper  que   de    lOptlque,    la    conslderation   des 
actions  elementalres  retardees  nous  permeltra  de  scinder  le  pro- 
bleme  en  deux  aulres  :  il  (audra  d'abord  conserver  la  formuleana- 
Ijtique  qui  exprime  la  foroe   subie    par  un  ion  au  mojen  d'une 
somme   d\'.ctions   dependant  de  la    position    et    de    racceleration 
(periodiques)  des  autres  ions,  prls  ä  de  certalns  Instants  anterieurs  ; 
puis,  parmi  les  diverses  lois  de  propagalion  que  peut  nous  sugge- 
rer  rhypothese  emanative,  et  qui  toutes  satisferont  au  principe  de 
la  relalivile  du  mouvement,  nous  choisirons  celle  qui  sera  conforme 
ä  l'experlence.  Les  Instants  anterieurs  ou  instants  d'emission  deter- 
mines  par  la  nouvelle  lol  ne  dlffereront  Jamals  beaucoup  de  ceux 
qu'exigerait  la  lol  adoptee  par  Lorentz,  et  basee  sur  la  notion  de 
Systeme  de  coordonnees  absolues;  dans  beaucoup  d'experiences. 
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oü  les  vitesses  sont  negligeables,  il  y  aura  identile  complete.  Les 
ondes  de  l'elher  seront  remplacees  par  une  distribution  de  l'ema- 
nation,  periodique  dans  le  temps  et  dans  l'espace.  J'ai  d'ailleurs 
montre  [loc.  cit.)  que  sur  ces  bases  on  peut  edifier  non  pas  une, 
mais  une  infinite  de  theories  eleclrodynamiques;  conservant  la 
llieorie  des  electrons  et  les  aulres  hypotheses  physiques  si  fecondes 
introduites  par  Lorentz,  conservant  meme  son  principe  de  super- 
position,  on  n"a  qu'ä  discuter  separement  d'une  part  l'influence 
des  divers  termes  qui  constituent  ensemble  l'expression  de  la  force 
subie  par  un  electron,  et  de  l'autre  celle  de  la  loi  de  propagation, 
pour  determiner  les  changements,  tres  etendus  d'ailleurs,  qu'il  est 
permis  d'y  apporter  sans  qu'il  y  ait  contradiction  avec  aucune 
experience  faite  jusqu'ici.  Ce  nouveau  retour  ä  des  conceptions 
plus  anciennes  n'est,  en  somme,  que  le  prolongement  tout  naturel 
d'une  evolution  dans  laquelle  M.  Lorentz  a  eu  la  plus  large  part, 
et  qui  nous  a  ecartes  progressivement  des  idees  primitives  de 
Maxwell,  en  nous  ramenant  ä  la  consideration  des  cbarges  elec- 
triques  et  en  releguant  de  plus  en  plus  ä  l'arriere-plan  l'influence 
du  milieu.  II  ne  s'agit  pas,  bien  entendu^  d'un  retour  aux  actions 
ä  distance  ;  mais  que  l'on  choisisse  comme  milieu  intermediaire 
un  «  espace  physique  »  ou  une  emanation  fictive,  des  l'instant  oü 
l'action  eprouvee  par  une  charge  electrique  ne  depend  que  de  la 
disposition  et  de  l'etat  du  milieu  dans  son  entourage  immediat,  on 
pourra  dire  qu'il  n'y  a  pas  action  ä  distance.  Peut-etre  cet  enonce 
contiendra-t-il  meme,  dans  la  nouvelle  hypotliese,  une  plus  grande 
part  de  realite  que  dans  l'ancienne.  Car  l'ether,  nous  l'avons  vu, 
n'est  pas  modifie,  suivant  les  vues  de  Lorentz,  par  l'action  de  la 
matiere;  il  reste  immobile.  La  matiere,  au  contraire,  est  mise  en 
mouvement  par  l'action  de  l'ether  :  le  principe  de  l'egalite  de 
l'action  et  de  la  reaction  n'est  pas  satisfait.  Or  M.  Poincare  a 
montre  qu'en  altribuant  ä  1  energie  ravonnee  une  quantite  de  mou- 
vement, on  retablit  le  principe.  Un  Systeme,  dit-il,  qui  rayonne 
de  l'energie  dans  une  certaine  direction,  recule  comme  une  piece 
d'artillerie.  Ce  recul,  les  experiences  sur  la  pression  de  lalumiere 
l'ont  mis  en  evidence.  Or  n'est-il  pas  plus  naturel  d'attribuer  une 
quantite  de  mouvement  a  une  energie  projetee,  comme  le  veut 
l'image  emanative,  qu'ä  une  energie  propagee?  L'emanation 
agira  donc   sur  les  corps  electrises,  mais    son    mouvement  sera, 
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d'apres  le  principe  de  Taction  et  de  la  reaction,  modifie  lui-memc, 
au  moins  en  general;  el  cetle  modificalion  (p.  ex.  la  reflexion  du 
rajon  lumineux  qui  exerce  une  pression  sur  un  miroir)  sera  per- 
ceptible  ä  nos  sens,  alors  qua  celle  de  l'elher,  ensupposant  qu'elle 
existe  (c'est  le  cas  dans  la  tiieorie  de  Hertz),  ne  l'etait  pas.  Dansla 
theorie  de  l'ether,  ainsi  que  l'a  monlre  M.  Poincare,  le  principe  de 
l'action  et  de  la  reaction  semble  inconciliabJe  avec  l'experience  de 
Fizeau  sur  Tentrainement  des  ondes  par  les  corps  en  mouvement : 
la  theorie  de  Hertz,  qui  satisfait  au  principe,  est  inconciliable  avec 
l'experience;  celle  de  Lorentz,  qui  n'y  satisfait  pas,  explique  tres 
bien  Fobservation  de  Fizeau.  Dans  l'hypothese  nouvelle,  c'est 
l'inverse  qui  a  lieu  :  supprimons  la  reaction  de  l'electricite  sur 
l'emanation,  et  la  theorie  ne  sera  pas  en  accord  avec  l'experience. 
Concluons.  L'experience  ne  nous  a  jauiais  revele  trace  de 
quelque  chose  qui  subsislerait  dans  les  espaces  vides  de  maliere 
au  sens  ordinaire.  II  nous  sera  toujours  loisible,  cependant,  d'y 
supposer  un  intermediaire  servant  de  vehicule  aux  actions  des 
corps  les  uns  sur  les  au  tres,  et  cette  conception  pourra  menie 
etre  fort  utile,  ä  la  condition  de  ne  pas  trop  la  prendre  au  serieux, 
c'est-ä-dire  ä  la  condition  de  ne  pas  oublier  qu'il  s'agit  d\ine 
simple  construction  mentale  et  non  d'une  realite,  construction 
qu'il  faudra  abandonner,  pour  la  remplacer  par  une  autre,  des  que 
l'experience  ou  l'economie  de  la  pensee  l'exigeront. 


XXI. 

DIE    GRAVITATION. 


«  Scientia  »,  Vol.  V,  N"  X-2  (3'  Annee),  i*'  Avril  1909,  p.  241-255. 


Als  Newton  entdeckte,  dass  die  Bewegungen  der  Himmelskörper 
mit  einer  ausserordentlichen  Genauigkeit  vorausberechnet  werden 
können  unter  der  Annahme,  dass  sie  sich  nach  seinem  berühmten 
Gesetz  gegenseitig  anziehen,  l)etrachielen  weder  er  noch  seine 
Zeitgenossen  die  Frage  als  erschcipft.  Trotz  ihrer  grossen  Einfacl)- 
heil  hatte  diese  Erklärung  der  Bewegungen  der  Himmelskörper 
durch  die  Einführung  einer  Kraft,  die  ohne  Zwischenmedium  in 
der  Ferne,  oder,  was  beinahe  auf  dasselbe  hinauskommt,  momen- 
tan wirkt,  für  jene  Männer  etwas  höchst  unwahrscheinliches  und 
abstossendes.  Diese  Abneigung  ^Q^Qn  Fernwirkungen,  die  man 
noch  heute  findet,  entbehrt  nicht  einer  tieferen  psychologischen 
Begründung  :  sie  entspringt  einem  starken  Empfinden  für  die 
Wesenseinheit  der  physikalischen  Kräfte,  die,  bei  all  ihrer  grossen 
Verschiedenheit,  stets  eine  gewisse  Zeit  brauchen,  um  ihre  Wir- 
kung auszuüben,  und,  wenn  diese  Wirkung  zwischen  zwei  Körpern, 
die  durch  irgend  ein  Medium  getrennt  sind,  statthat,  dieses 
Medium  in  wahrnehmbarer  Weise  verändern  ( ' ).  Das  Licht  schien 
zu  Galileis  Zeiten,   eine   Ausnahme    zu   bilden;   doch  hat  dieser 


(')  Als  vor  hundert  Jahren  die  Gravilation  allgemein  als  wirkliche  KernUraft 
aufgefasst  wurde,  hal  dieselbe  Empfindung  für  die  Einheit  der  iVaturkräfte  dazu 
geführt,  alle  Kräfie,  auch  die  Molekulaikräfte,  als  Fernwirkungen  zu  betrachten. 
Dass  hier  das  unmiltelbarere  Empfinden  Recht  hatte  gegen  das  künstlich  anerzo- 
gene, hat  der  Erfolg  Faradays  und  Maxwells  gelehrt. 
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Forscher  keinen  Augenblick  gezweifelt,  dass  dies  nur  scheinbar 
der  Fall  sei,  und  die  Erfahrung  hat  ihm  Recht  gegeben.  Der 
Wunsch,  sich  von  dem  Zwischenmedium  und  von  der  Ausbreitung 
ein  genaueres  Bild  zu  machen,  hat,  von  Huygens  zu  Newton  und 
Fresnel,  zu  den  Gesetzen  der  Optik  geführt.  Für  die  elektrischen 
Kräfte  hat  die  Erfahrung  gleichfalls  gegen  eine  Fernwirkung 
entschieden.  Die  Gravitation  allein  bildet  eine  Ausnahme.  Es 
ist  schwer  anzunehmen,  dass  hier  mehr  als  ein  trügerischer  Schein 
vorlieoe,  und  zahlreiche  Erklärungsversuche  sind  gemacht  worden, 
die  meist  eine  endliche  Ausbreitungsgeschwindigkeit  und  be- 
stimmte kleine  Veränderungen  des  Newtonschen  Gesetzes  bedin- 
gen, die  der  experimentellen  Prüfung  zugänglich  sind.  \A  ir  werden 
sie  im  Folgenden  besprechen;  durch  geeignete  Gruppierung  lassen 
sie  sich  auf  wenige  Typen  zurückführen,  bei  welchen  wir  uns 
insbesondere  fragen  werden,  welchen  Einflnss  auf  wirklich  wahr- 
nehmbare Vorgänge  wir  dabei  zu  erwarten  haben. 

Man  kann  natürlich  nicht  daran  denken,  die  Frage  nach  der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit  durcii  direkte  V^ersuche  zu  ent- 
scheiden, wie  dies  für  das  Licht  und  die  elektrischen  Kräfte  ge- 
schehen ist.  Aber  die  indirekten  Folgerungen  aus  jeder  Hypothese 
genügen  im  allgemeinen,  wegen  der  ausserordentlichen  Genauig- 
keit der  astronomischen  Beobachtungen,  um  ein  Urteil  zu  erlangen. 
Die  Störungen,  welche  die  neuen  Glieder  einführen,  dürfen  im 
allgemeinen  die  Fehlergrenze  der  Beobachtungen  nicht  über- 
schreiten. Doch  l)estehen  Ausnahmen.  Die  jahrhundertelang  fort- 
gesetzten astronomischen  Beobachtungen  haben  einige  Abwei- 
chungen zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  nachgewiesen, 
die  sich  durch  das  Newtonsche  Gesetz  bis  jetzt  nicht  erklären 
lassen,  und  die  ein  neues  Gesetz,  welches  dieses  ersetzen  soll, 
wird  erkläi-en  müssen.  Unter  diesen  Anomalien  ist  die  bei  weitem 
grösste  die  des  Planeten  Merkur,  dessen  Ellipse  langsam,  unter 
der  Einwirkung  der  übrigen  Planeten,  sich  in  ihrer  Ebene  dreht; 
doch  ist  die  beobachtete  Drehung  um  ungefähr  42  Bogensekunden 
pro  Jahrhundert  grösser  als  die  berechnete.  Die  Differenz  ist 
zwar  ffering,  aber  doch  unzweifelhaft  und  unerklärlich.  Es  ist 
inödich,  dass  die  nächsten  Planeten,  Venus  und  Erde,  eine  ähnliche, 
wenn  auch  5  bis  i  o  mal  kleinere  Anomalie  aufweisen.  Die  Exzen- 
trizität der  Ellipsen  dieser  Planeten  ist  nämlich  eine  sehr  geringe, 
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etwaY^:  es  sind  beinahe  Kreise.  Nun  ist  es  offenbar  unmöglich^ 
die  Drehung  einer  Kreisbahn  in  sich  selbst  zu  beobachten  :  es 
genügt,  in  geeigneter  Weise  die  Umlaufszeit  des  Planeten  zu 
verändern,  um  denselben  beobachtbaren  Effekt  herbeizuführen.  Im 
vorliegenden  Falle  könnte  die  sehr  kleine  Veränderung,  die  die 
Lagen  von  Venus  und  Erde  durch  diese  Anomalie  erfahren 
würden,  wenn  ihre  Bahnen  sehr  exzentrisch  wären,  noch  auf  ein 
hundertstel  etwa  ihres  Betrages  herabgedrückl  werden,  wenn  man 
die  angenommenen  Umlaufszeiten  in  ganz  unbedeutender  Weise 
veränderte.  Für  Mars,  dessen  Exzentrizität  0,09  ist,  wäre  dagegen 
vielleicht  eine  ähnliche,  sehr  leichte  Anomalie  zu  erwarten,  was 
auch  die  Beobachtung  bestätigt. 

Die  übrigen  beobachteten  Abweichungen  von  der  Theorie 
betreffen  die  Mondbewegung  und  die  Bewegung  des  Enckeschen 
Kometen.  Wir  werden  darauf  nicht  eingehen. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  es  für  die  Gravitation  nicht,  wie  für 
die  elektrischen  Kräfte,  eine  Schirmwirkung  gibt,  und  Jiie  hat 
irgend  welcher  Einfluss  des  Mediums  konstatiert  werden  kr)nnen. 
Würde  ein  Teil  der  Materie  eines  Planeten  gegen  die  Anziehung 
der  Sonne  durch  den  andern  teilweise  geschützt,  so  wäre  die 
gesamte  Kraft  nicht  mehr  der  Gesamtmasse  proportional,  was 
sehr  bedeutende  Störungen  zur  Folge  hätte  ;  wie  Laplace  berech- 
net hat,  muss  man,  um  diese  Störungen  zur  Fehlergrenze  hcrab- 
zudrücken,  annehmen,  dass  die  Gravitation  beim  Durchdringen 
des  Erdballs  höchstens  um  ein  Millionslei  ihres  Betrages  ge- 
schwächt werde. 

Diese  Tatsachen  sind  von  grosser  Wichtigkeit  für  alle  Theorien, 
besonders  für  diejenigen,  welche,  in  einer  oder  der  andern  Weise, 
nicht  eine  «  mechanische  Erklärung  •>•>  im  gewöhnlichen  Sinne 
suchen,  sondern  eine  Zurückführung  der  Schwei'kraft  auf  elek- 
trische Kräfte  erstreben,  so  dass  z.  B.  die  Gravitationskonstante 
aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  ableitbar  wäre  : 
eine  Reduktion  des  Problems,  die  für  die  Einheit  unserer  physi- 
kalischen   A'orstellungen    von    grösster  Bedeutung  wäre. 

Die  bisher  vorgeschlagenen  mechanischen  Erklärungen  lassen 
sich  in  statische  und  dynamische  einteilen. 

In  den  ersteren  soll  die  Materie  den  umgebenden  Äther  defor- 
mieren, und  diese  Deformation  soll  sich  stetig  ausbreiten  und  auf 
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andere  Teile  der  Materie  so  wirken,  dass  der  Anschein  einer 
Anziehung  entsteht.  Ist  die  wägbare  Materie  im  Gleichgewicht^ 
so  gilt  dies  auch  vom  Äther ^  wenigstens  nach  einer  genügend 
langen  Zeit.  Diese  Annahme  ist  die  nächstliegendste  und  geht  auf 
Newton  zurück.  Die  Gravilationsenergie  ist  die  potentielle  Ener- 
gie der  Deformation  des  Äthers.  Dies  genügt  aber,  wie  Maxwell 
bemerkt  hat,  um  jede  solche  Theorie  von  vornherein  abzuweisen. 
Denn  nach  einem  allgemeinen  Prinzip  der  Statik  muss  die  Ener- 
gie nach  der  Deformation  grösser  sein  als  im  nicht  deformierten 
Zustande,  d.  h.  in  Ab\vesenheit  materieller  Kcirper;  sonst  ist  das 
Gleichgewicht  des  Mediums  nicht  stabil.  Hier  müsste  aber  das 
Gegenteil  stattfinden  :  da  die  Gravitationskräfte  anziehend  wirken, 
wird  die  potentielle  Energie  eines  Systems  von  Körpern  kleiner, 
wenn  ihre  Massen,  und  somit  die  Deformation  des  Äthers,  ver- 
grüssert  werden.  Für  die  elektrischen  Kräfte  ist  das  Vorzeichen 
umgekehrt;  die  Energie  nimmt  unter  ähnlichen  Umständen  zu. 
Darauf  hat  Maxwell  die  Möglichkeit  einer  statischen  Erklärung  der 
elektrostatischen  Kräfte  gestützt;  es  ist  ihm  allerdings  selbst  hier 
nicht  gelungen,  eine  solche  zu  finden.  Man  sieht  also,  dass  ein 
«  Äther  »,  welcher  die  \^  irkungen  der  Schwerkraft  vorzutäuschen 
vermöchte,  selbst  in  Abwesenheit  materieller  Körper  in  instabilem 
Gleichgewicht  sich  befinden  müsste  :  damit  aber  ist  diese  Erklä- 
rungsweise ausgeschlossen. 

Wir  werden  also  notwendig  dazu  geführt,  verborgene  BcAve- 
gungen  einzuführen,  um  es  mit  einer  Energie  kinetischer  Art 
zu  tun  zu  haben,  und  zwar  auch  dann,  wenn  die  wägbaren 
Massen,  die  allein  unseren  Sinnen  zugänglich  sind,  ruhen. 
Das  Kriterium  des  Energieminimiims  ist  dann  nicht  mehr 
anwendbar,  und  das  Problem  wird,  im  Prinzip  wenigstens, 
lösbar. 

Die  älteste  dieser  kinetischen  Theorien  ist  die  von  Lesage, 
die  später  Gegenstand  vielfacher  Arbeiten  von  Isenkrahe  und 
andern  gewesen  ist.  Sie  setzt  voraus,  der  Raum  werde  in  allen 
Piichtungen  von  kleinen  Teilchen  corpuscules  ultramondains, 
mit  grosser  Geschwindigkeit  durchlaufen.  Wenn  ein  einzelner 
Körper  A  den  Stössen  derselben  ausgesetzt  ist,  so  bleibt  er  in 
Ruhe,  da  sich  die  Stösse  im  Mittel  aufheben;  ist  aber  in  einiger 
Entfernung  ein  zweiter  Körper  B  vorhanden,  so  schützt  er  A  vor 
R.  3o 


461)  OEUVRES    DE    WALTillCR    RITZ. 

den  Korpuskeln,  die,  von  aussen  kommend,  iu  der  Piichlung  BA 
sich  bewegen;  es  überwiegen  die  übrigen  Stossrichtungen,  und  A 
wird  gegen  B  gedrängt,  ebenso  B  gegen  A  :  es  wird  eine  schein- 
bare Anziehung  bewirkt. 

Eine  genauere  Betrachtung  f ')  zeigt,  dass  die  Korpuskeln  mehr 
oder  weniger  unelastisch  sein  müssen,  sodass  ihr  Stoss  Wärme 
erzeugt;  sonst  wirft  der  Körper  B  gegen  A  ebenso\iele  Korpus- 
keln zurück  als  er  in  ihrem  Laufe  aufhält,  und  der  Gesamt- 
effekt  auf  A  ist  Null.  Ferner,  da  für  die  Gravitation  keine 
merkliche  Schirmwirkung  existiert,  müssen  die  Atome  der  wäg- 
baren Kfirper  in  Abständen  voneinander  stehen,  die  gross  gegen 
ihre  Dimensionen  sind;  endlich  müssen  sie  aus  Teilchen  bestehen, 
die  untereinander  identisch,  aber  viel  grösser  als  die  corpuscules 
liltramondains  sind.  Für  ruhende  Körper  ergibt  sich  dann  das 
Gravitationsgesetz.  Für  bewegte  Kiirper  muss,  wie  in  einem 
Gas,  eine  Reibung  entstehen.  Ferner  wird  sich  die  Schwerkraft 
mit  einer  endlichen  (iesch windigkeit  ausbreiten,  die  höchstens 
der  der  Korpuskeln  gleich  ist,  und  die  Wirkung  auf  einen  Körper 
wird  nur  von  seiner  relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Kor- 
puskeln abhängen.  Laplace  hat  schon  eine  ähnliche  Annahme 
in  Betracht  gezogen;  sie  führt,  wie  gesagt,  zu  einer  Art  Reibung, 
welclie  die  Bewegung  der  Planeten  und  des  blondes  mehr 
und  mehr  verlangsamen  müsste.  Dies  lässt  sich  mit  grosser 
Genauigkeit  an  den  Mond-  und  Sonnenfinsternissen  prüfen, 
über  die  wir  ja  sehr  alte  Dokumente  besitzen.  Aus  dem  Umstand, 
dass  eine  solche  Wirkung  nicht  beobachtet  ist,  ergibt  sich 
bei  dieser  Annahme  eine  untere  Grenze  für  die  Geschwindig- 
keit der  Ausbreitung  der  Gravitation;  sie  muss  mindestens 
hundert  millionenmal  grösser  sein  als  die  des  Lichtes !  Die 
Korpuskeln  selbst  haben  eine  noch  viel  unglaublichere  Ge- 
schwindigkeit :  indem  er  alle  Störungen  berücksichtigt,  die  sich  aus 
der  Annahme  ergeben  müssten,  findet  Herr  Poincare  eine  unlere 
Grenze  von  24.  lo'"  mal  die  Lichtgeschwindigkeit.  Gleichzeitig 
würde  die  Picibung  eine  solche  Menge  Wärme  erzeugen,  dass  sie 


(')  Man  vergl.  II.  Poin'care,  Science  et  Methode,  p.  260,  Paris.  igo8.  —  J.  Zen- 
NKCK,  Artikel  Gravitation  der  Enzyklop.  der  matli.  IVissensch.,  t.  V,  p.  07, 
Leipzig,  1903. 
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für  die  Erde  allein  in  einer  gegebenen  Zeit  lo-"  mal  grösser  wäre 
als  die  gesamte  in  derselben  Zeil  von  der  Sonne  ausgestrahlte 
Wärme  I 

Solche  Ergebnisse  schliessen  diese  Theorie  nebst  allen  für  sie 
vorgeschlagenen  Modifikationen  definitiv  aus.  Insbesondere 
gilt  dies  auch  von  einer  Hypothese,  die  schon  auf  Hooke,  den 
Zeitgenossen  Newtons,  zurückgeht,  und  die  neuerdings  von 
H.  A.  Lorentz  genauer  untersucht  worden  ist.  Sie  ersetzt  die  Kor- 
puskeln durcli  Wellen,  die  den  Äther  in  allen  Pvichtungen 
durchkreuzen  sollen.  Diese  Wellen  würden,  teilweise  wenigstens, 
Non  der  Materie  a])sorbiert,  sonst  käme  keine  ^^irkung  zu- 
stande. 

Es  wird  also  Wärme  entwickelt.  Anderseits  soll  keine  merk- 
liche Absorption  der  Gravitationskraft  stattfinden.  A^  ir  würden 
es  also  mit  Strahlen  zu  tun  haben,  die  beim  Durchgang  durch  die 
ganze  Erde  hcichstens  um  ein  millionstel  ihres  Betrags  geschwächt 
weiden.  Dies  ist  höchst  unwahrscheinlich,  daher  verwirft 
H.  A.  Lorentz  diese  Hypothese.  Nach  den  Rechnungen  von  Herrn 
Poincare  würde  auch  hier  die  entwickelte  Wärme  ungeheuer 
gross  sein,  so  dass  die  Temperatur  der  Erde  sich  um  lo'^  Grad 
pro  Sekunde  erh(')hen  würde. 

in  diesen  Theorien  war  die  Gravitation  von  irreversiblen  Vor- 
gängen abhängig.  Dem  ist  nicht  mehr  so  in  den  hydrodyna- 
misclien  Erklärungsversuchen  von  ßjerknes  und  Riemann. 

Die  ersteren  seien  nur  kurz  erwähnt.  Wenn  man  in  einer  inkom- 
pressiblen,  reibungslosen  Flüssigkeit  ein  System  von  Kugeln 
annimmt,  deren  Radien  periodisch  sämtlich  und  gleichzeitig  zu- 
und  abnehmen,  und  wenn  die  Intensität  der  Pulsationen  den 
Massen  dieser  mit  den  Atomen  zu  identilizierenden  Kugeln  pro- 
portional gesetzt  wird,  so  erhält  man  das  Newtonsche  (jesetz  für 
die  scheinbaren  Kräfte,  die  diese  Kugeln  durch  die  Einwirkung 
der  Flüssigkeit  aufeinander  ausüben.  Diese  Gleichzeitigkeit  der 
Pulsationen  aber  ist  entschieden  noch  unverständlicher  als  das 
Newtonsche  Gesetz  und  noch  entfernter  von  allem,  was  wir  in 
der  Natur  sonst  beobachten.  Herr  T.  H.  Weber  findet  allerdings, 
dass,  wenn  man  den  Versuch  anstellt,  dieser  Synchronismus, 
falls  er  anfangs  nicht  vorhanden  war,  sich  rasch  von  selbst 
herstellt    durch    die     gegenseitigen    Einwirkungen    der    Kugeln. 


468  CELVRES    DE    WALTHER    RITZ. 

Dies  geschieht  aber  nur  infolge  der  Reibung,  die  in  jeder 
wirklichen  Flüssigkeit  eine  grosse  Rolle  spielt,  und  deren 
Einführung  wieder  zu  den  oben  besprochenen,  bei  irrever- 
siblen \^orgängen  sich  anhäufenden  Schwierigkeiten  führen 
würde. 

Man  kann  die  Pulsationen  der  Kugeln  durcli  ein  alternierendes 
Ein-und  Ausströmen  des  Äthers  ersetzen;  lässt  man  dann  die 
Periode  immer  länger  werden,  so  wird  man  schliesslich  zu  den 
Anschauungen  von  J.  Bernoulli  und  B.  Riemann  geführt,  die 
neuerdings  von  Herrn  A.  Brill  genauer  untersucht  wurden.  In 
dieser  Theorie  erscheint  jedes  Atom  als  eine  fortwährende 
Quelle  (oder  Senke)  des  Äthers.  Derselbe  ist  ausserhalb  der 
Atome  inkompressibel;  im  Innern  muss  er  fortwährend  erschafTen 
oder  zerstört  werden,  ist  also  dem  Gesetz  der  Crhaltung  der 
Materie  niciit  mehr  unterworfen.  Um  das  Newtonsche  Gesetz  zu 
erhalten,  genügt  die  Annahme,  dass  diese  Atome  bzw.  Quellen 
klein  gegen  ihre  Abstände  sind.  Die  Geschwindigkeit  der  Flüssig- 
keit bei  ihrem  Austritt  aus  den  Atomen  spielt  dann  die  Rolle 
einer  sogenannten  zyklischen  Koordinate,  für  welche  das 
zugehörige  Moment  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  konstant 
bleibt;  diesem  Moment  (nicht  der  Ausflussgeschwindigkeit) 
muss  die  Masse  des  Atoms  proportional  gesetzt  werden.  Unter 
diesen  Umständen  werden  die  Quellen  sich  scheinbar  gegenseitig 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anziehen,  und,  wegen  der  Inkom- 
pressibilität  der  Flüssigkeit,  wird  die  Wirkung  eine  momentane 
sein  ;  es  werden  also  weder  endliche  Ausbreitungsgeschwindigkeit, 
noch  Perturljationen,  noch  Reibung  stattfinden. 

Eine  mechanische  Erklärung  der  Gravitation  ist  das  natürlich 
nicht.  Selbst  in  einer  verallgemeinerten  Mechanik  wird  die  Unzer- 
störbarkeit aller  Materie  eines  der  Axiome  sein,  welches  wir  am 
schwersten  aufgeben  werden.  Ferner  besteht  auch  noch  die 
Schwierigkeit,  dass  man  einen  solchen  Äther,  wie  er  hier 
verlangt  wird,  mit  den  Anforderungen  der  Optik  nicht  verein- 
baren kann. 

Wir  haben  damit  alle  die  lür  die  mechanische  Erklärung 
der  Schwerkraft  einf^eschla2,enen  Richtuniren  kennen  gelernt.  Es 
ergibt  sich,  glaube  ich,  aus  dieser  Lbersicht,  dass  das  Problem  in 
dem   heutigen,    zu  engen   Sinn  nicht  gelöst   werden    kann,    aber 
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anderseits  auch,  dass  die  Lösung  vielleicht  glücken  wird,  wenn 
jener  Sinn  in  geeigneter  Weise  verallgemeinert  wird.  Was  für 
eine  mechanische  Erklärung  wesentlich  ist,  damit  sie  unserem 
unklaren  Bedürfnis  nach  einer  einheitlichen  Naturanschauune 
genüge^  ist  nicht,  dass  die  Gesetze  der  Mechanik,  so  wie  wir  sie 
heute  kennen,  unmittelbar  anwendbar  seien,  sondern  eher,  dass 
die  einzigen  veränderlichen  Grössen  Raum  und  Zeit  seien, 
neben  welclien  nur  Invarianten  ('),  nämlich  die  Menge  Materie 
in  gewöhnlichem  Sinne,  oder  die  Energie  (-),  oder  elektrische 
Ladungen  usw.  vorkommen. 

Eine  Mechanik  der  Energie,  welche  diese  als  ein  im  Raum 
stetig  verbreitetes  bewegliches  Fluidum  betrachtet,  wird  vielleicht 
zur  Lösung  der  Frage  führen. 

Statt  eine  mechanische  Erklärung  zu  suchen,  kann  man  die 
bescheidenere  und  vielleicht,  vorderhand  wenigstens,  frucht- 
barere Frage  sich  stellen,  ob  die  Schwerkraft  nicht  auf  elektrische 
Kräfte  zurückführbar  sei.  Die  Gravitation  müsste  sich  dann  mit 
Lichtgeschwindigkeit  ausbreiten,  und  das  Newtonsche  Gesetz 
wäre  durch  Glieder  zu  vervollständigen,  die  von  den  Geschwindig- 
keiten und  den  Akzelerationen  materieller  Körper,  dividiert  durch 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes,  abhängen.  Geht  hierbei  die 
Lichtgeschwindigkeit  in  den  Nenner  mit  der  ersten  Potenz  ein,  so 
sprechen  wir  von  einem  Glied  erster  Ordnung;  bei  der  zweiten 
Potenz,  von  einem  solchen  zweiter  Ordnung  usw.  Für  das  Sonnen- 
system bleiben  die  Glieder  erster  Ordnung  meist  kleiner  als 
,  Q^mj ;  die  Glieder  zweiter  Ordnung  kleiner  als  lo"^  usw. 

Wir  müssen  uns  nun  zunächst  fragen,  wie  denn  diese  Annahme 
sich  mit  dem  Resultat  von  Laplace,  welches  oben  besprochen 
Avurde,  verträgt,  wonach  die  GeschAvindigkeit  der  Gravitation 
lo'*  mal  die  des  Lichtes  übertreßen  müsste.  Denn  wir  wissen,  durch 
die  Gesetze  der  Aberration,  dass  die  relative  Richtung  der  Gravi- 

(')  Das  Wort  Substanz  würde  demselben  BesirifT  der  Unzerslörbarkeit  ent- 
sprechen, es  ist  aber  mit  metaphysischen  Vorstellungen  vei'knüpfl,  durch  die  es 
für  den  Physiker  unbraut-hbar  wird. 

(^)  Die  Einheit  aller  Energie,  wie  sie  z.  B.  in  der  HerLzschen  Mechanik 
angestrebt  ist,  dürfte  eines  der  wichtigsten  Postulate  sein,  denen  die  Physik  zu- 
streben muss.  Die  bisherigen  dynamischen  Erklärungsversuche  reduzieren  die 
Gravitationsenergie  auf  gewöhnliche  kinetische  Energie,  und  diese  Auffassung 
dürfte  wohl  zu  ens;  sei  n. 
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tationswelle  nicht  dieselbe  ist  im  bewegten  und  im  ruhenden 
Zustand,  und  dass  der  Unterschied  von  der  ersten  Ordnung  ist. 
Dies  ist  i;erade  die  Laplacesche  Annaiime,  und  es  ist  wahrschein- 
lich, dass  die  Aberration  Laplace  auf  sie  geführt  hat.  Allein  eine 
genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieses  Resultat  in  der  Optik 
dadurch  bedingt  ist,  dass  die  Wellenlängen  sehr  klein  in  bezug 
auf  die  Entfernungen  sind.  Für  die  Planeten  und  ihre  Satelliten 
sind  dagegen  die  Perioden  (UmlaufszAten)  derart,  dass  die  ent- 
sprechenden Wellenlängen  gross  gegen  die  Dimensionen  des 
Sonnensystems  wären.  Die  Rechnung  zeigt  dann,  dass  die  Ände- 
rungen in  der  Ausbreitungsrichtung  der  Kraft,  d.h.  die  Aberration, 
durch  Änderungen  in  deren  Intensität  und  in  der  Entfernung 
vom  Ursprung  der  Welle  derart  kompensiert  werden,  dass  die 
Glieder  erster  Ordnung  verschwinden.  Das  neue  Gra\italions- 
gesetz  wird  sich  vom  Newtonschen  nur  durch  sehr  kleine  Glieder 
zweiter  und  höherer  Ordnung  unterscheiden.  Überdies  sind 
diese  Glieder,  soweit  sie  überhaupt  zu  wahrnehmbaren  Störungen 
Veranlassung  geben  könnten,  keine  Reibungsglieder;  die  Lapla- 
cesche Berechnung  ist  also  nicht  anwendbar,  und  man  wird  aus 
dem  Folgenden  ersehen,  dass  in  der  Tat  nichts  uns  hindert^  der 
Schwer  krafl  dieA  usbreitungsgeschanndigkeil  des  Lichles  zuzu- 
schreiben; dass  aber  auch  nichts  uns  dazu  zwingt,  da  diese  Hypo- 
these, zur  Zeit  wenigstens,  zu  keiner  Erklärung  der  Anomalie  des 
Merkur  führt. 

Um  die  Gravitation  auf  elektrische  Kräfte  zurückzuführen, 
haben  Mossotti,  Zöllner  und  neuerdings  Lorentz  die  Hypothese 
vorgeschlagen,  dass  die  Anziehung  von  Ladungen  entgegenge- 
setzten Vorzeichens  die  Abstossung  gleich  grosser  Ladungen  mit 
gleichem  Vorzeichen  etwas  überwiege.  Da  ein  Atom  WasserstoÜ", 
zum  Beispiel,  nach  den  heutigen  Ansichten  als  eine  Verbindung 
zweier  gleich  grosser,  entgegengesetzter  elektrischer  Ladungen 
aufzufassen  ist,  so  würden,  nach  den  gewöhnlichen  elektrostati- 
schen Gesetzen,  zwei  Atome,  die  in  einer  gegen  ihre  Dimensionen 
grosser  Entfernung  voneinander  sich  belinden,  keinerlei  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Kraft  aufeinan- 
der ausüben.  Nach  der  neuen  Hypothese  dagegen  ist  die  Kom- 
pensation der  anziehenden  und  abstossenden  Wirkungen  keine 
vollständige    mehr  :    die    ersteren    überwiegen.    Da   Ladung   und 
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Masse  eines  Wasserstoffions  ungefähr  bekanii!  sind,  kann  man 
berechnen,  um  wieviel  Prozent  die  Anziehung  zweier  Ladungen, 
wenn  sie  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  iiire  Abstossung 
bei  gleichem  Vorzeichen  übersteigt.  Es  ist  dies  eine  ausserordent- 
lich kleine  Grosse;  der  Unterschied  beträgt  nur  lo"^'  Prozent. 
Die  Gravitationskräfte  sind  also  ausserordentlich  gering  gegen 
die  elektrischen  Kräfte,  die  entstehen  würden,  wenn  es  gelänge, 
die  engverbundenen  positiven  und  negativen  Ladungen  irgend 
eines  Körpers  vollständig  voneinander  zu  trennen.  Dies  gelingt 
uns  (durch  Reibung  usw.)  nur  in  einem  verhältnismässig  äusserst 
geringen  Maasse. 

Eine  so  kleine  Dissymmetrie,  deren  Existenz  aber  unzweifelhaft 
wäre,  würde  unserem  physikalisch-ästhetischen  Gelühl  sehr  wenig 
entsprechen.  In  Wirklichkeit  genügt  aber  eine  kleine  Veränderung 
in  den  Bezeichnungen  (*);  um  zur  Superposition  zweier  Kräfte,  einer 
geivöhiiliclien  elektrostatischen,  und  einer  Gravitationskraft, 
zurückgeführt  zu  werden.  Es  liegt  also  in  dieser  Mossottischen 
Annahme  nur  eine  veränderte  Bezeichnung  vor;  was  sie  Positives 
aussagt  ist  nur,  dass  auf  die  Gravitation  die  Gesetze  der  elektri- 
schen Kräfte  anzuwenden  seien,  indem  man  Ladungen  durch 
Massen  ersetzt.  Ferner  muss  man  den  Körpern  für  die  Gravitation 
wie  für  die  Elektrizität  eine  gewisse  Leitfähigkeit  zuschreil)en,  so 
dass  prinzipiell  Schirmwirkungen  gegen  die  Gravitation  möglich 
sind.  Durch  geeignete  Hilfsannahmen  kann  man  allerdings,  wie 
Herr  Gans  gezeigt  hat,  diese  Wirkungen  sehr  herabsetzen;  aber 
eine  Absorption  von  nur  einem  Millionstel  für  die  ganze  Dicke 
der  Erdkugel  zu  erreichen,  \\'ie  es  die  Erfahrung  verlangt,  scheint 
unmtiglich.  Es  liegt  hierin  ein  wichtiger  Einwand  gegen  diese 
Theorie. 

Welche  Störungen  würde  unsere  Hypothese  nun  für  die 
Planetenbeweüung  eri^eben?  Hier  sind  die  verschiedenen  elektro- 
dynamischen  Theorien  einzeln  zu  unterscheiden.  Man  hatte  schon 
die  früheren  Formeln  von  Weber  und  Riemann  auf  die  Gravi- 
tation angewendet.  Als  einzige  merkliche  Störung  ergab  sich 
eine  langsame  Drehung  des  Perihels,  die  für  Merkur  pro  Jahrhun- 


(')    Siehe    R.   Ga?<s,  Jahrcsber.   deutsch.  Math.- Vereinigung,   l.   XIV,   1906, 

p.  578.  ' 
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dert  nach  dem  Weberschen  Gesetz  7"  ( ' ),  nach  dem  Puemannscfien 
i4'  beträgt,  für  die  andern  Planeten  aber  unmerklich  klein  wird. 
Die  Griissenordnung  und  die  Richtung  der  Drehung  stimmen  mit 
der  Erfahrung  überein;  ein  schon  an  sich  bemerkenswertes  Ergeb- 
ais. Aber  die  beobachtete  Anomalie  beträgt  4'^",  ist  also  bedeu- 
tend grfjsser.  Was  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Planeten 
aufeinander  betrifl't,  so  sind  dieselben  schon  so  wie  so  schwach, 
und  eine  Korrektion  zweiter  Ordnung,  die  etwa  io~*  Prozent 
betragen  ktinnte,  bleibt  ganz  ohne  Einfluss  auf  die  Beobachtung, 
Herr  H.  A.  Lorentz  hat  ebenfalls  seine  Gleichungen  auf  die 
Bewegung  der  Planeten  augewandt.  Bekanntlich  fiihrt  Herr  Lorentz 
die  absoluten  Geschwindigkeiten  in  bezug  auf  den  Äther  ein. 
Eine  genauere  Betrachtung  zeigt  nun,  dass  die  einzigen  Ursachen 
merklicher  Störungen  die  folgenden  sein  kcinnen  : 

i"  die  TranslationsbeweHuno  der  Sonne  im  Raum.  Indem  er  die 
Bewegung  des  Sonnensystems  in  bezug  auf  die  Fixsterne,  wie  sie 
sich  aus  der  Astronomie  ergibt,  mit  der  Bewegung  in  bezug  auf 
den  Äther  identifiziert,  eine  nicht  unwahrscheinliche  Annahme, 
findet  Herr  Eorentz  Sti'irungen,  die  selbst  für  Merkur 
unmerklich  sind; 

1"  die  Veränderlichkeit  der  Masse  mit  ihrer  absoluten  Ge- 
schwindigkeit. Nimmt  man,  wie  schon  für  die  Elektronen,  so  auch 
für  die  Materie  an,  es  sei  die  Masse  rein  elektrodynamischen  Ur- 
sprungs (die  Annahme  einer  «  wahren  »  Masse  würde  die  St(trun- 
gen  verkleinern),  so  findet  man  wieder  eine  Drehung  des  Perihels 
von  Merkur,  die  wenige  Bogensekunden  pro  Jahrhundert  beträgt(^), 
und  es  ist  hierbei  gleichgültig  ob  man  die  Formeln  von  Abraham, 
Bucherer-Langevin  oder  Lorentz  für  die  elektromagnetische 
Masse  zu  Grunde  legt. 

Endlich  hat  neuerdings  Herr  Lorentz  seine  Theorie  so  abgeän- 
dert, dass  die  absolute  Bewegung  keine  Rolle  mehr  spielt.  Die 
Wirkung  der  Translation  des  Sonnensystems  verschwindet  also; 


(')  Tisserand  gibt  das  Doppelte,  i4";  er  setzt  nämlicli  die  Webersche  Kon- 
stante gleich  dem  reziproken  Quadrat  der  Lichtgeschwindigkeit,  während  sie  nur 
halb  so  gross  ist.  Diese  unrichtige  Angabe  ist  überall  wiederholt  worden,  wo 
diese  Frage  behandelt  wurde. 

(-)  WiLKEXs.  Physik.  Zeit.ichr.,  t.  VII,  1906,  p.  846. 
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da  sie  aber  so  wie  so  keine  merkliche  Perturbation  ergab,  werden 
unsere  Schlüsse  dadurch  nicht  berührt. 

Zusammenfassend  kann  man  hieraus  schliessen,  dass  es  erlaubt 
ist,  die  elektrodynamischen  Gesetze  auf  die  Schwerkraft  anzuwen- 
den, dass  sich  daraus  aber  weder  eine  Ableitung  der  Gravitations- 
konstante aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  noch 
eine  Erklärung  der  noch  unverständlichen  Anomalie  des  Merkur 
ergeben. 

Die  elektromagnetischen  Theorien  sind  nun  aber  aller- 
dings noch  zum  Teil  im  Ausbau  begriffen,  und  man  kann 
die  Frage  aufwerfen,  ob  fernere  Änderungen  an  denselben 
diese  so  sehr  wichtige  Reduktion  der  Gravitation  auf  elektrische 
Kräfte  nicht  in  befriedigender  Weise  ermöglichen  werden. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  dies  sehr  wahrscheinlich  der  Fall 
sein  dürfte. 

Es  ist  hierzu  nötig,  genau  zu  wissen  innerhalb  welcher  Grenzen 
man  den  Ausdruck  der  Kraft,  die  zwei  elektrische  Ladungs- 
clemente  aufeinander  ausüben,  verändern  kann,  ohne  mit  der 
Erfahrung  in  Konflikt  zu  kommen.  Dies  hat  Verfasser  (') 
getan.  Eine  allt^emeinste  Lösung  zu  geben  ist  vielleicht 
unmclglich ;  man  erhält  aber  genügend  allgemeine  Ansätze, 
wenn  man  gewisse  Zusatzhvpothesen  heranzieht,  insbesondere 
die  Annahme  der  Relativität  der  Rewegung  in  ihrem  klassischen 
Sinn  (nicht  in  demjenigen  welchen  Lorentz  und  Einstein 
eingeführt  liabenj  (-),  und  ihre  Anwendbarkeit  auf  die  Licht- 
ausbreitung (^). 

Die  besprochene  Kraft  zwischen  zwei  Ladungselementen  oder 
P^lektronen  hängt  von  den  Lagen,  Geschwindigkeiten  und  Akzele- 
rationen derselben  ab  und  von  dem  Gesetz  der  Ausbreitung. 
Man  findet  nun,  dass  schon  die  Glieder  zweiter  Ordnung  durch 
die  Erfahrung  nicht  vollständig  bestimmt  sind,  sondern  noch  eine 


(')  W.  Ritz,  (Favres,  XVIII,  p.  017. 

(')  Nach  dem  Prinzip  der  Relativität  bleibt  die  gleictiförmige  Translation  eines 
Systems  ohne  Einfluss  auf  die  sich  darin  abspielenden  Vorgänge.  Die  Herren 
Lorentz  u.  Einstein  nehmen  darüber  hinaus  noch  eine  neue  Definition  der  Zeit, 
der  Geschwindigkeit  usw.  an. 

("*)  Man  vergleiche  hierüber  den  Aufsatz  des  Verfassers  Du  röle  de  l'Ether 
en  Physigue,  CEavres,  XX,  p.  447- 
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willkürliche  Konstante  enthalten.  Die  Glieder  höherer  Ordnung 
spielen  nur  in  den  Kaufmannschen  Versuchen  über  die  Verän- 
derlichkeit der  Masse  eine  Rolle  und  bleiben  grösstenteils  unbe- 
stimmt. Unter  diesen  Umständen  errtßnen  sich  zwei  Wege,  um  die 
Gravitation  auf  elektrische  Kräfte  zurückzuführen  und  gleichzeitig 
die  Bewegung  des  Merkur  und  den  numerisclien  Wert  der  Gravi- 
lationskonstante  abzuleiten. 

Nach  den  heute  allgemein  angenommenen  Vorstellungen  besteht 
das  chemische  Atom  aus  einer  gewissen  Anzahl  negativer  Elektro- 
nen und  positiver  Ladungen,  die  deren  negative  Ladung  kompen- 
sieren. Die  Erscheinungen  des  Magnetismus  insbesondere 
erfordern  ferner,  dass  man  diesen  Atomladungen  lotierende  oder 
Umlaufs-Bewei;ungen  zuschreibe.  Nehmen  wir  an,  um  eine  be- 
stimmtere Vorstellung  zu  Grunde  zu  legen,  dass  die  Elektronen 
ruhen,  während  einige  der  positiven  Ladungen  in  einer  gleichför- 
migen, sehr  rapiden,  allen  gemeinsamen  Rotation  begriffen  sind. 
Wenn  zwei  solche  Atome  A  und  ß  aus  grosser  Entfernung  auf- 
einander wirken,  ergibt  sich  Folgendes. 

Die  elektrostatischen  Kräfte  verschwinden,  oder,  genauer 
gesagt,  entsprechen  sehr  kleinen  Dipolen  und  hängen  von  der 
Entfernung  nach  einem  ganz  andern  Gesetz  ab  als  das  New  tonsche. 
Für  ein  System,  bestehend  aus  einer  grossen  Anzahl  Atome, 
ist  diese  Kraft  gleich  Null.  Aber  diejenigen  Kräfte,  die  von 
den  Geschwindigkeiten  und  von  den  Akzelerationen  abhängen, 
und  wovon  die  ersteren  umgekehrt  proportional  sind  dem 
Quadrat  der  Entfernung,  die  letzteren  der  Entfernung  selbst, 
müssen  auch  in  ßetracht  gezogen  werden.  Zur  ersteren  Kate- 
gorie gehören  zum  Reispiel  die  von  Ampere  untersuchten  Wir- 
kungen, dif  zwei  konstante  Ströme,  und  somit  zwei  bewegte 
Ladungen,  aufeinander  ausüben.  Zur  letzteren  sind  die  elek- 
trischen Kräfte,  die  von  Hertzschen  Oszillatoren  ausgehen, 
zu  zählen;  ebenso  die  im  Licht  wirkenden  Kräfte,  endlich 
der  Lichtdruck. 

Damit  diese  Kräfte  zu  einer  Gravitationswirkung  Veranlassung 
geben,  dürfen  dieselben  zunächst  nicht  im  Mittel  verschwinden, 
wenn  die  Rotationsachsen  der  Ladungen  alle  möglichen  Richtun- 
gen haben,  was  notwendig  eintreten  muss  in  einem  Kfirper,  der 
von  einer  grossen   Anzahl    Atome  gebildet  wird.    Weder  in  der 
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ersten  noch  in  der  neuen  Theorie  von  Lorentz  existieren  Gheder, 
die  dieser  Bedingung  genügen.    Wird  dem  aber  notwendigerweise 
immer  so  sein?  Eine  genauere  Betrachtung  zeigt,  dass  dies  Piesul- 
tat  in  der  ersten  Theorie  dadurch  bedingt  wird,  dass  die  absoluten 
Geschwindigkeiten  auftreten;    in   der   neuen    dadurch,    dass   die 
Prinzipien  der  Kinematik  und  der  Begriff  einer  universellen  Zeit 
aufgegeben  werden.    Dies  sind   aber   zweifellos   die   unsichersten 
Punkte  der  heutigen   Elektrodynamik.    Sobald  man>   unter   Bei- 
behaltung der  klassischen  Kinematik,  die  relativen  Bewegungen 
einführt,  erscheinen  Glieder,  die  einen  von  Null    verschiedenen 
Mittelwert  ergeben.   Es  gibt  deren  schon  von  der  zweiten  Ord- 
nung; die  resultierende  Kraft  ist  proportional  dem  Mittelwert  des 
Quadrats  der  Geschwindigkeiten  der  Ladungen ('),  und  hängt  von 
einer  willkürlichen  Konstante   ab.     Die    thermische    Molekular- 
bewegung   genügt    allerdings    schon    (wenn    man    die    hierüber 
alleemein  angenommenen  Ansichten  beibehält),  um  eine  bedeu- 
tende  resultierende  Kraft  zwischen  irgend   zwei    Körpern  A,  B 
hervorzubringen,  die  der  Temperatur  proportional  ist;  dies  wider- 
spricht der  Erfahrung,  und  es  wird  daher  nötig,   die   willkürliche 
Konstante    so  zu  wählen,   dass  diese    Kraft   verschwindet.    Aber 
weitere  Glieder,  von  4'"  oder  6'"'^  Ordnung,   mit  noch  unbekann- 
ten Koeffizienten  würden  diesem  Einwand   nicht  ausgesetzt  sein, 
falls  die  Bewegungen  der  Ladungen  im  Innern  der  Atome  gross 
sind  gegen  die  Wärmebewegung,  was  von  vornherein  wahrschein- 
lich ist.  Man  wird  somit  eine  resultierende  Kraft  erhalten,  die  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,    der  Anzahl 
rotierender  Ladungen,  die  die   Körper  A  und  B  enthalten,  direkt 
proportional,  wobei  der  Koeffizient  zunächst  noch  unljekannt  ist. 
Es    genügt,    anzunehmen,  dass   diese  Anzahl  in  jedem  Atom  der 
Masse  desselben  proportional  ist,  und  über    den  Koeffizienten  in 
ireeiffneter  Weise  zu    verfügen,    um   das   Newtonsche   Gesetz    zu 
erhalten  (-].  Selbstverständlich  wird  eine  zukünftige  Theorie  diesen 


(')  Sielie  OEuvres,  XVIII,  p.  424,  425. 

(  =  )  Wenn  die  rotierenden  Ladungen  unveränderlicli  an  die  Atome  gebunden 
sind,  werden  für  die  Gravitation  keine  Schirmwirkungen  möglich  sein.  Denn 
dieselben  entstehen  bei  elektrischen  Kräften  durch  die  Verschiebungen  der 
Elektronen  innerhalb  der  Körper;  für  die  magnetischen  Kräfte  durch  die  Orien- 
tation  der  Elementarmagnete  unter  dem  Einfluss  der  von  aussen  einwirkenden 
Kräfte.  Keine  dieser  beiden  Wirkungen  käme  hier  zu  stan^le. 
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Koeffizienlen  a  priori  bestimmen  müssen  oder  ihn  aus  elektri- 
schen oder  magnetischen  Messungen  ableiten  :  die  so  erhaltene 
Gravitationskonstante  wird  mit  der  direkt  beobachteten  identisch 
sein  müssen.  Da  die  betreffenden  Glieder  von  so  hoher  Ordnung 
sind,  ist  es  erklärlich,  dass,  wie  wir  oben  auseinander  gesetzt 
haben,  die  Gravitationswirkung  zweier  Atome  aufeinander  um  so 
viel  kleiner  ist  als  die  elektrostatischen  Wirkungen  ihrer  Ladungen 
es  einzeln  wären. 

Neben  dem  Glied  4'"'  (oder  6^*")  Ordnung,  aus  welchem  wir 
die  Gravitation  abgeleitet  haben,  wird  auch  noch  das  nächste 
Glied  ß'*^'  (oder  8'")  Ordnung  zu  berücksichtigen  sein,  welches  ja  in 
bezug  auf  die  Gra\  itationskräfte  zweiter  Ordnung  ist.  Über  seinen 
Koeffizienten  wissen  wir  nichts.  Es  wird  wieder  eine  Rotation 
des  Perihels  \on  der  beobachteten  Grössenordnung  bedingen,  wie 
in  allen  schon  behandelten  Fällen,  und  es  genügt,  dass  der  Koeffi- 
zient grösser  sei  wie  in  jenen  Fällen,  um  die  Anomalie  des  Merkur 
zu  erhalten. 

Bisher  haben  wir  nur  die  elektrodynamischen  Glieder  berück- 
sichtigt, die  von  den  Geschwindigkeiten  abhängen  und  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind.  Andere 
Glieder  aber  sind  der  Akzeleration  eines  der  beiden  Ladungsele- 
mente und  einer  gewissen  Potenz  von  deren  relativen  Geschwin- 
digkeit proportional;  sie  sind  dritter  oder  höherer  Ordnung  und 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional.  Aber  in  einem  rotieren- 
den Elektron  wird  die  Akzeleration  des  einen  Teiles  durch  die 
entgegengesetzte  des  andern  kompensiert,  und  zwar  um  so  mehr, 
als  die  Entfernung  der  beiden  Elektronen  grösser  gegen  ihren 
Durchmesser    a    sein    wird.      Eine    genaue   Rechnung,    bei   der 

nach    Potenzen    von    -   entwickelt  wird,  zeisft  dass  das  Glied  in - 

verschwindet,  und  dass  im  allgemeinen  ein  Glied  in  —  bleibt,  für 

welches  der  Mittelwert,  über  alle  möglichen  Lagen  der  Rotations- 
achsen genommen,  von  Null  verschieden  ist.  Wir  erhalten  also 
eine  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Kraft, 
deren  Koeffizient  der  Grösse  a,  d.  h.  den  Dimensionen  des  Elek- 
trons, und  einer  Potenz  der  reziproken  Lichtgeschwindigkeit  pro- 
portional ist,  die  mindestens  gleich  drei  ist,  woraus  sich  wieder 
eine  Erklärung  der  Gravitation  und  ihres  relativ  ausserordentlich 
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geringen  Betrags  erg.bl.  Der  Koeffizient  dieses  Gliedes  ebenso 
tie  sinnlicher  C.lleder  von  höherer  als  der  zwe.ten  Ordnung 
,  nm  Ausnahme  des  Lichtdrneks,  der  uns  hier  n.cht  .nleress>ert 
ist  vorderhand  unbekannt,  und  so  erhalten  wr  dasselbe  Resultat 
wie  oben  :  es  n-,rd  eine  Keduklion  der  Gra.äauon  auf  elek- 
irische  Kräfle,  eine  Ableitung  der  Gra.itaäonskonstanteaus 

elektromagneüschen  Messungen  und  «-^^^'«'■7' 'L^^!™' 
i^uranomalie  durch  die  An^.endung  der  Gesetze  der  Elekuo- 
dynamik  voraussiehdieh  möglieh  sein,  nenn  erst  d.ese  Gesetze 
mit  senilgender  Genauigkeit  bekannt  smd. 

Inallen  Fällen  würde  dann  die  Gramatto,u»u-kung  auj 
der  dynamischen  Konstitution  der  A  tome  beruhen. 

Wenn   also   zwei   Jahrhun.lerte   eifr.ger   Forsehung    rjns   noch 
kernen  Anhalt  über  irgend  einen  etwaigen  Zusammenhang  der 
Gravitafou  mU  andern  Erscheinungen,  und  besonders  m,    den 
elektrischen  Kräften,  gegeben  haben,  und  auch  über  e,ne  end, ehe 
Ausbreitungsgeschvvindigkeit  derselben  uns  n.ch.s  '«^kannt  st    so 
ist  CS  doch  wahrscheinlich,  dass  dies  nur  von  unserer  unvollkou^- 
mencn    Kenntnis  der  Gesetze  der  EleWtrodjnam.k  herrührt     In 
absehbarer  Zeit  dürfen  wir  also  hoffen,  wenn  auch  v.clle.cht  mcht 
ine  ..  mechan.sche  Erklärung  .,  so  doch  eine  -^-^^f^^^^ 
Gravita,ion  auf  elektrische   Kräfte   zu   crz.elen.    Für  d.e  E>nhe,t 
unserer  Weltanschauung  wird  dies  ein  Sehr,«  von  der  grossten 
Tragweite  sein. 
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Supplement  francais  de  Ja  «  Scientia  »,  Vol.  V,  j\"  X-2  (3*^  Annee;, 
!'■'  Avril  1909,  p.  i52-i65. 


Lorsque  ISewlon  decouvrit  que  les  moiiveraents  des  corps 
Celestes  peuvenl  etre  calcules  et  prevus  avec  une  precision  eton- 
nante,  en  admettant  quils  s  attirent  suivant  sa  loi  celebre,  ni  lui 
ni  ses  contemporains  ne  considererentla  question  comme  epuisee. 
Malgre  son  extreme  simplicite,  cette  Solution  du  probleme  du 
mouveinent  des  aslres,  en  faisant  intervenir  une  action  agissant 
Sans  intermediaire  ou,  ce  qul  revient  presque  au  meme,  de  facon 
instantanee  ä  loutes  les  distances,  repugnait  aux  esprits.  Et  cette 
repugnance,  qu'on  constate  encore  de  nos  jours.  n'est  pas  sans 
fondement  psychologique  :  elie  est  l'expression  d'un  sentiment 
profond  de  l'unite  des  forces  physiques,  qui,  dans  leur  extreme 
diversite,  ont  toujours  besoin  d'un  certain  temps  pour  manifester 
leur  action,  et,  si  1  action  a  Heu  entre  deux  corps  separes  par  un 
mllieu  intermediaire,  modifient  ce  milieu  de  facon  sensible  (-).  La 
lumiere  faisait,  semblait-il,  exception ;  mais  Galilee  ne  douta  pas 
un  seul  instant  que  ce  ne  füt  lä  qu'une  apparence,  et  l'on  sait 
que  l'experience  lui  a  donne  raison.  Le  desir  de  se  faiie  du  milieu 


(')  Traduit  par  l'auteur  lui-merne. 

(^)  Lorsque,  il  y  a  cent  ans,  ractioo  ä  distance  etail  communement  admise 
pour  la  gravilation,  ce  meine  sentiment  de  l'unite  de  ia  nature  a  amene  les  phy- 
siciens  ä  considerer  loutes  les  forces  comme  agissant  ä  distance,  meme  les  forces 
moleculdires.  Mais  on  sait  que  ce  poiut  de  vue  a  ete  relalivement  sterile. 
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hypothetique  et  de  la  propagation  une  vue  precise  a  conduil,  de 
Newton  ä  Fresnel,  aux  lois  de  l'Optique.  Pour  les  actions  elec- 
triques.  lexperience  a  encore  doiine  raison  au  sentiment  donl 
nous  parlons  ;  seule,  la  gTa\itation  ne  s'j  conforme  pas.  On  a 
pelne  ä  croii'e  quil  y  ait  lä  plus  qu'une  apparence,  et  de  nora- 
breuses  theories  ont  ete  proposees,  dout  la  plupart  entrainent  un 
temps  fini  de  propagation  et  certaines  corrections  de  la  loi  de 
Newton,  susceptibles  dune  verification  experimentale.  Nous 
ailons  les  passer  en  revue,  en  les  groupant  convenablement,  ce 
qui  les  reduit  ä  quelques  types  simples,  et  en  cherchant  surtout  ä 
preciser  la  realite  qu'elles  prelendent  exprimer,  c'est-ä-dire 
les  consequences  susceptibles  de  verification  experimentale  qui  en 
decoulent. 

Evidemment,  on  ne  peut  songer  ä  abordei"  par  une  experience 
directe  la  question  de  la  vitesse  de  propagation  de  la  gravitation 
comme  on  la  fait  pour  la  lumiere  et  l'electricite.  Mais  les  conse- 
quences indirectes  qui  decoulent  de  chaque  Hypothese  suffisent  en 
general,  vu  l'extreme  precision  des  observations  astronomiques, 
pour  une  premiere  verification.  Les  perturbations  provenant  des 
termes  nouveaux  introduits  par  chacune  de  ces  hvpotheses 
doivent,  en  general,  ne  pas  depasser  la  limite  des  erreurs  d'expe- 
rience  ;  mais  il  y  a  des  exceptions.  Les  observations  astrono- 
miques, accumulees  pendant  des  siecles,  ont  permis  de  mettre  en 
evidence  certaines  anomalies  que  n'explique  pas  la  loi  de  Newton, 
et  que  devra  expiiquer  la  loi  qui  pretend  la  remplacer.  Parmi  ces 
anomalies.  la  plus  considerable,  de  beaucoup,  est  celle  de  la  pla- 
nete  Mercure,  dont  Tellipse  tourne  ires  lentement  dans  son  plan, 
sous  l'influence  des  aultes  planetes  ;  mais  la  rotation  calculee  est 
inferieure  ä  la  rotation  observee  ;  l'exces  est  d'environ  ^i"  d'arc 
pat-  siede.  C'est  bien  peu  de  chose,  mais  il  a  ete  impossible 
d'eliminer  cette  ditlerence.  II  est  d'ailleurs  possible  que  Venus  et 
la  Terre  presentenl  une  anomalie  analogue,  bien  que  de  5  ä  lo  fois 
plus  faible.  Gar  Texcentricite  des  ellipses  de  ces  planetes  esl 
extremement  petite,  de  l'ordre  de  j^ ;  ce  sont  presque  des 
cercles.  Or  il  est  manifestement  impossible  d'observer  la  rotation 
d'une  orbite  circulaire  sur  elle-meme  ;  il  suffira  d'augmenter  ou 
de  diminuer  dans  un  rapport  convenable  le  temps  de  revolution  de 
la    planete    pour  obtenir   lefFet  de    la    rotation    supposee.     Dans 
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l'espece,  la  correction,  dejä  minime,  que  subiraienl  du  fait  d'une 
teile  anomalie  les  positions  de  \  enus  et  de  la  Terre  si  leurs  orbites 
etaient  aussi  excentriques  que  celle  de  Mercure,  pourra  etre 
reduite  au  centieme  environ  de  sa  valeur  par  une  correction  insi- 
gnifiante  (meme  en  Astronomie)  des  temps  de  revolulion.  Pour  la 
planete  Mars,  dont  rexcentricite  est  0,09,  on  sera  ainsi  conduit  ä 
pr^voir  une  perturbation  legere,  analogue  ä  celle  de  Mercure, 
mais  bien  plus  faible  ;   c'est  en  efTet  ce  qu  a  donne  l'observation. 

Les  autres  irregularites  observees  concernent  le  mouveinent 
de  la  Liine  et  celui  de  la  comete  Encke.  Nous  n'en  parlerons  pas 
ici. 

Les  experiences  montrent  qu  il  n'existe  pas,  pour  la  gravita- 
tion,  d'ecrans  protecteurs  comme  pour  l'electricite  ('),  et  aucune 
influence  du  milieu  materiel  ne  peut  etre  niise  en  evidence.  Ce 
sont  lä,  pour  les  theories  dont  nous  allons  parier,  deux  points 
importants  :  cela  est  vrai  avant  tout  pour  l'hjpothese  qui,  d'une 
maniere  ou  dune  autre,  cherche  non  ä  donner  une  explication  de 
la  gravitation  dans  le  sens  ordinaire,  mais  ä  la  reduire  ä  des 
actions  electriques,  de  maniere  ä  deduire  par  exemple  la  constante 
de  gravitation  de  mesures  d'un  tout  autre  genre.  II  j  aurail  lä  une 
reduction  du  probleme  fort  importante  pour  l'unite  de  nos 
conceptions  physiques. 

Les  explicalions  mecaniques  proposees  peu\ent  se  grouper  en 
statiques  ftldynatniques.  Dans  les  premieres,  la  matiere  deforme- 
rait  l'ether  environnant,  et  cette  deformalion,  se  propageant  de 
proche  en  proche,  agirait  sur  d'aulres  portions,  de  maniere  ä  don- 
ner Vapparence  d'une  attraction.  Si  la  matiere  ponderable  se 
trouve  en  equilibre,  ilen  sera  de  meine  (du  moins  au  bout  d'un 
certain  temps)  de  Vether.  Cette  hypothese,  la  plus  simple, 
remonte  ä  Newton.  Mais  Maxwell  a  montre  que,  sans  la  preci- 
ser  davantage,  on  peut  la  rejeter  d'emblee.  Car  eile  exige  que 
l'energie  de  gravitation  seit  l'energie  de  deformation  du  milieu  ; 
dapres  un  principe   general  de  la   Statique,  cette  energie  de\ra 


{')  Si  une  partie  de  la  matiere  d'une  planete  etait  protegee  en  parlie  contra 
l'attraction  du  Soleil  par  l'autre,  la  force  totale  ne  serait  plus  proportionnelle  ä 
la  masse  totale,  d'oü  une  perturbation  tres  sensible,  ä  moins  que  l'absorption  de 
la  gravitation  ne  soit  excessivement  faible,  de  l'ordre  du  millionieme  pour  toute 
l'epaisseur  de  la  Terre. 
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loujours  elre,  apres  la  deformation,  plus  grande  qu'en  letal  non 
deforme,  c'est-ä-dire  en  labsence  de  corps  materiels.  Or,  c'est  le 
contraire  qui  serait  vrai  ici  :  les  Forces  de  gravitation  ei^nlattrac- 
tives,  l'energie  potentielle  d'un  Systeme  de  corps  devientplus  petile 
lorsque  les  masses  —  et  par  consequent,  la  deformation  de  Tetlier 
—  augmentent;  eile  augmente  lorsque  la  deformation  diminue. 
Pour  les  actions  electriques,  qui  suivent,  au  signe  pres,  la  meme 
loi  que  la  gravitation,  Tenergie,  au  contraire,  suit  une  marclie 
inverse  ;  c'est  ce  qui  faisail  entrevoir  ä  Maxwell  la  possibilite 
dune  explication  des  forces  electrostatiques.  oü  il  a  d  ailleurs 
eclioue.  On  voit  donc,  en  resume,  qu'un  «  ether  »,  capable  de 
donner  les  apparences  de  la  gravitation,  serait,  meme  en  l'absence 
de  corps  materiels,  en  etat  d'equilibre  instable,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. 

Xous  sommes  donc  necessairement  conduits  a  introdtiire  des 
mouvements  caclies,  de  maniere  ä  a\oir  atlaire  ä  une  energie  de 
nature  cinelic[ue  meme  lorsque  les  masses  ponderables,  seules 
perceptil)les  änos  sens,  sont  au  repos.  Le  criterium  du  minimum 
de  Tenergie,  des  lors,  ne  s'appli(|ue  plus,  et  le  probleme  devienl 
resoluble  en  principe. 

La  plus  ancienne  en  date  de  ces  theories  dynarniques  est  celle 
de  Lesage,  reprise  depuis  par  Isenkrahe  et  d'autres.  Elle  admet 
que  Tespace  est  parcouru  en  tous  sens  par  des  «  corpuscules  ultra- 
mondains  «  doues  de  tres  grandes  vitesses  ;  lorsquun  corps  pon- 
derable  A  unique  subit  le  clioc  de  ces  corpuscules,  il  restera  au 
repos,  par  raison  de  symetrie  imais  s  ilexiste,  ä  quelque  distance, 
un  au  Ire  corps  ß,  ce  corps  arretera  les  corpuscules  marchant  dans 
la  direction  BA;  le  corps  A  ne  subissant  plus  autant  de  chocs 
dans  cette  direction,  la  compensation  na  plus  lieu,  et  A  sera 
pousse  vers  ß  ;  de  meme  ß  vcrs  A.  11  seniblera  y  avoir 
attraction. 

Une  analyse  plus  attentive  (')  montre  qu'il  laut  considcrer  les 
corpuscules  comme  denues  plus  ou  moins  completement  d'elasli- 
cite,   de  sorle  que  leur  clioc    engendre   de  la  clialeur  ;    sinon    B 


(')  Comparer  H.  Poincare,  Science  et  Metkode,  p.  2G3,  Paris  rgoS;  J.  Zi;n- 
NECK,  XxücAe  Gravitation  de  VEncyclopedie  des  Sciences  niatheni.,  t.  V.  \k  ')- 
Leipzig,  1903. 

II.  3i 
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reflechira  vers  A  autant  de  corpusciiles  qn  il  en  arrete,  l'eßet  est 
nul.  De  plus,  commc  il  n'existe  pas  d  ecrans  pour  la  gravitation, 
les  atoines  des  Corps  ponderables  doivent  se  trouver  ä  de  tres 
grandes  distances  les  uns  des  aulres.  par  ra|)poft  ä  leurs  diinen- 
sions  ;  enfin,  les  alomes  chimiques  doivent  etre  eomposes  de  par- 
ticules  identicjLies  entre  elles,  et  l)eaucoup  plus  grandes  que  les 
«  corpuscules  ultramondains  «.  On  obtient  bien  alors  la  loi  de 
gravitation  pour  des  corps  au  re|)us.  Dans  le  cas  de  Corps  mobiles, 
il  y  aura  frottement,  coninie  dans  un  gaz.  De  plus,  la  gravitation 
se  propagera  avec  une  vitesse  finie,  au  plus  egale  ä  celle  des  cor- 
puscules. et  1  action  sul)ie  par  un  corps  ne  dependra  que  des 
vitesses  relatives  du  corps  et  des  corpuscules.  (3'est  lä  une  bypo- 
these  envisagee  dejä  par  Laplace  ;  eile  conduit,  nous  Favons  dit.  ä 
une  Sorte  de  frottement  qui  devrait  rctarder  de  plus  en  plus  la 
marche  des  planetes  et  de  la  Lune.  Une  teile  action  serait  decelee 
avec  une  precision  extreme  par  les  eclipscs,  sur  lesquelles  nous 
possedons  des  renseignements  tres  anciens.  comme  on  sait;  on 
conclut  de  lä  ä  une  limite  inferieure  de  la  vitesse  de  londe  de  gra- 
vitation amsi  concue  :  celte  vitesse  est,  d  apres  Laplace.  au  moins 
cent  millions  de  fuis  celle  de  la  lumiere.  Quant  aux  corpuscules 
eux-inemes,  leur  vitesse  est  bien  plus  invraisemblable  encore.  En 
combinant  l'ensemble  des  perturbations  que  1  liypothese  de  Lesage 
introduit  en  Astronomie,  M.  Poincare  arrive,  pour  cette  vitesse,  ä 
une  limite  inferieure  egale  ä  24- lo'"  fois  celle  de  la  lumiere.  En 
meme  temps,  le  frottement  produirait  une  quantite  de  cbaleur 
teile  que,  pour  la  Terre,  eile  serait  lo-"  fois  plus  grande  que  celle 
que  le  Soleil  emel  dans  toutes  les  directions  dans  le  meme  espace 
de  temps. 

De  tels  resultats  permettent  de  declarer  cette  theorie  definitive- 
meut  inadmissible.  La  meme  conclusion  s'impose  pour  une  modifi- 
cation  des  hjpotheses  de  Lesage,  proposee  d'abord  par  Hooke 
(contemporain  de  Newton),  et  examinee  recemment  par  M.  H.-A. 
Lorentz,  qui  remplacerait  les  corpuscules  par  des  ondes  sillon- 
nant  l'ether  dans  toutes  les  directions.  Ces  ondes  de\ront  etre 
absorbees,  du  moins  en  partie.  par  la  matiere  gravitante,  sinon  i\ 
n"j  a  point  daction  resultante  ;  il  v  aura  donc  production  de  cba- 
leur, et  d'autre  part,  il  ne  devra  pas  exister  d'ecrans  pour  la  gra- 
vitation. Nous  aurons  donc  affaire  ä  des  rajons  qni,  en  passant  ä 
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travers  la  Terre,  ne  seront  aflaiblis  que  dans  la  proportion 
<le  I  niillionieme;  cela  est  absolument  in\Tai.seniblal)le  ;  aussi 
M.  Lorentz  rejette-t-il  cette  hjpothese.  D'apres  les  calculs  de 
M.  Poincare,  la  chaleur  produite,  ici  encore,  serait  lelle  que  la 
teinperalure  de  la  Terre  s'accroUrait  de  fo'-»  degres  par  seconde. 
Dans  toutes  ces  theories,  le  phenomene  de  gravitation  est  accom- 
pagne  de  phenomenes  it  reversibles  tres  considerables.  II  n'en  esi 
plus  de  meine  pour  les  explications  hydrodynamiqaes  de  Bjerknes 
et  de  Riemann. 

Nous  ne  cilons  les  premieres  que  pour  memoire.  Si  Ton  sup- 
pose  daus  un  fluide  incompressible  et  sans  frottement  un  Systeme 
de  spheres  dont  les  rayons  augmentent  et  diminuenl  periodique- 
ment  et  siinulianement^  et  si  Tintensite  des  pulsations  est  suppo- 
see  proportionnelle  aux  masses  des  spheres-atomes,  on  obtient 
bien  la  loi  de  Newton  pour  les  actions  apparentes  que  ces  corps, 
par  Tintermediaire  du  fluide,  exercent  les  uns  sur  les  autres. 
Mais  cetle  simultaneite  est  bien  plus  incomprehensible  encore 
que  la  loi  de  Newton  elle-meme,  et  i)ien  plus  eloignee  de  tout  ce 
que  nous  observons  dans  la  nature.  M.  T. -H.Weber,  il  est  vrai, 
trouve  que  lorsqu'on  fail  Texperienee,  ce  sjnclironisme,  s'il 
n'existait  pas  au  debut,  s'etablit  rapidement  par  les  actions  meme 
des  spheres  les  unes  sur  les  autres:  mais  ce  n'est  qu'en  vertu  du 
frottement,  facteur  important  dans  tous  les  fluides  reels,  dont 
l'introduction  nous  ramenerait  aux  diflicultes  signalees  pour  les 
theories  precedentes. 

On  peut  remplacer  la  pulsation  des  spheres  par  une  emission  el 
une  absorption  alternatives  d'ether;  en  prolongeant  de  plus  en 
plus  la  periode  de  pulsation,  on  est  ainsi  amene  ä  la  conception  de 
J.  Bernoulli  et  B.  Riemann,  dont  l'etude  a  ete  recemment  reprise 
par  M.  Brill.  Dans  cette  maniere  de  voir,  tout  atome  serait  une 
source  continuelle  d'ether  (ou  en  absorberait  conlinuellement). 
Cet  ether  est  incompressible  hors  des  atomes  ;  ä  leur  interieur,  il 
se  detruit  ou  se  cree  continuellement,  c'est-ä-dire  n'est  plus  sou- 
mis  ä  la  loi  de  la  conservation  de  la  masse. 

Pour  obtenir  la  loi  de  Newton,  il  faut  que  les  dimensions  des 
atomes-sources  soient  petites  par  rapport  ä  leurs  distances.  La 
vitesse  du  fluide  a  sa  sortie  des  atomes  joue  alors  le  röle  de  ce 
qu'on  appelle  une  coo/r/o/?/?ee  crc/i^we,  et,  d'apres  les  principes 
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generaux  de  la  Mecanique.  le  moinenl  correspondant  reste  con- 
stant  en  l'absence  de  Forces  exlerieures.  C'est  ce  moment  (et  non 
la  vilesse  initiale)  qui  doit  etre  suppose  proportionnel  ä  la  masse 
de  la  source.  Dans  ces  conditions,  les  sources  seinbleront  giaviter 
les  unes  vers  les  autres  conformement  ä  la  loi  de  Newton,  et 
l'action,  gräce  ä  l'incompressibilite  du  fluide,  semblera  instan- 
tanee;  il  n'j  aura  ni  perturbations,  ni  frottement. 

Ce  n'est  evidemment  pas  lä  une  expLication  mecanique  de  la 
gravitation ;  meme  dans  une  mecanique  generalisee,  Tindestructi- 
bilite  de  la  niatiere  sera  certainemenl  11  n  des  axiomes  que  nous 
consentirons  le  plus  difficilenient  ä  sacrifier.  11  est,  de  plus, 
i)npossible  didentifiei'  ce  fluide  avec  Tetlier  de  TOplique. 

Arrives  au  bout  de  cette  etude  des  explications  mecaniques  de 
la  gravi tation,  nous  crojons  qu'il  s'en  degage  d'un  cöte  Timpossi- 
bilite  d'une  resolution  du  probleme  dans  le  sens  trop  restreint  oü 
on  l'entend  aujourd'hui ;  de  l'autre  cöte,  rimpression  que  cette 
resolution  pourra  devenir  facile  le  jour  ovi  une  generalisation 
convenable  de  ce  que  nous  entendons  par  «  explication  meca- 
nique y>  aura  cte  donnee.  Car  ce  qui  est  essentiel  ä  une  teile  expli- 
cation,  pour  qu'elle  satisfasse  au  sentiment  confus  mais  profond 
que  nous  avons  de  l'unite  de  la  JNature,  ce  n'est  pas  que  les  lois 
de  la  Mecanique,  telles  que  nous  les  admettons  aujourd'hui,  y 
soient  direclement  applicables;  c'est  plutöt  que  les  seules  quanti- 
tes  variables  soient  l'espace  et  le  temps,  et  qu'ä  cöte  d'elles  ne 
subsistent  plus  que  des  invariants  (*  )  qui  seront  soit  la  quantite 
de  matiere  au  sens  ordinaire,  soit  l'energie  (-),  soit  des  cbarges 
electriques,  etc.,  etc.  Une  mecanique  de  V Energie,  qui  conside- 
rerait  celle-ci  comme  un  fluide  repandu  dans  l'espace,  donnera 
peut-etre  un  jour  la  Solution  cherchee. 

Au  lieu  de  chercher  une  explication  mecanique,  on  peiit  se 
poser  la  taclie  plus  modeste,  et  peut-etre,  pour  l'inslant  dumoins, 


( ' )  Le  mol  substaiice  serait  ä  peu  pres  equivalent,  mais  possede  un  sens  mela- 
physique  qui  le  rend  impropre  ä  l'usage  des  physiciens. 

(-)  L'unite  de  l' Energie,  realisee.  par  exemple,  dans  la  Mecanique  de  Hertz, 
est  un  des  poslulats  les  plus  importants  que  devra  reaiiser  la  Pbj'sique  de  l'avenir. 
Les  explicalions  dynamiques  de  la  gravitalion  exposees  plus  haut  reduisent 
l'Energie  de  gravilation  a  de  TEnergie  cinetique  ordinaire,  et  c'est  lä,  sans 
doute,  un  püinl  de  vue  trop  particuiier. 
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plus  feconde  en  apercus  et  en  consequences  nouvelles,  de  i"eduire 
la  gravitation  aux  actions  electriques.  On  sera  ainsi  amene  ä  attri- 
buer  ä  la  gravitation  une  vitesse  de  propagation  egale  ä  celle  de  la 
Inmiere,  et  ä  completer  la  loi  de  Newton  par  de  nouveaux  termes 
dependant  des  vitesses  et  des  accelerations.  Lorsque  la  vitesse 
d'un  Corps  materiel,  divisee  par  la  vitesse  de  la  lumiere,  entre 
dans  les  equations,  nous  dirons  que  c'est  lä  un  terme  du  premier 
ordre;  pour  les  corps  du  Systeme  solaire,  ce  quotient  ne  depasse 
guere  3  dix-milliemes.  Son  carre  (lo  ')  sera  dit  du  second 
ordre ^  etc. 

Cela  pose,  il  faut  d'abord  se  demander  coinment  cette  liypo- 
these  peut  se  concilier  avec  le  resultat  enonce  plus  haut,  du  ä 
Laplace,  et  qui  exigeait  une  vitesse  lo*  fois  superieure  ä  celle  de 
la  lumiere  ?  Car  enfin,  nous  savons,  par  le  plienomene  de  l'aber- 
ration,  que  la  direction  de  l'onde  de  gravitation  diflerera,  lors- 
qu'il  y  a  un  mouvement  relatif,  de  ce  qu'elle  serait  s'il  j  avait 
repos,  et  que  la  difVerence  est  proportionnelle  ä  la  vitesse  relative, 
c'est-ä-dire  du  premier  ordre.  C  est  precisement  cequ'avait  admis 
Laplace  :  c'est  meme  l'aberration  qui  a  du  le  conduire  ä  son  Hypo- 
these. Mais  une  analyse  plus  detaillee  montre  que  ce  resultat  tient 
ä  ce  que,  en  Optique,  les  longueurs  d'onde  sont  tres  petites  par 
rapport  aux  distances.  Pour  les  planetes  et  leurs  satellites,  les 
peribdes  ou  temps  de  revolution,  au  contraire,  sont  telles  que  les 
longueurs  d  ondes  correspondantes  seraient  grandes  par  rapport 
aux  dimensions  du  Systeme  solaire.  Le  calcul  montre  qu'alors  le 
changement  de  direction  de  l'onde,  ou  aberration,  est  compense, 
en  ce  qui  concerne  les  termes  du  premier  ordre,  par  des  change- 
ments  de  la  distance  au  point  origine  de  l'onde,  et  de  lintensite 
des  forces  ;  dans  la  nouvelle  hypothese,  la  loi  de  Gravitation  ne 
differe  de  celle  de  Newton  que  par  des  termes  tres  petits  du 
second  ordre.  Encore  ces  termes,  en  tant  qu'ils  jouent  un  röle 
effectif  dans  les  perturbations,  ne  sont-ils  pas  des  termes  de  frotte- 
ment;  le  calcul  de  Laplace  n'est  plus  applicable  dans  ces  condi- 
tions.  et  l'on  va  voir  qu'en  eilet  rien  n'enipeche  d'attribuer  ä  la 
gravitation  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumiere.,  mais  que, 
en  revanche,  rien  ne  nous  y  oblige  non  plus,  cette  hypothese  ne 
donnant  pas,  du  moins  ä  l'heure  qu'il  est,  une  explication  de 
1  anomalie  de  Mercure. 
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Pour  reduire  la  gravitation  au\  actions  t'leclricjues,  Mossolli, 
Zöllner,  puis  Lorentz  ont  propose  d'admettre  que  Fattraction  des 
charges  de  signe  contraire  est  un  peu  plus  grande  que  la  repulsion 
des  charges  de  meme  signe.  Un  alome  dhjdrogene,  par  exemple, 
resultanl,  dans  les  vues  actuelles,  de  la  reiinion  dune  cliarge 
negative  et  dune  charge  positise  egale,  deux  atomes,  places  ä  une 
distance  grande  par  rapport  ä  leurs  dimensions,  nexerceraient 
1  un  sur  lautre  aucune  action  proportionnelle  ä  linverse  du  carre 
des  distances.  dapres  les  lois  ordinaires  de  rEleclrostatique ; 
d'apres  rinpothese  nouvelle.  la  compensation  de?  actions  atlrac- 
lives  et  repulsives  ne  serait  plus  complete.  La  charge  et  la  inasse 
d'un  ion  dhjdrogene  etanl  connues,  du  moins  approxiniative- 
ment,  on  peut  calculer  de  combien  differe  l'attraction  des  ions  de 
meme  signe  :  cette  difference  est  extreniement  petite,  eile  n'est 
que  de  lo-*'  pour  loo.  Les  forces  de  gravitalion  sont  donc 
extreniement  faibles  jjar  rapport  aux  forces  electriques  qui  se  pro- 
duiraient  sil  nous  etait  |)0S5iblc  de  separer  completement  les 
electricites  inlimemenl  unies  dans  les  corps.  Nous  n'y  reussissons 
que  dans  une  mesure  relativement  tres  faible,  par  le  frottement,  etc. 

Une  si  minime  dissvmetrie,  mais  dont  Texistence  serait  sup- 
posee  hors  de  doute,  serait  bien  contraire  ä  nos  sentiments  esthe- 
tiques,  si  j  ose  m'exprimer  ainsi.  Et,  en  realite,  il  suffit  dun  petit 
changement  de  notations  (')  pour  etre  ramene  ä  la  superposition 
de  deux  forces,  1  une  eleetrostatique  dans  le  sens  ordinaire, 
1  autre  gravifique.  II  n'v  a  donc  dans  cette  hypotliese  de  Mossolti 
qu'un  changement  purement  verbal ;  ce  qu  eile  enonce  de  positif, 
cest  qu'il  convient  d  appliquer  ä  la  gra\itation  les  lois  de  lElectro- 
djnamique  en  remplacant  les  charges  par  des  masses.  Seulement,  il 
faudra  attribuer  aux  corps  une  certaine  conductibilite  par  rapport 
ä  la  gravitation;  il  existera,  en  principe,  des  ecrans.  Par  des  hypo- 
theses  appropriees,  on  peut  bien  diminuer  considerablement  leur 
impermeabilite,  comme  1  a  iiiontre  M.  Gans  ;  mais  il  me  semble 
impossible  de  n'obtenir  quuue  absorption  de  i  millionieme  de  la . 
force  pour  toute  l'epaisseur  du  globe  terrestre,  comme  nous 
avttns  vu  que  Texperience  l'exige.  Cest  lä  une  premiere  grave 
objection  ä  cette  theorie. 

{')  VoirR.GA\s,Jahresber.  deutsch.  {Math. -Vereinigung,  l.  \IV,  p.  578,  kjoö). 
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Quelles  sunt  les  perturbations  qu'enlrainerait  notre  livpothese 
pour    Ic    mouvemenl   des    planeles  ?   Ici,    il    faiit    dislingiier    les 
diverses   theories    electrodynamiqucs    les    unes   des    autres.    Les 
anciennes  lois  electrodynamiques  de  Weber  et  de  Riemann  avaient 
dejä  ete  appliquees  ä  la  gravi tation.  La  seule  perturbation  sensible 
s'esl  iroiivee  etre  une  rotation  lente  du  perihebe,  de  7"  par  siecle 
pour  Mercure  (').  d'apres  la  loi  de  Weber,  de  i4"  d'apres  Celle  de 
Puemann,   insensible   d'ailleurs   pour   les    aulres    planetes.     C'est 
bien  l"ordre  de  yrandeur  que  donne  lexperience,  et  le  sens  de  la 
rotation  est   egalement  exacl ;   cela   est   deja    remarquable.    Mais 
ranoraalie  observee  est  de  42",  c'est-ä-dire  considerablement  plus 
grande.  Quant  aux  actions  des  planetes  les  unes  sur  les  autres,  elles 
sont  dejä  bleu  faibles,  et  une  correction  du  second  ordre,  c'est-ä-dire 
de  la  grandeur  lo-^  pour  100  environ,  est  absolument  insensible. 
M.  Lorenlz  a  egalement  applique  ses  equations  au  niouvement 
des  planetes.  Onsait  que  M.  Lorenlz  inlroduitles  vitesses  absolues 
par  rapport  ä  Telher  ;  un  examen  attentif  nionlre  alors  que  les 
seules  causes  perlurbatrices  sensibles  sont  : 

1"  le  mouvenient  de  translalion  du  Soleil  dans  Tespace.  En 
identifiant  le  mouvenient  par  rapport  ä  la  moyenne  des  etoiles 
fixes,  donne  par  T Astronomie,  avec  le  mouvenient  par  rapport  ä 
l'ether,  bypotbese  assez  plausible,  M.  Lorentz  trouve  des  pertur- 
bations insensibles,  meine  pour  Mercure  ; 
■  2"  la  variabilite  de  la  niasse,  fonction  de  la  vitesse  absolue.  Si 
Ton  admet  l'hypothese  extreme,  adoj)lee  generalement  pour  les 
electrons,  d\ine  masse  entierement  electro-magnetique,  on  trouve 
encore  une  rotation  du  perihelie  de  Mercure  de  quelques  seconde!, 
d'arc  par  siecle  (-),  et  il  est  indifferent,  pour  ce  resultat,  que  l'on 
applique  les  formules  d'Abrabam,  de  Bucherer-Langevin  ou  de 
Lorentz  pour  la  masse  electro-magnetique; 

3"  enün,  M.  Lorentz  a  modifie  n'cemment  sa  theorie  de  maniere 
ä  la  rendre  conforme  au  principe  de  la  relativite  du  niouvement. 
La  translation  du  Soleil  dans  l'espace  ne  jouera  donc  plus  de  role 


(>)  Tisserand  donne  le  double,  i4";  cela  lient  ä  ce  qu'il  identifie  la  conslante 
de  Weber  avec  la  leciproque  du  carre  de  la  vitesse  de  la  lumiere,  alors  qu'elle 
n'en  est  que  la  moitie.  Celle  indication  erronee  a  passe  dans  tous  les  ouvrages 
qui  ont  iraile  de  cette  queslion. 

C)  WiLKENS,  Physik.  Zeitschr.  t.  VII,    1906,  p.  846. 
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du  tout ;  mais  comme  ce  role  etait  dejä  insensible  dans  la 
prämiere  theorie,  nos  conclusions  ne  sont  pas  modifiees.  En 
resume,  il  est  loisible  d'appliquer  les  iois  electrodjnamiques  ä  la 
i^ravitalion;  mais  elles  ne  peuvenl  servir,  actuellement,  ni  ä  sup- 
primer  les  divergences  qui  subsistent  entre  le  calciil  et  l'expe- 
nence,  ni  ä  deduire  la  constanle  de  gravitation  de  mesiires 
electriques  ou  magnetiques. 

Pourtant,  les  theories  electrodynamiques  sont  en  pleine  evolii- 
tion,  et  Ton  peut  se  demander  si  les  changements  futurs  ne  per- 
mettront  pas  d'effectuer  cette  reduction  si  importante  de  la  gravi- 
tation aux  forces  electriques  d'une  facon  plus  satisfaisante.  Nous 
allons  voir  que  cela  est,  en  etFet,  tres  probable. 

Pour  cela,  il  faut  savoir  exactement  dans  quelles  limites  onpeut 
faire  varier  lexpression  de  la  force  que  deux  charges  elementaires 
exercenl  l'une  sur  l'autre  (expression  qui  depend  des  positions, 
vitesses,  accelerations  et  de  la  loi  de  propagation),  sans  entrer  en 
contradiction  avec  les  donnees  de  l'experience.  C'est  ce  qu'a  fait 
l'auteur  de  cet  article  (').  Sans  chercher  ä  donner  la  Solution  la 
plus  generale,  ce  qui,  peut-etrc,  est  impossible,  on  est  conduit  ä 
des  resultats  suffisamment  instructifs  en  admettant  certaines  hypo- 
theses  accessoires,  telles  que  le  principe  de  la  relativite  dumouve- 
ment  dans  son  sens  classique  (et  non  dans  celui  que  lui  donnent 
MM.  Lorentz  et  Einstein  (-),  et  en  le  considerant  comme  appli- 
cable egalement  ä  la  propagation  de  la  lumiere  (•^).  On  trouve 
alors  que  les  termes  du  second  ordre,  dejä,  ne  sont  pas  determines 
entierement  par  l'experience  et  contiennent  un  facteur  arbitraire; 
quant  aux  termes  d'ordre  superieur,  ils  ne  jouent  de  röle  que 
dans  l'experience  de  M.  Kauffmann  sur  la  variabilite  de  la  masse, 
et  restent  presque  entierement  arbitraires.  Deslors,  voici  comment 
on  peut  esperer  reduire  la  gravitation  aux  forces  electriques  et 
expliquer  en  meme  lenips  le  mouvement  de  Mercure  et  la  valeur 
numei'ique  de  la  constante  de  gravitation. 


(>)  W.  Ritz,  (Xuvres,  XVIII,  p.  317. 

(-)  La  translation  uniforme  d'un  Systeme^,  d'apres  le  principe  de  relativite, 
est  sans  influence  sur  les  phenomenes  qui  s'y  passent.  MM.  Lorentz  et  Einstein 
supposent  en  outre  une  definilion  nouvelle  du  temps,  de  la  vitesse,  etc. 

(')  Voir,  ä  ce  sujet,  l'article  de  l'auteur  Du  röle  de  VEther  en  Physique, 
QEuvres,  XX,  p.  447- 
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Dans  les  idees  communement  admises  aujourd'hui,  rntonie  chi- 
mique  est  compose  d'un  certain  nomljre  d'electrons  negalifs  et  de 
charges  positives  qui  conipensenl  la  charge  negative.  Les  pheno- 
nienesdu  Magnetisme,  entreautres,  exigent  de  plus  qu'on  altribue 
aux  charges  atomiques  des  mouvemenls  de  rotalion  ou  de  circula- 
tion.  Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  les  charges  negatives 
soient  au  repos,  et  que  quelques-unes  des  charges  positives  tour- 
nent  sur  elles-memes  avec  une  grande  vitesse,  la  meme  pour 
toutes.  Lorsque  deux  atomes  A,  B,  ainsi  constitues  agissent  Tun 
sur  l'autre  ä  une  distance  grande  par  rapport  ä  leurs  dimensions, 
que  va-t-il  se  passer  ?  Les  forces  eleclrostatiques  sont  nulles,  ou 
plus  exactement,  elles  correspondent  ä  des  dipoles  tres  ])etits  et 
dependent  de  la  distance,  suivant  une  loi  toute  differ3nte  de  celle 
de  Newton  ;  ces  forces  sont  nulles  pour  un  Systeme  d'atomes  nom- 
breux.  Mais  les  forces  dependant  des  vitcsses  et  des  acceleralions, 
dont  les  premieres  sont  inversement  proportionnelles  au  carre  de 
la  distance,  les  secondes  ä  la  distance  elle-meme,  doivent  etre 
prises  egalement  en  consideration.  A  la  premiere  categorie  appar- 
tiennent,  par  exemple,  les  forces  etudiees  par  Ampere,  que  deux 
courants  constants,  et  par  consequent  deux  electrons  en  mouve- 
ment,  exercent  Tun  sur  l'autre;  ä  la  seconde,  les  forces  elec- 
triques  emanant  des  oscillateurs  hertziens,  celles  qui  conslituent 
les  ondes  lumineuses,  enfin  la  pression  de  la  lumiere. 

Pour  que  ces  forces  donnent  heu  au  phenomene  de  gravitation, 
il  faudra  tout  d'abord  qu'elles  ne  soient  pas  nulles  en  moyenne 
lorsque  les  axes  derolation  auront  toutes  les  directions  possibles, 
ce  qui  arrivera  necessairement  dans  un  corps  compose  d'un  grand 
nombre  d'atomes.  Dans  la  premiere  theorie  de  Lorentz,  pas  plus 
que  dans  sa  nouvelle  theorie,  conforme  au  principe  de  relativite, 
il  n'existe  de  termes  donnant,  dans  ces  conditions,  une  moyenne 
dißerente  de  zero.  L'explication  echoue  donc  pour  ces  theories. 
Mais  est-ce  lä  un  resultat  necessaire  ?  Une  analyse  plus  exacte 
montre  qu'il  est  obtenu  par  l'introduction  des  vitesses  absolues, 
dans  l'ancienne  theorie  ;  par  l'abandon  des  principes  de  la  cinema- 
tique  et  de  la  notion  d'un  temps  universel,  dans  la  nouvelle.  Et  ce 
sont  lä,  certainemenl,  les  parties  les  plus  hypothetiques  de  l'Elec- 
trodynamique  acluelle.  Des  qu'on  introduit  des  vitesses  relatives 
en  conservant  la  cinematique  classique,   on    voit    apparaitre   des 
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termes  donnant  une  resultante  difrerente  de  zero.  II  y  en  a  du 
second  ordre  ;  la  resultante  est  proporlionnelle  a  la  mojenne  du 
carre  des  vitesses  des  charges  ('),  et  depend  dune  constante  arbi- 
Iraire.  Mais  ici  une  objection  se  presente  :  l'agitation  tliermique 
suffit,  lorsqu'on  admet  les  Idees  generalement  recues  ä  ce  sujet, 
pour  donner  lieu  ä  une  action  considerable  des  corps  A  et  B  l'un 
sur  Tatitre,  dependant  de  la  temperature,  ce  qui  est  contraire 
a  l'observation  ;  il  faut  donc  disposer  du  facleur  arbitraire  de 
nianiere  a  annuler  Teffet  de  ces  termes  de  second  ordre.  Mais 
dautres  termes,  du  4'*°"^  öu  du  ö'*""'*  ordre,  a  coefficients  inconnus 
encore,  ne  preleront  plus  ä  cette  objection,  ä  la  condition  que  les 
vitesses  intra-atomiques  soieut  grandes  par  rapport  aux  vitesses 
prodailes  dans  l'agitation  therniique,  ce  qui  est  probable  a  /j/iori. 
(Jn  aiira  alors  une  resultante  inversement  proporlionnelle  au 
carre  des  distances,  alJ'ectee  d'un  coefficient  encore  inconnu,  et 
proportionnelle  aux  nombres  de  cbarges  en  rotation  que  con- 
liennent  les  corps  A  et  B.  II  suffira  d  ;idniettre  que  ce  noml)re  est, 
dans  tOLit  atome.  proportionnel  ä  la  masse  de  cet  atome,  et  de  dis- 
poser convenablement  du  coelficient  pour  obtenir  la  loi  de 
Newton  (-).  Bien  entendu,  les  tlieories  futures  devronl  determi- 
ner  ce  coefficient  a  priori,  ou  par  des  experiences  electriques  ou 
raagnetiques  ;  la  constante  de  Gravitation  ainsi  obtenue  de\ra  elre 
idenlique  avec  la  constante  experimentale.  Les  termes  etant  d'un 
ordre  si  eleve,  on  s'explique  aisement  que,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut,  la  force  de  gravitation  de  deux  atomes  soit  si  petite 
par  rapport  aux  actions  electrostatiques  de  leurs  charges. 

A  cote  du  teriue  de  4''"'^''  (ou  6'^°"")  ordre  qui  nous  aura  servi  ä 
expliquer  la  gravitation,  il  faudra  considerer  encore  le  terme  sui- 
vant,  du  f)'^""  (ou  8''"'^)  ordre,  qui,  par  rapport  aux  phenonienes  de 
gravitation,  sera  du  second.  Sur  son  coefficient,  nous  ne  savons 
rien ;  il  doiinera  lieu  ä  une  rotation  du  perihelie  des  planetes  de 
l'ordre  de  grandeur  voulu.  et  il  suffira  que  ce  coefficient  soit  plus 


(')   Voir  CEuvres,  XVIII,  p.  817. 

(-)  Si  les  charges  en  relation  sont  indissolublemcnt  liees  aux  atomes,  il  n'exis- 
tera  pas  d'ecrans  pour  la  gravitation.  Car  les  ecrans  pour  les  forces  electriques 
ou  magnetiques  sont  dus  aus  deplacemenls  des  electrons  dans  les  corps,  ou  aux 
orienlaiions  des  aimants  elementaires,  sous  l'intluence  des  forces  electrornagne- 
tiques.  Ni  Tun  ni  l'autre  de  ces  effets  n'aurait  lieu  ici. 
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grand  qu'il  ne  Test  dans  les  lois  eludiees  plus  liaut,  pour  obtenir 
l'anonialie  de  Mercure. 

Dans  ce  qui  precede,  nous  n'a\ons  considere    que    les   termes 
electrodynamiques  dependant  des  vilesses  et  inversement  propor- 
tionnels    anx    carres   des   distances.     D'aiitres,    proportionnels    ä 
l'acceleration  d'iiu  des  deux  elements  de  charge  qui  agissent  Tun 
surl'aulre,  et  ä  sa  vitesse  relative  par  rapport  ä  l'autre,  elevee  ä 
une  certaine  puissance.    sont  du  3''""^  ordre  ou  d\m  ordre   supe- 
rieur,   et  inversement  proportionnels  ä  la  simple  dislance.  Mais 
dans  un  electron  en  rotation,  l'acceleration  d'une  des  parties  sera 
compensee  par  l'autre    d'autant    plus    completement    que  la  dis- 
tance  /•  des  electrons  sera  plus  grande  par  rapport  ä  leur  diametre 
a.  En  laisant  le  calcul  exact,  par  un  developpement  en  serie  pro- 
cedant  suivant  le   rapport  -,  on  trouve  que  le   terme  en  -  be\a- 
nouil,  et  qu'il  reste,  en  geiit'ral,  un  terme  en  ^,  pour  lequel  la 
moyenne  prIse  par  rapport  a  loutes  les  directions  possibles  des 
axes   de   rotation  est  dlllerente  de  zero.  Nous  aurons  donc  une 
force  inversement  proportionnelle  au  carre  des  distances,   conte- 
nant  en  facteur  les  dimensions  de  Teleclron  et  une  puissance  au 
moins  egale  ä  3  de  l'inverse  de  la  vitesse  de  la  lumiere  :   ce  sera 
encore  une  explication  possible  de  la  gravitatlon  et  de  sa  petitesse 
•extreme.  D'aiUeurs,  le  coefficlent  de  ce  terme,  de  meme  que  celui 
de  tous  les  termes  superieurs  au  second  (sauf  celui  qui  donne  la 
pression  de  la   lumiere  et  qui  ne  nous  interesse    pas   ici),  reste 
encore    indetermine,    et   Von   en   conclura,  comnie  plus   haut, 
r/a'une  explication  de  V anomalie  de  Mercure  et  une  determl- 
nation  de  la  constante  de  grcwitation par  des  mesures  electro- 
niagnetiques  pourront  sans  doute   etre  deduites  des    lois  de 
VElectrodynamique,  iorsque  celles-ci  seront  connues  avtc plus 
d^exactifude. 

Dans  Vune  et  l'autre  Hypothese,  la  Grcwitation  tiendralt 
essentiellement  ä  la  Constitution  dynamique  des  atomes. 

En  resume,  si  deux  siecles  de  recherehes  ne  nous  ont  donne 
encore  aucune  indication  d'une  connexion  entre  la  gravitation  et 
d'autres  plienomenes,  en  particulier  les  phenomenes  electroma- 
gnetiques  ;  si  la  propagation  de  cette  force  dans  un  temps  fini 
reste  problematique,  il  est  probable  que  cela  tient  ä  l'imperfection 
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de  nos  connaissances  des  lois  exactes  des  phenomenes  elec- 
tricjues,  et  que  nous  pouvons,  dans  un  avenir  plus  ou  moins  pro- 
chain,  esperer,  a  defaut  d'une  explicalion  mecanique  de  a  gravi- 
talion.  une  reduetion  de  celle  force  aux  actions  electriques.  Ge 
sera  lä,  pour  l'unite  de  nos  conceplions  physiques,  un  pas  de  la 
plus  haute  importance. 


XXIII. 

ÜBER  DIE 

GRUNDLAGEN    DER    ELERTRODYNAMIR 

UND    DIE 

THEORIE  DER  SCHWARZEN  STRAHLUNG. 


Physikalische  Zeitschrift,  9.  Jahrgang,   No  2o,   Seite  90J-907. 


In  einer  kürzlicli  in  dieser  Zeitschrift  ( ' )  erschienenen  Mitteilung 
«  Zur  Strahlungstheorie  w  kommt  Herr  H.-A.  Lorentz  zum  Schluss, 
class  die  von  Jeans  (-)  und  ihm  (3)  entwickelte  Theorie  der 
a  schwarzen  Strahlung»  mit  der  Erfahrung  nicht  vereinbar  sei ;  da 
nun  aber  die  Ableitung  der  Strahlungsformel  auf  diesem  Wege 
nur  hinfällig  werden  könne,  wenn  an  den  elektromagnetischen 
Grundgesetzen  wesentliche  Änderungen  angebracht  würden,  so 
ergebe  sich  daraus  die  Notwendigkeit  solcher  Änderungen,  und 
zwar  müsse,  im  Sinne  der  Planckschen  Theorie,  irgend  etwas  einem 
Zeit-Energie-Atom  Ähnliches  in  die  Theorie  aufgenommen  wer- 
den. 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit  dieser  Frage,  und  bei  den  Schwierig- 
keiten, die,  wie  Herr  H.-A.  Lorentz  zeigt,  auch  bei  Einführung 
des  Planckschen  Atoms   noch  fortbestehen,   sei  es  gestattet,  auf 


(')  Physikal.  Zeitschrift,  l.  IX,  190S,  p.  562. 

(-)  Proc.  Roy.  Soc,  t.  LXXVI,  1906,  p.  296,  545. 

(3)  H.-A.  Lorentz,  Le  partage  de  l'energie  entre  la  mattere  ponderable  et 
l'ether.  Conference  tenue  au  congres  de  Ronie  (Roma,  Tipogralia  della  R.  Accad. 
dei  Lincei),  avril  1908. 
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einen  Fehler  der  Jeans-Lorentzschen  Theorie  hinzuweisen,  der 
gerade  den  wesentlichen  Punkt  des  Bew^eises  betriflt,  womit  dieser 
hinfällig  wird. 

Der  Ansatz  für  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte, 
der  in  jenem  Beweise  gemacht  wird,  ist  zu  allgemein  ;  er  wider- 
spricht den  Formeln  der  retardierten  Potentiale,  denen  jede 
physikalisch  zulässige  Lösung  der  Grundgleichungen  genügen 
muss.  Durch  diese  Bedingung  w  erden  aber  gerade  die  Koordinaten 
des  freien  Äthers,  die  Herr  Lorentz  (loc.  cit.)  mit  g^,  q^  bezeich- 
net, in  ihrer  Anzahl  ausserordentlich  beschränkt.  Diese  Rooi'di- 
naten  aber  sind  es.  die  schliesslich  die  Strahlungsforniel  bestim- 
men; und  der  Widerspruch  der  Theorie  mit  der  Beoijachtung  wird 
gerade  dadurch  bedungen,  dass  diese  Koordinaten,  die  unendlich 
zahlreich  sind,  auf  Grund  eines  dem  Boltzmannschen  Satze  der 
gleichen  ^"erteilung  der  Energie  auf  die  verschiedenen  Freiheits- 
grade ganz  analogen,  die  gesamte  Energie  des  Systems  an  sich  zu 
ziehen  bestrebt  sind. 

Bekanntlich  lassen  sich  die  elektromagnetischen  Grundglei- 
chungen der  Lorentzschen  Theorie  durch  Einführung  der  Poten- 
tiale unter  die  gemeinsame  Form  bringen 

\\Q,c^=  Lichtgeschwindigkeit, '^  eine  gegebene  Funktion  \onx.  1%  3,  / 
bedeuten,  und  f  im  L  nendlichen  verschwindet.  Die  allgemeine 
Lösuns  dieser  Gleichuno,  etwa  nach  der  Poissonschen  Methode, 
involviert  zwei  willkürliche  Funktionen  von  x,y,  z,  nämlich  die 

Werte  von  /"und  —  für  die  Anfiinüszeit  /,)•    Partikuläre  Lösungen 

•'  dt  s  iJ  r 

derselben  sind  : 

.  fiO ,  .  , 

fiix,  y,  z,  t)  =  -y—    J    iix  dy'  dz  : 


Jo  [xy'z.t ) 
1_ '~d 
r 

'^(xyz'.t^  ^) 


/"..  =^  —     /    '- —  dx'  dy'  dz' : 

r-—(x  —  x' )-^  {y  —  y  }-—  (  5  —  5';-, 
ferner  beliebige  lineare  Kombinationen  aus  /',  und  /■;>  der  Form 
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f-:^=zf^  rt,  -^f2a-2,  WO  a^  +  a-,=^  i  ;  enrllicli 

ci(  x'  y  z'  t' )  dx'  dy'  dz'  dt' 


-')■'  —  ( y  —  y  f--T-{z  —  z'y-~{t-~t':f  c-i 


Die  Liisung  y,  entspricht  divergenten  Wellen,  /o  konvergenten, 
aus  dem  Unendlichen  kommenden,  /-.  beiden  Arten  ;  wieder  andere 
Lösungen  würden  Wellen  entsprechen,  die  gegen  Punkte  des  reinen 
Äthers,  wo  .3  =  0  ist,  konvergieren  oder  von  solchen  divergieren  ; 
in  /",,  ist  die  Auflösung  in  Wellen,  die  nach  den  Kirchhoirschen 
und  Poissonschen  Sätzen  stets  in  unendlich  vielen  Weisen  ge- 
schehen kann,  nicht  vorgenommen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass 
ausschliesslich  die  Lösung /',  in  Betracht  komme,  und  die  Maxvvell- 
Lorentzsche  Theorie  setzt  dies  ausdrücklich  voraus.  Wie  notwen- 
dig diese  Einschränkung  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  ebenso 
wie  bei  der  Lösung  /',  ein  Körper,  dessen  Elektronen  akzeleriert 
sind,  Energie  ausstrahlt,  so  dass  in  grosser  Entfernung  der  Pojn- 
tingsche  Vektor  nach  aussen  gerichtet  ist,  bei  f->  (Vertauschung 
von  c  mit  — c)  dieser  Vektor  sein  Vorzeichen  ändert,  der  Körper 
somit  Energie  aus  dem  Unendlichen  empfängt,  ohne  dass  irgend- 
ein anderer  Körper  ein  entsprechendes  Quantum  Energie  ver- 
liert. Ein  solcher  Körper,  welcher  in  dieser  Weise  dauernd 
Energie  aus  dem  Äther  zu  entnehmen  fähig  wäre,  müsste  ein 
Perpetuum  mobile  genannt  werden  und  ist  physikalisch  un- 
möglich. 

Um  nun  solche,  allen  Bedingungen  —  auch  den  Bedingungen  im 
Unendlichen  —  genügende  L(")sungen,  die  trotzdem  unmöglich  sind, 
auszuschalten,  hat  man  den  zunächst  noch  Avillkürlichen  x\nfangs- 
zustand  in  geeigneter  Weise  einzuschränken.  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung,  damit^i  in  allen  Zeiten  gelte,  ist,  dass 
es  zur  Zeit  t  =z  t^  und  t^^t^  +  dt  gelte.  Dass  diese  Anfangsbe- 
dingung aber  im  Maxvveüschen  Vorstellungskreis  keinerlei  ver- 
nünftigen Siini  hat,  ist  einleuchtend,  und  man  hat  sie  daher  durch 
andere  zu  ersetzen  gesucht.  Nimmt  man,  wie  es  meist  geschieht, 
an,  dass  zur  Zeit  ^0  i"  grossen  Entfernungen  das  Feld  gleich  Null 
ist,  so  folgt  allerdings  für  spätere  Zeiten  die  Formel/)  ;  für  frühere 
aber  die  unzulässige  Formel  j\.  Ferner  ist  nun  die  Gültigkeit 
auch  von  /',  einer  ganz  unnötigen  Einschränkung  unterworfen 
(Feld  =  o  für  t  =  t^),  welcher  z.  B.  die  gleichförmige  Translation 
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nicht  genügt.  Endlich  bringt  es  der  Charakter  der  Gleichung  (i) 
ü\s  einer  /lyperbolischen  Differentialgleichung  mit  sich,  dass,  wenn 
die  Ä.nfangsbedingung  nur  sehr  angenähert  erfüllt  ist  (was  ja  allein 
sich  konstatieren  Hesse),  daraus  keineswegs  folgt,  dass  die  Formel 
/"(  mit  einer  ähnlichen  Annäheruii"  iielle  :  es  kTiniiten  z.  B.  kon- 
vergante  Wellen,  die  zur  Zeit  t^  sehr  schwach  und  fern  sind,  zu 
einer  späteren  Zeit  an  einem  gegebenen  Punkt  des  Fiaumes  einen 
beliebigen  endlichen  Wert  annehmen. 

Ebensowenig  ertragen  die  andern  bisher  vorgeschlagenen  Zusatz- 
bedingungen eine  genaue  Kritik  (  ' ) ;  der  Übergang  von  den  rever- 
siblen Diirerentialgleichungen  zu  den  retardierten  [Potentialen, 
durch  welchen  erst  die  IrreversibilitüL  in  die  Elektrodynamik 
eingeführt  wird,  lässt  sich  auf  dem  Boden  der  Maxvvellschen  An- 
schauungen allein  nicht  finden.  Es  ist  also  wichtig  zu  konstatieren, 
dass  der  vollständige  Ausdruck  der  Strahlungsgesetze  und  über- 
haupt der  Maxwell-Loren tzschen  Theorie  nicht  die  DifTerential- 
gleichungen  sind,  sondern  die  Elementarwirkungen,  die  sich  durch 
Einführung  der  retardierten  Potentiale  in  den  Lorentzschen  Aus- 
druck der  ponderomo torischen  Kraft  ergeben.  In  dieser  Form 
sind  auch  der  elektrische  und  der  magnetische  A  ektor  eliminiert, 
welche  ja  nie  direkt  beobachtet  werden  können,  sondern  bloss  die 
Pvolle  mathematischer  Hilfsfunktionen  spielen  (-),  während  die 
eigentlichen  Aussagen  der  Theorie  sic'h  nur  auf  die  Grössen  Piaum, 
Zeit  und  elektrische  Ladungen  beziehen. 

Zur  Ableitung  der  Strahlungsformel  stellen  sich  nun  Jeans  und 
Lorentz  einen  parallelopipedischen,  durch  spiegelnde  W  ände  be- 
grenzten Hohlraum  vor,  in  dem  sich  ein  Körper  K  b'efindet;  die 
elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  im  Innern  werden  als  Funk- 
tionen \onx,y.i  z  in  Fourierreihen  entwickelt,  deren  Koeffizienten 
Funktionen  der  Zeit  sind  und  die  Rolle  Lagrangescher  Koordinaten 
spielen,  für  welche  die  Differentialgleichungen  aus  dem  Hamillon- 
schen  Prinzip  abgeleitet  werden  können.  Bei  diesem  Ansatz  ist 
ilie  wesentliche  Bedingung  der  Darstellbarkeit  durch  retardierte 
Potentiale  nicht   berücksichtigt ;    diese  Bedingung  schaltet  aber, 

(')  über  diese  und  andere  schwache  Seiten  der  .Myxwell-Lorentzschen  Tlieorie 
vergleiche  man  die  Arbeit  des  Verf. :  Recherches  critiques  sur  l'electrodynamique 
generale,  OEuvre^,  XVIII,  jj.  3 17. 

(-)  Loc.  cit..  p.  3 18. 
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wie  oben  hemorgehoben,  aus  den  Anfangszuständen  eine  unend- 
liche, durcli  zwei  willkürliche  Funktionen  von  xy:;  und  somit 
durch  unendlich  viele  Parameter  darstellbare  Mannijrfaltiekeit  von 
Zuständen  des  Äthers  als  unzulässig  aus.  Sie  erfordert  insbeson- 
dere, dass  die  Kräfte  konstant  bleiben,  wenn  die  elektrischen 
Ladungei)  dauernd  ruhen.  Dies  ist  dagegen  nach  den  partiellen 
Dillerentialgleichungen  nicht  notwendig  der  Fall:  man  wird  stets 

noch  eine  Lösung  der  homogenen  Gleichung  — —  —  c- A  =  u  hinzu- 

fügen  können,  die  im  vorliegenden  Falle  den  Randbedingungen  an 
den  spiegelnden  Wänden  genügen  muss,  und  sich  somit  als(jesamt- 
heit  der  elektrischen  Eigenschwingungen  des  Hohlraumes  ( ohne 
den  Körper  K)  ergibt.  Solche  Lösungen  erscheinen  in  der  Jeans- 
Lorentzschen  Ableitung,  wieLorenlz  (loc.  cit.^  p.  i4  )  hervorhebt, 
als  zulässig,  was  sie  nicht  sollten.  Vielmelir  müssten  die  unendlich 
vielen  Parameter,  die  sie  involvieren  (Koeffizienten  der  Entwicke- 

lung  der  allgemeinen  Lr)sung  von  — ^  —  c- A  =  o  nach  den  Eigen- 
schwingungen des  Holdraumes,  also  in  eine  Fourierreihe),  dauernd 
Null  sein.  Diese  unendlich  vielen  Parameter  des  «  reinen  Äthers  » 
aber  gerade  sind  es,  die  nach  dem  Satz  der  gleichmässigen  Ver- 
teilung der  Energie  auf  die  Freiheitsgrade,  die  ganze  Energie  zu 
absorbieren  und  auf  die  kürzesten  \A  ellenlangen  zu  verteilen  be- 
strebt sind.  Die  J eans-Lovtntzsche  Theorie  ist  also  unzulässig. 
Man  könnte  einwenden,  die  eben  besprochene,  nach  Fourier- 
reihen  entwickelte  Liisung  lasse  sich  auffassen  als  «retardierte  » 
Kräfte,  herrührend  von  den  Elektronen  der  spiegelnden  Wände. 
Da  aber  vollkommen  spiegelnde  Wände  unendlich  viele  Leitungs- 
elektronen in  denselben  voraussetzen,  so  sind  sie  eben  aus  diesem 
Grunde  hier  als  unzulässige  Abstraktion  zu  verwerfen,  da  in  ^^  irk- 
*  lichkeit  die  Anzahl  der  Freiheitsgrade  des  Körpers  K  (bzw.  die 
Zahl  der  darin  l)efindlichen  Elektronen)  und  der  des  Spiegels  nicht 
als  unendlich  verschieden  betrachtet  werden  dürfen  und  es  gei^ade 
hierauf  ankommt.  Ist  die  Anzahl  der  Elektronen  des  Spiegels  sehr 
gross,  so  wird  allerdings  der  Ansatz  Jeans-Lorentz  gültig  bleiben, 
aber  nur  für  Eigenschwingungen  des  Hohlraumes,  für  welche  die 
in  W  irklichkeit  vorliegende  Diskontinuität  des  Spiegels  sowie  die 
Endlichkeit  der  Elektronenzahl  und  der  Leitfähigkeit  noch  nicht 
in  Betracht  kommen,  also  für  lange  Wellen  oder  niedere  Tem- 
R.  '  32 
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peraluren.  Dies  ist  der  Grand,  warum  jener  Ansatz  für  solche 
Wellen^  und  nur  für  solche  Wellen^  richtig  ist.  Für  kürzere 
IVellen  ist  derselbe  daseien  in  keiner  Weise  mit  der  Be- 
dingung  der  retardierten  Potentiale  vereinbar.^  er  stellt  eine 
viel  zu  grosse  Mannigfalti gkeit  von  Lösungen  dar. 

Die  Bedingung  der  retardierten  Potentiale  in  die  statistische 
Betrachtung  aufzunehmen,  scheint  allerdings  schwierig,  und  es 
fragt  sich,  ob  sie  auch  genügt,  um  eine  spektiale  Verteilung  der 
Energie  von  dem  experimentell  gegebenen  Cliarakter  zu  bedingen. 
Es  ist  hierzu  vor  allem  niUig,  festzustellen,  \vie\iel  und  was  für  will- 
küilicbe  Konstanten  die  allgemeine  Lösung  der  Bewegungsglei- 
chungen eines  Systems  von  Elektronen  involviert,  wenn  für  die 
Kräfte  der  Ansatz  der  retardierten  Potentiale  gebraucht  wird. 
Denn  nur  auf  diese  willkürlichen  Elemente  darf  sich  die  statistische 
Betrachtung  erstrecken.  Bei  mechanischen  Problemen  vereinfacht 
sich  die  Frage  dadurch  seiir,  dass  durch  Angabe  der  Koordinaten  </ 
und  der  Impulse/?  der  weitere  A  erlauf  bestimmt  ist.  In  der  Elek- 
tronentheorie  ist  dem  anders,  und  es  liegt  \ielleicht  hier  wieder 
ein  wunder  Punkt  derselben.  Schon  die  Gleichungen  der  kräfte- 
freien Bewegung  des  starren  Elektrons  lassen,  wie  Herr  Herglotz  ( ' ) 
gezeigt  hat,  ausser  der  gleichförmigen  Translation  noch  unendlich 
viele  Lösungen  zu;  bei  sehr  kleiner  Geschwindigkeit  ist  die  all- 
gemeine Lösung  darstellbar  als  Summe  unendlich  vieler  Schwin- 
gungen, mit  willkürlichen  Amplituden,  deren  \A  ellenlangen  sämt- 
lich weit  jenseits  des  bekannten  ultravioletten  Spektrums  liegen, 
nämlich  höchstens  von  der  Grössenordnung  des  Elektionendurch- 
messers  sind,  und  keine  untere  Grenze  besitzen.  Da  die  Herglotz- 
sche  Methode  (-)  auch  für  allgemeinere  Probleme  der  Elektronen- 
theorie anwendbar  bleibt  und  zu  ähnlichen  Integralgleichungen 
führt,  dürfte  auch  allgemein  ein  äiinliches  Verhalten  der  Lösungen 
zu  erwarten  sein.  Dasselbe  ist  nämlich  in  letzter  Instanz  dadurcli 
bedingt,  dass  in  der  Elektronentheorie  die  Akzeleration  eines  Elek- 
trons bestimmt  wird  durch  iiewis^e  J/'ühere  Lagen,  Geschwindig- 
keiten und  Akzelerationen  der  anderen  Elektronen  bzw.  Ladunirs- 


(')  G.  Herglotz,   Götl.  Aachr.,    190 i,    Heft  G;    1904,   Heft   C;   Math.  Ann. 
l.  LXV,  1908,  p.  87. 
(- )  Loc.  cit.,  1904. 
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elemeiite.  Beschränkt  man  sich  zunächst  auf  den  I-all,  wo  alle 
vorkommenden  Funktionen  der  Form  -l  (  t )  nach  der  Formel 

'    \  C  /  C  I  .  2 .  C- 

entwickelbar  sind,  so  ergeben  sich  Differentialgleichungen  von 
unendlich  hoher  Ordnung,  deren  allgemeine  Lösung  von  unendlich 
vielen  Konstanten  abhängt  ('),  die  in  diesem  Spezialfall  gewissen, 
durch  die  Konver"enzbedini!un"en  auferlegten  Lne:leichunoen  "e- 
nügen  müssen.  Die  Lutersuchungen  von  Sommerfeld  (-)  und 
P.  Hertz  (^)  über  das  starre  kugelfclrmige  Elektron  zeigen,  dass 
man  bei  gegebener  äusserer  Rraft  die  Bewegung  willkürlich  vor- 
schreiben kann  innerhalb  einer  Zeit  T,  welche  gleich  dem  Durch- 
messer des  Elektrons  di\idiert  durch  die  Lichtgeschwindigkeit 
ist;  insbesondere  bei  gleichförmiger  Oberilächenladung  genügt 
jede  Funktion  mit  der  Periode  T  den  Bewegungsgieicluingen  des 
kräftefreien  Elektrons,  und  es  kann  eine  beliebige  solche  Funktion 
P  (^)  jeder  Lcisung  des  Problems  bei  gegebenen  äusseren  Kräften 
hinzugefügt  werden.  Soll  die  Lösung  analytisch  sein,  so  sind  zwar 
nicht  die  Werte  von  P(^)  innerhalb  einer  Periode  willkürlich,  anoIiI 
aber  kann  man  1^  =  reeller  Teil  von  Q  setzen,  wo 


0  =  Ol  e  j—  0(t)  =  at,-h  a^x- -r- a-iT-^.  .  . 

und  die  r//  (bis  auf  die  Konvergenzbedingung  der  Reihe)  willkürlich 
sind. 

Allijeinemer  dürfte  die  i^ösiin2  bei  beliebiüen  Systemen  bewea- 
lieber  Elektronen  ebenfalls  zu  ihrer  Bestimmung  unendlich  vieler 
Konstanten  bedürfen,  und  oszillierende  Lösungen  von  unbegrenzt 
kleiner  Wellenlänge  zulassen.  Diese  sind  eben  durch  die  unendlich 
vielen  «  Freiheitsgrade  des  Äthers  »  Ijedingt ;  und  es  ist  zu  be- 
fürchten, dass  sie,  auf  Grund  des  Satzes  der  gleichförmigen  Ver- 
teilung der  Energie,  schliesslich  doch  wieder  eine  Tendenz  der 
Strahlung,  ganz  auf  die   kürzesten  Wellenläniicn  sich   zu   konzen- 

(')  Vgl.  T.  Lai.ksci),  Sur  l'ei/uation  de   Vo/ierra,  These.   Taris,   [908. 
(-)  Gott.  iXachr..  190^,  \>.  363. 
(^)  Math.  Ann.,  l.  LW,  1908,  p.  i. 
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trieren,  bewirken  möchten,  wenn  auch  die  Formel  vielleicht  eine 
von  der  Jeansschen  abweichende  Gestalt  hätte.  Aber  auch  ohne 
diese  Betrachtung  muss  die  Existenz  z.  B.  der  kräftefreien  Ei^j-^en- 
schwingungen  des  Elektrons,  die  sich  jeder  Liisung  superponieren 
lassen  und  nach  denen  sich  jede  Lösung  entwickeln  lässt,  die  also 
überall  auftreten  müssten.  als  experimentell  unwahrscheinlich  be- 
traclitet  werden.  Sollte  auch  eine  Strahlung  von  äusserst  kurzer 
Wellenlänge  unseren  Beobachtungsmethoden  unzugänglich  sein, 
so  miisste  sich  doch  ein  entsprechender  merkliclier  Energiedefekt 
zeigen,  der  nirgends  wahrgenommen  wurde. 

Man  darf  hieraus  vielleicht  schliessen,  dass,  ebenso  wie  ivir 
schon  gezwungen  wai-en^  die  Mannig falligiceit  der'  Lösungen 
der  Maxwellschen  Theorie  durch  die  Einführung  der  retar- 
dierten Potentiale  ausserordentlich  herabzusetzen,  eine  neue 
,  derartige  Beschränkung  noch  nötig  ist,  um  die  Anzahl  der 
Bestinimungselemente  (Konstanten)  der  Lösungen  auf  eine 
endliche  zu  reduzieren. 

Dass  unter  den  rnTtglichen,  unendlich  vielen  Lösungen  stets  eine 
ausgezeichnet  ist.  wie  unter  den  Lösungen  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen die  retardierten  Potentiale  ausgezeichnet  waren, 
lässt  sich  leicht  plausibel  machen.  Man  denke  sich,  es  wirke  die 
Gravitation  nicht  momentan,  sondern  nach  den  elektrodynamischen 
Gesetzen.  Um  alsdann  bei  gegebenen  Anfangswerten  der  Koordi- 
naten und  Geschwindigkeiten  die  weitere  Bewegung  zu  bereclinen, 
wird  man  zunächst  von  der  Bewes^uiif;  nach  dem  klassischen  Gesetz 
als  erster  Approximation  ausgehen  ;  diese  L(isung  wird  man  dann 
in  die  (sehr  kleinen)  Zusatzglieder  einsetzen,  die  das  neue  Gesetz 
eintjefidirt  hat :  so  entstehen  neue  Difl'erentialijleichunü^en  zweiter 
Ordnung,  die  luan  mit  denselben  Anfangswerten  integriert  usw. 
Es  ergibt  sich  so  schliesslich  eine  Lösung,  in  welcher  jede  Koor- 
dinate X  eine  bestimmte  analytische  Funktion  der  Zeit  t  und  der 
Anfangswerte  Xoi,  x'^  ist,  die  aber  allerdings  nur  in  einem  be- 
schränkten Bereich  dieser  Grössen  gilt.  Diese  Lösung  kann  dann, 
sowohl  als  F  unklion  von  t  wie  als  Funktion  der  Anfangswerte  Xoii 
x'^i,  analytisch  fortgesetzt  werden  und  gibt  dann  für  jede  Zeit  und 
für  beliebige  Anfangsw  erte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten 
eine  ganz  bestimmte,  nur  von  diesen  Daten  abhängige  Lösung  des 
Problems,    neben  welcher  allerdings  unendlich  \iele  andere  Lö- 


XXIII.    —    VfillR    Dil;    GKINÜLAGE.V    DER    EI.EKTKOD  VNAMIK .  DO  I 

sungei)  existieren,  für  welche  das  A  erfahren  nie  gültig  ist,  und 
welche  höchst  merkwürdigen  Planetensystemen  entsprechen  wür- 
den. Für  den  Fall  des  kräftefreien  Elektrons  erhält  man  die  ein- 
fache Translation.  Ist  diese  Lösung  die  einzig  zulässige,  so  ivürde 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Konstanten^  d.  h.  die  Mannig- 
faltigkeit der  Lösung,  nicht  grösser  sein  wie  in  der  Mechanik^ 
nämlich  gleich  der  doppelten  Anzahl  der  FreiJieitsgrade  der 
Elektronen. 

Dies  lässt  sich  etwa  bewirken,  indem  man  eine  Zusatzbedingung 
in  Form  eines  Miiiiiualprinzips  einführt,  wobei  die  Variation 
zwar  für  alle  Losungen  verschwinden,  ein  -wirkliches  Minimum 
aber  nur  für  eine  bestimmte  Lösung  eintreten  dürfte.  Ähnliches 
gilt  z.  B.  in  der  Theorie  der  Schwingungen  ^on  Saiten,  Membra- 
nen usw.('),  wo  für  sämtliche  Eigenschwingungen,  in  unendlicher 
Anzahl,  die  \ariation  verschwindet,  das  Minimum  aber  nur  für 
den  Grundton  erreicht  wird.  Ebenso  kTinnte  man,  neben  den 
Bedingungen  im  Unendlichen,  aucli  Bedingungen  für  sehr  grosse^ 
einführen,  die  wieder  durch  die  Variationsrechnung  sich  ableiten 
liessen. 

Die  vonLorentz  hervorgeliobenen  prinzipiellen  Schwierigkeiten 
in  der  Theorie  der  schwarzen  Strahlung  führen  uns  also  nicht 
sowohl  darauf^  mit  Planck  ein  Energie-Zeit-Element  einzu- 
führen., als  vielmehr  auf  die  Forderung,  es  müsse  das  durch 
die  gegenwärtige  Elektronentheorie  verletzte  Prinzip  der  Ein- 
deutigkeit des  Nalurgeschehens  im  Sinne  der  klassischen 
Mechanik  durch  ein  Minimalprinzip  wieder  hergestellt  werden, 
so  dass  eine  gewisse  endliche  Anzahl  Bestimmungsslücke  genüge, 
den  Verlauf  der  Bewegung  eines  Systems  von  Elektronen  für  alle 
Zeiten  zu  bestimmen. 

Damit  würde  der  letzte  Rest  dessen,  was  man  einst  Äther  nannte, 
aus  den  JNaturgesetzen  verschwinden.  Sukzessive  hatte  die  Erfah- 
rung schon  genötigt,  ihm  Bewegung  und  andere  Eigenschaften  der 
Materie  abzusjirechen ;  aus  einem  mehr  oder  weniger  komplizierten 
Mechanismus  \\ar  er  der  selbst  unveränderliche  Träger  der  elektro- 
magnetischen Erscheinungen  üeworden.    Auf  diesem  reduzierten 


( ')  Vgl.  z.  B.  Riemann-Webek,  Parlielle  Dißerentialgleicliungen ,  t.  II,  p.  284, 
Braunschweig,  1901. 


'JO-2  OEUVRES    DE    WALIIIKR    RITZ. 

Gebiete  liätte  seine  Existenz  sich  noch  immer  durch  Liisungen  der 
Gleichungen,  die  von  der  Materie  bzw.  den  Elektronen  unai)hänoi<; 

wären  (der  Gleichunj; — -  — c-A  =  o  genügten),   zeigen   k(innen. 

Die  Erfahrung  zwingt  uns,  diese  Lösungen  abzuweisen.  Dann 
aber  drücken  che  Gleichungen  der  Eleklronentheorie  nur  noch 
Beziehungen  zwischen  Raum  und  Zeit  aus,  die  Feldstärken  oder 
«  Zustände  des  Äthers  »  k(')nnen  vollständig  eliminiert  werden. 
Der  Äther  sinkt  zur  Abstraktion  herab  :  er  ist  nur  noch  ein  abso- 
lutes Koordinatensystem  und  eine  mathematische  Konstruktion, 
welche  in  die  Formeln  unendlich  viele  Konstanten  einfidirt.  Die 
Erfahrung  scheint  ihm  weder  die  erste  noch  die  zweite  dieser 
Eigenschaften  lassen  zu  wollen:  sie  verbannt  ihn  ganz  aus  der 
Physik. 

Bei  dieser  Annahme  zerrinnt  uns  aber  in  jNichts  eine  der  wesent- 
lichen Grundlagen  der  xMaxwellschen  Beschreibung  der  Vorgänge 
durch  partielle  Differentialgleichungen,  denen  ja  nun  kein  physi- 
kalischer Sinn,  sondern  nunmelir  die  Bedeutung  einer  mathemati- 
schen Zwischenkonstruktion  zukommt,  welche  überdies  für  sich 
allein  ungenügend  ist.  Der  Glaube  an  ihre  unbedingte  Gültigkeit 
wird  dadurch  nicht  gefestigt,  um  so  mehr  als  sich  zeigen  lässt  ('), 
dass  die  experimentellen  Grundlagen  nach  gewissen  Seiten  hin 
vollständig  fehlen. 

(')  W.  Ritz,  loc.cit.;  CEiivres,  \1\,  p.  427;  X\,  p.  \'\-\  XXI,  p.   462. 


ZUM 

GEGENWÄRTIGEN  STAND  DES  STRAHLUNGSPROBLEMS. 

(ERWIDERUXti  ALF  DEN  AUFSATZ  DES  HERRN  A.  EINSTEIN.) 


PJiysikaliscIie  Zeitschrift,    lo.   Jahrelang/ No  7,   Seite  22i-a.i5. 


Herr  Einstein  ist  der  Ansicht  (' ),   dass  die  von  mir  (-)  Jjetonte 
Vielfältigkeit  der  Integrale  der  Differentialgleichung 

(c=-  Lichtgeschwindigkeit)  nicht  besteht,  wenigstens  nicht  in  dem 
Sinne,  dass  die  partikularen  Integrale 

/i  =  TL  /  : ^f'''  (^y  ^^^'  1 


/  c;  ix  r'  z'  t 
%^^    /   —- 


—  d.r'  dy'  dz', 

4  ■-  o-' 

endlich 

nicht  denselben  Vorgängen  entsprechen .  ^'ielmehr  komme  der  erste 


(')  Physikal.  Zeitschr.,  l.  X,  1909,  p.  i85. 
(^)  CEuvres,  XXIII,  p.  493. 
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Ansatz  darauf  hinaus,  dass  man  das  Feld  in  (x,  y,  z-^  t)  berechne 
aus  gewissen  früheren  Zuständen,  der  zweite  aus  späteren,  so  dass 
die  Wahl  zwischen/',  und  /o  die  Art  der  Berechnung,  nicht  das 
Wesen  des  Vorgangs  berühre.  Diese  Ansicht  ist  durchaus  unhalt- 
bar. Wenn  auf  einem  Körper  A  zur  Zeit  /  ein  mit  Strahlung  ver- 
bundener, sehr  kurze  Zeit  daueinder  A  organg  stattfindet^  so  wird 
auf  die  Elektronen  eines  in  grösserer  Entfernung  r  befindlichen 
Kr»rpers  B  bei   der  Annahme  von  /',   ein  Impuls  wirken   zur  Zeit 

^H — ;  bei  der  Annahme  von  /',  ein  solcher  zur  Zeil  l (bevor 

der  Vorgang  auf  A  stattgefunden  hat!);  bei  Annahme  \o\\  J\  da- 
gegen ergeben  sich  für  B  zwei  Impulse,  zu  den  Zeiten  / und 

t -i- -•  Der  letztere  Vorgang  ist  also  wesentlich  verschieden  von 

den  beiden  andern,  und  auch  diese  sind  in  allgemeineren  Fällen 
durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  der  Zeil  nicht  miteinander  zur 
Deckung  zu  bringen.  Um  eine  andere  Art  der  Bercciinung  han- 
delt es  sicli  hier  nicht,  sondern  um  einen  ganz  anderen  Vorsang. 

Bei  einem  endlich  begrenzten  Räume,  meint  ferner  Herr  Ein- 
stein, könne  man  sowohl  die  Vorgänge  durch  /,  wie  durch/;,  dar- 
stellen. Dem  ist  nicht  so.  Nach  bekannten  Sätzen  kommt  zu  dem 
über  die  elektrischen  Dichten  oder  Strömungen  erstreckten  Inte- 
gral (/,  oder/a)  ein  Oberflächenintegral  hinzu,  welches  von  den- 
selben nicht  abhängt.  In  dieser  Form  kann  man  sowohl  frühere 
Zeiten  als  auch  spätere  Zeilen  zur  Berechnung  des  Feldes  heran- 
ziehen. Aber  die  Loren tzsche  Annahme  Itesteht  eben  darin,  dass 
bei  der  Anwendung  von  /,  und  A  oraussetzung  grosser  Räume  das 
Oberflächenintegral  wegfällt,  woraus  folgt,  dass  es  dann  bei  An- 
wendung von /,  bei  demselben  A  organg  im  allgemeinen /i/cA^  ver- 
schwindet. 

Aber  neben  diesen  Integralen/",,  /"o,  /;,  bestehen  noch  eine  un- 
endliche Anzahl  anderer,  und  es  ist  ganz  unstatthaft,  zunächst 
überhaupt,  wie  Herr  Einstein  es  tut,  von  emittierten  und  absor- 
bierten Feldern  zu  reden.  Wäre  es  erst  gelungen,  aus  dieser 
Mannigfalligkeit  von  Lösungen  durch  irgendeine  neue  Annahme 
f\^  j  1  "n(i/:i  als  allein  in  Betracht  kommend  herauszuschälen,  so 
ist  es  nicht  mehr  schwer,  durch  Bedingungen  über  die  Richtung 
des  Strahlungsvektors  im  Unendlichen,  J\  als  einziges  Integral  zu 
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bestimmen.  Es  handelt  sich  aber  hierum  eine  viel  schwierigere 
Frage,  und  alles  was  bisher  zu  ihrer  Lösung  Ijeigebracht  wurde, 
muss  als  uuh;iltb;ir  zurückgewiesen  werden,  wie  ich  an  anderer 
Stelle  (')  eingehend  erörtert  habe. 

Herr  Einstein  wirft  ferner  der  mit  retardierten  Kräften  operie- 
renden Theorie  \or,  sie  kiinne  den  Zustand  (Energie  und  Bewe- 
eunosürössc)  eines  Systems  nur  unter  Hinzuziehuno  früherer 
Zustände  des  Systems  beschreiben,  während  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen den  Momentanzustand  geben.  Aber  die  Frage 
ist,  ob  dieser  Momentanzuständ  mit  den  Formeln  der  retardierten 
Potentiale  übereinstimmt  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  sagt  die 
eine  Darstellung  tatsächlich  genau  dasselbe  aus  wie  die  andere, 
in  etwas  abweichender  Form  ;  im  zweiten  Fall  dagegen  ist  derA  or- 
Sau"  ein  solcher,  der  talsächlich  /lic  beobachtet  wurde.  Ist  es 
gelungen,  die  Tatsache,  dass  eine  Lösung,  die  sich  nicht  aus  den 
retardierten  Potentialen  ableiten  lässt,  nie  beobachtet  wurde,  in 
voller  Allgemeinheit  vermittelst  annehmbarer  Zusatzhyjjothesen 
aus  den  partiellen  Differentialgleichungen  streng  abzideiten,  so 
wird  die  Schwierigkeit  behoben  sein.  Bis  dahin  erblicke  ich  viel- 
mehr in  der  Tatsache,  dass  die  retardierten  Kräfte  die  einzig 
wahren  Integrale  der  Gleichuniien  sind  ( geoen  den  kalten  Welt- 
räum),  und  dass  in  grosser  Entfernung  infolgedessen  die  Energie 
stets  nach  aussen  hin  oder  wenigstens  nie  nach  innen  strömt,  die 
Wurzel  der  Irreversibilität  und  des  zweiten  Hauptsatzes.  Dass  man 
durch  Ersatz  des  Bildes  «  Äther  »  durch  gewisse  energetische  A  or- 
stellungen  die  besprochenen  und  manche  andere  Schwierigkeiten 
vermeiden  kann,  soll  an  dieser  Stelle  nicht  ausgeführt  werden. 

Ich  muss  daher  meinen  Schluss  aufrecht  erhalten,  dass,  solange 
man  zu  /",  noch  irgendein  willkürliches  Integral  der  Differential- 
gleichung 

—   — ■—  —  A/  =  o 
c^    öt- 

hiuziifügen  darf,  notwendig  (auch  wenn  man  auf  beschränkte 
Räume  und  \ollkommene  Spiegel  verzichtet)  eine  der  Erfahvung 
widersprechende  Strahlungsformel  nach  der  Methode  Jeans-Lorentz 

(1)  W.  Ki.TZ,  C£mres.  XVIII,  p.  i\b. 
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sich  ergeben  wird  ;  dass  aber  bei  Voraussetzung  retardierter  Poten- 
tiale jene  Methode  deswegen  unzulässig  ist,  weil  sie  mit  einer  un- 
endlichen Anzahl  Elektronen  (und  einem  vollkommenen  Spiegel) 
operiert. 

Güttingen.  Februar  1909. 


XXY. 

ZUM  GEGENNVÄRTir.EN  STAND 

DES   STRAHLUNGSPROBLEMS, 

Von  W.  ritz  lni.  A.  EINSTEIN. 


Physikalische  Zeitschrift,  lo.  Jahrgang,  N^  9,  Seite  323-3->.4. 


Zur  Aufklärung  der  Meinungsverschiedenheiten,  welche  in 
unsern  beiderseitigen  Publikationen  (')  zutage  getreten  sind,  be- 
merken ^^ir  Folgendes. 

In  den  speziellen  Fällen,  in  denen  ein  elektromagnetischer  Vor- 
saniii  au  feinen  endlichen  Baum  beschränkt  bleibt,  ist  die  Dar- 

DO  J 

Stellung  des  Vorganges  sowohl  in  der  Form 

_ '-^dx'dfdz' 

als  auch  in  der  Form 

/ = A  =  ^  j  -^^ — r — -  ^^'  '^y  ^= 

und  in  andern  Formen  möglich. 

Während  Einstein  glaubt,   dass  man  sich  auf  diesen   Fall  be- 
schränken könne,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  «v'e5e^^^ 


(')  W.   UiTZ,  (Xuvres,  XVIIl,  p.  493,    und  A.  Einstkin,  Physikalische  Zeil- 
schrift, t.  \,  1909,  p.  185-193. 


l 

's 
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lieh  ZU  beschränken,  betrachtet  Ritz  diese  Beschränkung  als  eine 
prinzipiell  nicht  erlaubte.  Stellt  man  sich  auf  diesen  Standpunkt, 
so  nötigt  die  Erfahrung  dazu,  die  Darstellung  mit  Hilfe  der  retar- 
dierten  Potentiale  als  die  einzig  mögliche  zu  betrachten,  falls  man  I 

der  Ansicht  zuneigt,  dass  die  Tatsache  der  Nichtumkehrbarkeit 
der  Strahlungsvorgänge  bereits  in  den  Grundgesetzen  ihren  Aus- 
druck zu  linden  habe.  Ritz  betrachlel  die  Einschränkung  auf  die 
Form  der  retardierten  Potentiale  als  eine  der  Wurzeln  des  zweiten 
Hauptsatzes,  während  Einstein  glaiibt,  dass  die  Nichtumkehrbar- 
keit ausschliesslich  auf  Wahrscheinlichkeitssründen  berulie. 


O' 


Züricli.  April  1909. 
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DAS 

PRINZIP  DER  RELATIVITÄT  IN  DER  OPTIK. 

(ANTRITTSREDE  ZUR  HABILITATION.) 


Ein  Grundgesetz  der  Mechanik,  das  Prinzip  der  Relativität, 
besagt,  dass  die  gleiclifcirniige  Translation  eines  mechanischen 
Systems  ohne  Einlluss  bleibt  auf  die  Vorgänge  innerhalb  desselben. 
Gleiches  gilt  von  der  absoluten  Orientation  des  Systems  im  Räume : 
eine  beliebige  Drehung  der  Koordinatenachsen  ändert  die  Gestalt 
der  Gleichungen  der  Mechanik  nicht.  Beide  Aussagen  kann  man 
dahin  zusammenfassen,  dass  diese  Gleichungen  unverändert  blei- 
ben, wenn  man  an  Stelle  der  Koordinaten  J^.,y,  ^  neue  einfühlt 
durch  die  linearen  Beziehungen  : 

^•' =  a,  X -i- ,3i_7 -+- Yi -5 -I- »'i  ^, 

j/' =  a2:r -i- ßo  J' -1- ",'2  ^ -i- t^2  ^ 
z'=  7.30- -\-  '^:iy  —  -[3Z-r'l>:it, 

worin  die  a,  |j,  ^'  die  Richtungskosinusse  sind,  die  den  sog.  Ortho- 
gonalitätsbedingungen  genügen  müssen,  während  Ci,  t'o,  ^'3  die 
Komponenten  der  konstanten  Translationsgeschwindigkeit  des 
Systems  sind. 

Gleiches  gilt  natürlich  auch  für  alle  diejenigen  physikalischen 
Erscheinungen,  die  auf  mechanische  Vorgänge  innerhalb  der  Ma- 
terie sich  zurückführen  lassen,  wie  der  Schall,  die  Wärme  usw. 

Ganz  anders  ist  es  mit  den  optischen  und  den  mit  ihnen 
verknüpften  elektrodynamischen  Erscheinungen.  Zwei  Tiieorien 
haben  sich  bekanutlich  lange  Zeit  das  Geliiet  der  Optik  streitig 
gemacht.  Die  E niissionshypothcse  und  die  ündulations-  oder 
Äther theorie.    Nach    dem    ersten    ^\ird    die   Eneri^ie    von  einem 
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leuchtenden  Körper  nach  allen  Seiten  fortgeschleudert.  Nach  der 
zweiten  pflanzt  sie  sicli  wellenartig  fort  in  dem  das  ganze  Weltall 
erfüllenden  Lichtäther.  Je  nachdem  wir  die  eine  oder  die  andere 
Theorie  zu  Grunde  legen,  werden  Avir  für  den  Einfluss  einer  Trans- 
lationsbewegung der  Materie  ganz  andere  Resultate  erhalten. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Emissionshypothese.  Die  Energie- 
tedchen  werden  mit  einem  konstanten  stets  gleichen  Anfangsimpuls 
fortgeschleudert,  sie  bewegen  sich  geradlinig  fort,  bis  sie  einen 
neuen  Körper  treffen,  der  sie  dann  ablenkt.  Alle  diese  Vorgänge 
sind  rein  mechaiiisclie,  folglich  bleibt  auch  das  Rehitivitätsprinzip 
erfüllt.  Leuchtet  ein  Körper  kurz  auf,  so  werden  die  ausgesaudten 
Lichtteilcheu  zu  jeder  Zeit  die  Fläche  einer  Kugel  erfüllen,  die 
sich  gleichmässig  ausbreitet,  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  leuch- 
tenden Körper  zusammenfällt,  ob  derselbe  nun  in  Ruhe  oder  in 
gleichförmiger  Bewegung  begriffen  sei.  Die  optischen  Gesetze 
werden  also  nach  der  Emissionshypothese  durch  eine  gleichförmige 
Translation  der  Materie  nicht  beeinflusst. 

Anders  bei  den  V^oraussetzungen  der  Undulationstheorie.  Ruht 
hier  der  Äther  und  auch  der  strahlende  Körper,  so  breitet  sich  zwar 
das  Licht  auch  kugelförmig  aus,  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
bleibt  im  leuchtenden  Körper.  Bewegt  sich  aber  dieser,  so  ist  das 
für  die  Ausbreitung  des  Lichtes  ganz  gleichgültig:  dieselbe  richtet 
sich  nur  nach  dem  Äther,  nicht  nach  der  Materie.  Eine  bestimmte 
Zeit  nach  dem  Auileuchten  werden  wir  also  folgendes  Bild  haben  : 


Die  Undulatiojist/ieorie  fofdrrt  also  einen  Einfluss  der  Tians- 
lalion  der  Materie  au f  die  optiscJien  Erscheinungen . 

Nun  aljer  ist  bekannt,  dass  die  Emissionshypotliese,  wenigstens 
in  der  Gestalt,  die  ihr  Newton  gegeben  hat.  sich  nicht  bewährt  liat, 
vyährend  die  Undulationstheorie  sämtliche  Erscheinungen  befrie- 
digend darstellt.    Es  war  dalier  zu  erwarten,  dass  die  Bewegung  der 
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Erde,  zum  Beispiel,  einen  Eintluss  auf  die  optischen  Vorgänge  ha- 
ben müsste,  und  dass,  auch  wenn  man  Lichtquellen  benutzt,  die  an 
der  Translation  der  Erde  teilnehmen,  die  Lage  der  Beugungsbilder, 
der  Interferenzstreifen  usw.  von  der  Orientierung  des  Apparates 
gegen  die  Erdbewegung,  also  schliesslich  gegen  den  Fixstern- 
himmel abhängen  würde.  Allerdings  zeigt  die  Theorie  in  ihrer 
vollkommensten  Gestalt,  die  ihr  Lorentz  gegeben  hat,  dass  der 
Eintluss  ein  sehr  geringer  sein  muss  und  durch  die  sog.  Gheder 
zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  d.  h.  Glieder,  die  das  Verhältnis 
Erdgeschwindigkeit :  Lichtgeschwindigkeit  zum  (kiadrat  enthalten. 
Das  ist  ungefähr  ein  Hundertmillionstel. 

Dem  amerikanischen  Physiker  Micheison  gelang  es  zuerst,  die 
Schwierigkeiten  eines  so  feinen  Versuches  zu  überwinden.  Das 
überraschende  Resultat  war,  dass  der  erwartete  Einfluss  der  Erd- 
bewegung nicht  vorhanden  war.  Andere  Versuche,  teils  optischer 
teils  elektrischer  ^atur  haben  dies  Ergebnis  bestätigt,  so  dass  man 
die  Überzeugung  gewinnt,  dass  auch  die  optischen  Erscheinungen 
dem  Relativitätsprinzip  genügen  und  dass  die  Natur  in  diesem 
Falle  strenger  an  ihren  allgemeinen  Prinzipien  hält  als  die  Physiker 
es  getan  hatten. 

Wir  sind  nun  vor  folgendes  Dilemna  gestellt:  die  Emissions- 
hypotlicse  genügt  dem  Relativitätsprinzip ;  soll  sie  aber  sonst  auch 
annehmbar  sein,  so  muss  sie  tiefgreifende  Änderungen  in  ihrem 
Aufbau  erfahren.  Die  Undulalionstheorie,  die  sonst  befriedigend 
wäre,  ist  mit  dem  Prinzip  zunächst  unvereinbar.  Für  die  Gesetze 
des  Lichtes  ist  eben  nicht  nur  die  Materie,  sondern  vor  allem  der 
Äther  massgebend,  dessen  Bewegung  oder  Ruhe  mitwirkt.  Will 
man  diesen  EinOuss  ausschalten,  so  erweisen  sich  tiefgreifende 
Änderungen  in  den  BegrilTen  Zeit,  Raum  und  Bewegung  als  not- 
wendig. Diesen  letzteren  Weg  ist  Lorentz  gegangen,  ferner  Ein- 
stein, endlich  in  wesentlici)  xertiefier  Fassung  Minkowski,  der 
der  Wissenschaft  so  jäh  entrissen  worden  ist.  Um  uns  zu  veran- 
schaulichen, welche  Änderungen  im  Zeitbegrilfe  nötig  sind,  wenn 
man  das  Relativitätsprinzip  in  die  Undulalionslheorie  einführen 
will,  kehren  wir  zurück  zu  unserer  Figur.  Wir  denken  uns  in  A 
und  B  zwei  Beobachter  mit  sehr  vollkommenen  Uhren  versehen. 
Zur  Zeit  t  =  o  lässt  der  erste  ein  Lichtsignal  leuchten,  während 
der  zweite  feststellt,  zu  welcher  Zeit  er  dieses  Signal  wahrnimmt. 
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Nun  ist  zwar  bekanntlich  wohl  möglich,  an  verschiedenen  Punkten 
der  Erde  Uhren  herzustellen,  die  genau  Schritt  hallen  mit  der  Um- 
drehung der  Erde  um  sich  selbst  und  somit  denselijen  Gang  haben. 
Damit  sie  aber  auch  gleichzeitig  dieselbe  Stunde  angeben,  also 
synchron  gehen,  ist  es  notwendig,  die  Difierenz  der  geographischen 
Lange  festzustellen.  \  iel  genauer  erreicht  man  das  Ziel  durch  ein 
elektrisches  Signal,  \\  elches.  von  dem  einen  BeoJjachler  abgegeben, 
sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  zum  andern  fortpflanzt.  Wenn  aber 
die  Zeit  im  Punkte  ß  durch  dieses  Mittel  festgestellt  ist,  so  ist  es 
nicht  mehr  möglich,  die  Lichtgeschwindigkeit  in  der  besprochenen 
Weise  zu  messen:  je  nach  der  Bewegung^es  Systems  wird  der  Be- 
obachter B  einfach  seine  Uhr  anders  stellen,  und  um  den  Einfluss 
der  Bewegung  wahrzunehmen,  muss  der  Beobachter  über  andere 
Mittel  verfügen,  um  die  Gleichzeitigkeit  in  verschiedenen  Orten 
festzustellen.  Durch  geeignete  Hypothesen  haben  wir  ihm  nun 
diese  Mittel  zu  entziehen . 

Dazu  ist  zunächst  erforderlich,  dass  alle  Kräfte,  auch  die  Gravi- 
tationskraft, sich  nach  demselben  Gesetz  ausbreiten  wie  das  Licht: 
so  wird  eine  Kontrolle  eines  Signals  durch  ein  anderartiges  un- 
mciglich.  Nun  könnte  aber  der  Beobachter  ß  sich  nach  A  mit  seiner 
Uhr  Ijegeben,  den  Gang  seiner  Lhr  und  ihren  Synchronismus  mit 
der  Normalulir  A  vergleichen,  sich  nach  B  zurückbegeben  und 
nun  den  \  ersuch  ausführen.  Jetzt  wird  sich  die  Absolutbewegung 
geltend  machen,  \\  enn  nicht  der  Gang  einer  L  hr  in  einem  Ijewegten 
System  so  \on  der  Bewegung  abhängt,  dass  der  Synchronismus 
durch  das  Forttragen  der  Uhr  gerade  um  den  geeigneten  Betrag 
sich  ändert  und  dass  beim  Rücktragen  der  Uhr  in  umgekehrter 
Richtung  bis  A  hier  der  Synchronismus  wieder  hergestellt  ist.  Der 
Gang  der  L  hren,  durch  die  wir  die  Zeit  in  beliebigen  Orten  defi- 
nieren, vermittelst  der  Normaluhr  A,  hängt  also  von  der  Geschwin- 
digkeit des  Systems  AB  ab.  Die  so  definierte  Zeit  ist  Jiai iirlich 
ein  durchaus  relativer  Begriff'.  Zwei  Ereignisse  an  verschie- 
denen Orten  können  nicht  mehr  schlechthin  als  gleichzeitig  be- 
zeichnet werden,  das  hat  gar  keinen  Sinn  mehr.  Sind  sie  gleich- 
zeitig für  einen  Beobachter,  so  sind  sie  es  im  allgemeinen  nicht 
für  einen  zweiten,  der  sich  relativ  zum  ersten  bewegt.  Zwei  Zei- 
ten^ die  für  den  ersten  gleich  sind,  sind  es  nicht  für  den  zweiten. 
L  nd  da  die  Geschwindigkeiten  die  (Quotienten  von  Verschiebungen 
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durch  Zeiten  sind,  werden  auch  die  Axiome  der  Kinematik  hin- 
fällig, das  Gesetz  des  Paralleiogramms  der  Geschwindigkeiten 
wird  ungültig.  Wenn  ein  Körnchen  Radium  nach  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen  Elektronen  von  aSoooo''"'  Geschwindigkeit 
aussendet,  ist  die  relative  Geschwindigkeit  dieser  Elektronen 
nicht  einfach  Soocoo'"",  sondern  ergibt  sich  aus  einer  komplizier- 
ten Formel  gleich  296000*"":  die  Relativgeschwindigkeit  bleibt 
kleiner  als  die  Lichtgeschwindigkeit,  wenn  die  absoluten  Geschwin- 
digkeiten es  waren. 

Die  Physik  operiert  stets  mit  dem  Grenzbegriff  des  starren  Kör- 
pers. Ein  solcher  würde  jede  Einwirkung  inslantan  weitergeben. 
Das  darf  nicht  sein.  Dieser  Grenzl)egrifi"  wird  also  als  solcher 
unzulässig. 

Doch  auch  die  Masse  wird  zu  einem  ganz  relativen  Begriff.  Sie 
hängt  \on  der  Geschwindigkeit  ab,  aber  nicht  von  der  A.bsolut- 
geschwindigkeit.  wie  ia  früheren  Theorien,  sondern  von  der  rela- 
tiven Gesell  windigkeit  in  bezug  auf  den  Beobachter.  Zwei  ver- 
schieden bewegte  Beobaciiter  werden  also  demselben  Körper  zur 
selben  Zeit  mit  gleichem  Recht  i^erschiedene  Massen  zuschreiben. 

Macht  man  alle  diese  V^oraussetzungen,  so  ist  es  nun  wirklich 
einem  Beobachter  unmöglich  geworden,  eine  gleichförmige  Trans- 
lation seines  Systems  ohne  Zuhilfenahme  fremder  Systeme  fest- 
zustellen :  das  l^rinzip  der  Relativität  ist  erfüllt.  Vor  einigen  Jahr- 
zehuten würden  allerdings  solche  Konsequenzen  eine  Tlieorie  als 
nnannehmbar  von  vorne  herein  ausgeschlossen  haben.  Aber  heute 
sind  die  Maxwellschen  Gleichungen  der  Elektrizitätslehre  und 
Optik  so  sehr  zu  Axiomen  geworden,  dass  man  ihnen  ziemlich 
unbedenklich  fast  alle  andern  Axiome  der  Physik  zu  opfern  bereit 
ist.  Merkwürdiges  Schicksal  einer  Theorie ,  von  welcher  zu 
Lebzeiten  ihres  Entdeckers  fast  niemand  etwas  wissen  wollte. 

Die  von  Einstein  und  Lorentz  gemachten  Hypothesen  lassen 
sich  dahin  zusammenfassen,  dass  bei  einer  gewissen  linearen  Sub- 
stitution der  Koordinaten  und  der  Zeit  die  Gleichungen  der  iNaiur- 
erscheinungen  ungeändert  bleijjen  : 

37'=  aiia7  -;-  «12^^  -r-  <7i3^  -T-  «li /; 

y  =z   (t.2yX  ^  tti'yy  -T-   a-23Z   -\-   ttn-^t., 

5'=  a-ixT  ^  a^iy  -+■  «33-3  -r-  Oy^t, 

t'  ^  «4]  :r  -H  «io  J'  ^-  «i3-S  -i-  Cliit, 

K.  33 
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diese  Siibstilutionsi;leicluingen  enthalten  ()  unabhängige  Para- 
meter. 

Dei'  Unterschied  ijegen  früher  bestellt  darin,  dass  auch  /  der 
Transformation  unterworfen  wird.  Das  eigentliche  Uesen  dieser 
Transformalioii  hat  erst  Minkowski  erkannt.  Es  wurde  schon  be- 
tont, dass  in  der  gewöhnlichen  \  orstellung  die  Natnr\  orgänge 
nicht  davon  abhängen,  wie  die  wirkenden  Rr)rper  in  ihrer  Gesamt- 
heit gegen  den  Raum  orientiert  sind,  sondern  nur  davon,  wie  sie 
gegeneinander  liegen.  Neben  den  drei  Raumkoordinaten  führt 
nun  Minkowski  als  vierte  die  in  geeigneter  Einheit  gemessene  ima- 
ginäre Zeit  ein.  Die  früher  gemachten  Hypothesen  besagen  nun 
einfach,  dass  in  diesem  neuen,  vierdimensionalen  Kaum  Ijetrachtet. 
die  Naturvorgänge  von  der  absoluten  (3rientation  unabhängig  sind. 
Diese  Aussage  ist  natürlich  wesentlich  befriedigender  als  die 
Lorentz - Einsteinschen  Hypothesen,  die  ihrerseits  den  Vorzug 
haben,  den  Eintluss  auf  unsere  gewohnten  Begrifle  augenschein- 
licher zu  machen.  Sie  erleichtert  die  mathenialische  Behandlung 
spezieller  Probleme  sehr,  ich  muss  mir  aber  versagen,  auf  den 
weiteren  Aufbau  dieser  Theorie  hier  einzugehen. 

Wie  verhalten  sicli  nun  die  Dinge,  wenn  wir  an  der  klassischen 
Form  des  Reiativitätsprinzips  festhalten,  und  an  der  Universalität 
der  Zeit  und  dementsprechend  die  Emissionshjpothese  so  umzu- 
gestalten suchen,  dass  sie  die  optischen  Gesetze  richtig  darstellt, 
ohne  ihre  Vorzüge  zu  verlieren,  die  ja  in  der  geometrischen  Optik 
bekannt  sind  ? 

Ein  solches  Unternehmen  könnte  zunächst  als  aussichtslos  gel- 
ten, nachdem  die  Differentialgleichungen  der  Optik  sich  so  glän- 
zend bewährt  haben.  Es  war  der  E lektronentJieorie  von  Lorentz 
vorbehalten,  uns  hier  eine  tiefere  Einsicht  zu  eröffnen.  Lorentz 
zeigte,  dass  man  die  partiellen  Differentialgleichungen  seiner  elek- 
trodynamischen und  optischen  Theorie  auch  ersetzen  kann  durch 
gewisse  Kräfte,  die  zwischen  den  Elektronen  der  Lichtquelle,  denen 
des  optischen  Apparates,  endlich  denen  der  Retina  wirksam  sind. 
Diese  Kräfte  sind  der  Gravitationskraft  nicht  unähnlich,  unter- 
scheiden sich  aber  von  ihr  zunächst  dadurch,  dass  sie  nicht  nur  von 
der  Lage,  sondern  auch  von  den  Geschwindigkeiten  und  Akzelera- 
tionen der  Teilchen  abhängen.  Diese  Verallgemeinerung  hatte 
schon  W.  Weber  in  seinem  berühmten  Grund2eselz  der  Elektro- 
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djnamik  vorgenommen.  Zweitens  ist  für  die  Wirkung  eines  Elek- 
trons A  auf  ein  anderes  B  im  Augenblick  t  nicht,  wie  bei  dem 
Gravitationsgesetz,  der  gegenwärtige  Zustand  von  A  massgebend, 
sondern  der  Zustand  zu  einer  früheren  Zeit  ^,,  die  soweit  zurück- 
liegt, dass  eine  von  A  im  Moment  ^,  ausgehende  Welle  13  gerade 
im  Moment  /  trillt. 

Aber  gesetzt  zunächst,  alle  Geschwindigkeiten  seien  unendlich 
klein,  so  können  wir  ebenso  gut  statt  von  einer  sich  fortpilanzenden 
Energiewelle  von  einer  fortgeschleuderten  Energie  sprechen  :  das 
Gesetz  der  Ausbreitung  ist  dasselbe  in  beiden  Fällen,  solange  die 
.Materie  in  bezug  auf  den  Äther  ruht.  Bloss  das  Bild,  welches  wir 
den  Dingen  unterschieben,  hat  sich  geändert.  Statt  eine  in  Zeil 
und  Raum  periodische  Verteilung  eines  Lichtvektors  zu  Grunde 
zu  legen,  werden  wir  von  der  Betrachtung  einer  ebenso  periodisch 
verteilten  Energie  ausgehen.  Ja  der  umstand,  dass,  wie  die  \'er- 
suche  über  den  Lichtdruck  zeigen,  der  strahlenden  Energie  eine 
Bewegungsgrösse  zukommt,  wie  einem  bewegten  Körper,  lässt  die 
Zweckmässigkeit  der  ^'orstellung  schon  deutlich  zu  Tage  treten. 
Eine  Kanone,  die  abgefeuert  wird,  erhält  einen  Rückschlag:  ebenso 
ein  Kfirper,  der  einen  Energiestrahl  aussendet.  Und  es  ist  doch 
wohl  einleuchtender,  von  der  Bewegungsgnisse  zu  sprechen,  wenn 
sich  die  Energie  wirklich  bewegt  als  wenn,  wie  es  die  Lorentzsche 
Theorie  will,  es  sich  um  einen  Vorgang  handelt,  bei  dem  der  Äther 
in  Ruhe  bleibt  und  gar  keine  reale  Bewegung  vorhanden  ist. 

Sie  sehen  also:  bei  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  kann 
das  Bilil  «Alher»)  durch  das  Bild  «Exmission»  ersetzt  werden, 
wenn  wir  nur  im  Ausdruck  der  Kräfte  durch  die  Lage,  Geschwin- 
digkeiten usw.  sonst  nichts  ändern.  Aber  auch  dies  ist  nicht  ein- 
mal nötig.  Man  kann  die  absoluten  Geschwindigkeiten,  die  in  der 
Lorentzschen  Formel  für  die  Kräfte  auftreten,  und  die  in  der 
Emissionstheorie  keinen  Sinn  hätten,  auf  verschiedene  Weisen 
durch  relative  Geschwindigkeit  ersetzen. 

Gehen  wir  nun  auf  den  Fall  bewegter  Körper  über,  so  wird 
sich  zwar  der  Unterschied  der  beiden  Gesetze  für  die  Lichtaus- 
breitung geltend  machen;  bei  einer  gleichförmigen  Translation 
aber  zu  Gunsten  der  Emissionstheorie,  weil  das  Relativitätsprinzip 
erfüllt  ist.  Ferner  ist  bekannt,  wie  einfach  die  Emissionshypothese 
die  Aberration  erklärt;  ihre  Überlegenheit  idjer  die  Undulations- 
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theorie  in  dieser  Hinsiclil  hat  KircliliolT  ausdrücklich  hervorge- 
hoben. Eine  nähere  Betrachtiiny^  aller  hierher  <iehr»ri2en  Erschei- 
nungen  zeigt  wirklich,  dass  man  der  Erfahrung  vollständig  genügen 
kann. 

Was  nun  weitere  Vorteile  der  Eniissionshvpothese  gegenüber 
der  Lorentz-Einsteinschen  Theorie  belrifFt,  so  scheint  es  mir,  dass 
man  den  Vorteil  für  die  Ökonomie  unseres  Denkens  nicht  zu 
gering  anschlagen  darf.  Es  wirkt  sehr  erschwerend,  dass  bei  Be- 
handlung irgend  eines  Problems  sich  stets  dieser  Widersj)ruch 
zwischen  unsern  V  orstellungen  und  den  Gesetzen  der  neuen  Kine- 
matik geltend  macht. 

Ferner  möchte  ich  eine  grössere  Symmetrie  in  der  Beschreibung 
der  Vorgänge  hervorheben.  Betrachten  wir  zwei  gleichförmig  be- 
wegte Elektronen;  nach  dem  alten  Relativitätsprinzip  sollte  sich 
für  die  Kraft,  die  das  eine  auf  das  andere  ausübt,  ein  Ausdruck 
ergeben,  der  nur  von  der  relativen  Lage  und  Geschwindigkeit  ab- 
hängt, und  es  ist  für  eine  Lngleichheit  von  Actio  und  R^eaclio  gar 
kein  (jrund  vorhanden.  J!)em  ist  anders  in  der  Loientzschen 
Elektrodvnaniik.  Hier  hängen  die  Kräfte  ab,  nicht  \on  der  Belaliv- 
geschwindigkeit,  sondern  von  der  Geschwindigkeit  in  bezug  auf 
den  Äther;  es  ergibt  sich  im  allgemeinen  eine  Ungleichheit  \on 
Actio  und  Reactio  auch  bei  gleiciiförmiger  Bewegung.  Dies  hättfc 
zur  Folge,  dass  ein  gegen  die  Richtung  der  Erdbewegung  schräg 
aufgehängter  Kondensator  in  geladenem  Zustande  eine  andere 
Bewegungsgrösse  hätte  als  im  ungeladenen;  bei  der  Entladung 
müsste  er  einen  Drckinipuls  evi^ihvan.  Der  \  ersuch  ist  \  on  Trou- 
ton  und  Noble  ausgeführt  worden  :  der  Drehimpuls  existiert  nicht, 
und  somit  auch  nicht  die  Dissymmelrie  der  Kräfte,  die  ihn  her- 
vorbringen sollten.  Die  Lorentz-Einsteinsche  Relatnitätstheorie 
hebt  nun  nicht  etwa  die  Dissymmetrie  der  ursprünglichen  Formel 
auf,  sie  kompensiert  sie  durch  andere  Dissymmetrien  der  Moleku- 
larkräfte und  scheinbare  Dimensionsänderungen  der  Körper.  Das- 
selbe fand  sich  schon  bei  der  Ausbreitung  des  Lichtes:  die  Erfah- 
rung erforderte,  dass  in  einem  bewegten  System  die  Ausbreitung 
des  Lichtes  symmetrisch  vor  sich  gehe,  wie  in  einem  unbewegten, 
während  das  gewöhnliche  Gesetz  der  Lichtausbreitung  eine  Dis- 
symmetrie verlangt.  Die  Emissionshypothese  hebt  nun  die  Dis- 
symmetrie des  Grundgesetzes  einfach  auf,  während  die  Einsteinsche 
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Theorie  sie  durch  die  Dissyninietrie  des  Zeitbegrifles  kom- 
pensiert. 

Der  wiclitigste  Vorzug  entsteht  der  Eniissionstheorie  aus  der 
Möglichkeit,  die  Grcuitationskrafl  auf  elektrische  Kräfte  zurück- 
zuführen, und  zwar  in  der  Weise,  dass  sie  die  Gravitationskonstante 
a  priori  aus  elektrisclien  und  molekularen  Ronstanten  ableitet. 

Die  Elektronenlheorie  stellt  sich  l)ekanntlich  jedes  Atom  vor  als 
aufgebaut  aus  positiven  und  negativen  Ladungen,  deren  Summe 
Null  ergibt.  Mit  dieser  Vorstellung  hatten  zwar  schon  Zöllner  und 
Mosotti  versucht,  die  Gravitation  zu  erklären,  indem  sie  annahmen, 
dass  die  Anziehung  entgegengesetzter  Ladung  die  Abstossung  glei- 
cher Ladung  um  einen  geringen  Bruchteil  übersteige.  Derselbe 
ist  allerdings  ausserordentlich  gering,  nämlich  etwa  der  io~-^'"''Teil. 
Allein  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dies  nur  ein  anderer  Ausdruck 
für  dieselben  Tatsachen  ist :  die  Gravitationskonstante  ist  nicht 
a priori  ableitbar  aus  andern.  Anders  in  der  Emissionshypothese. 
Die  Erscheinungen  des  Magnetismus  erfordern  nämlich,  dass 
einige  dieser  Ladungen  sich  in  Bewegung  befinden.  Nehmen  wir 
an,  um  es  mit  einer  beslimmlen  \  orstellung  zu  tun  zu  haben,  dass 
einige  der  positiven  Ladungen  mit  sehr  grosser  Geschwindigkeit 
rotieren,  und  die  Geschwindigkeit  sei  dieselbe  für  alle.  Zwei  so 
konstituierte  Atome  werden  zwar  keine  resultierende  elektrostati- 
sche Kraft  ergeben,  wohl  aber  eine  elektrodynamische.  Aller- 
dings haben  wir  es  in  Wirklichkeit  immer  mit  Körpern  zu  tun,  die 
eine  grosse  Anzahl  Atome  enthalten ,  und  die  Rotationsachsen 
werden  alle  möglichen  Richtungen  einnehmen  :  es  muss  das  Mittel 
gebildet  werden.  In  der  Lorentzschen  Theorie  ergibt  sich  Null; 
denn  die  ^^  irkung  einer  elektrischen  Kraft  auf  eine  Ladung  ist 
unabhängig  von  ihrer  Bewegung  und  \\eh\.  sich  für  die  positiven 
und  negativen  im  Mittel  heraus.  Die  Wirkung  einer  magnetischen 
Kraft  daher  ist  proportional  der  Absohitgescliwindigkeit  der 
Ladung,  und  dreht  ihr  Vorzeichen  mit  der  Geschwindigkeit  um. 
Entgegengesetzte  Rotationen  heben  sich  daher  auf  in  ihrer  Wir- 
kung, es  gibt  keine  resultierende  Kraft. 

Allein  schon  die  Webersche  Theorie  hatte  dieselben  elektro- 
magnetischen Kräfte  durch  die  Einführung  bloss  von  Relativ- 
geschwindigkeilen  in  dem  Ausdruck  der  Kraft  dargestellt,  und 
die  Linkehrun"   der  einen  Geschwindigkeit  kehrt  hier  die  Kraft 
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nicht  einfach  um.  Es  fraiit  sich  also,  ob  wir  in  dein  all<:emeinen 
Ausdruck  dei-  Kraft,  die  zwei  Elektronen  auf  einander  ausüben, 
in  der  Emissionstheorie  nicht  solche  GHeder  einfüliren  k<'innen, 
ohne  mit  der  Erfahrung  in  Kontlikt  zu  kommen,  die  von  der  Pieh^tiv- 
geschwindigkeit  abhängen  und  bei  der  Mittelwertbildung  nicht 
Null  ergeben.  Dem  ist  wirklich  zo,  z.  B.  sind  Glieder  miiglich, 
die  der  Relativgeschwindigkeit  zur  vierten  Potenz  direkt  propor- 
tional sind,  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt:  und  die 
Kraft  liegt  in  der  \  erbindungslinie.  Der  Mittelwert  ist  von  \ull 
verschieden;  da  diese  Glieder  vierter  (Jrdnung  sind,  ergeljcn  sie, 
wie  es  ja  sein  muss.  eine  \erhältnismässig  ausserordentlich  kleine 
Kraft.  Der  Koeffizient  hängt  ab  \on  der  Anzahl  rotierender  La- 
dungen und  den  Quadraten  dieser  universell  gedachten  Rotations- 
geschwindigkeiteo.  Es  genügt,  in  jedem  Atom  die  Anzahl  der 
rotierenden  Ladungen  proportional  der  Masse  anzunehmen,  um 
das  Gravitationsgesetz  zu  erhalten  und  den  Wert  der  Gravilations- 
konstaute,  ausgedrückt  durch  elektrische  und  molekulare  Kon- 
stanten. 

Damit  wäre  die  Gravitationsenergie  auf  elektrische  Energie 
zurückseführt:  gleiches  i;ilt  schon  von  der  kinetischen  fdurch  den 
ßegrifl  der  elektromagnetischen  Masse)  und  den  andern  Energie- 
formen. So  eröffnet  sich  uns  die  Hoffnung,  dass  die  Naturvorgänge 
dem  Postulat  der  Einheit  der  Energie  genügen,  ein  Postulat,  das 
in  der  wohl  zu  speziellen  Form,  dass  alle  Energie  kinetische  sein 
müsse,  von  Lord  Kelvin,  Heinr.  Hertz  und  andern  aufgestellt 
worden  ist.  Gleichzeitig  dürfen  wir  erwarten,  dass  die  A  erteilung 
und  Bewegung  der  Energie  im  Piaume  bei  der  Beschreibung  der 
Natiirvoriiänüe  ein  besonders  einfaches  Element  sein  wird. 
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EXTRA  ITS  DE  LETTRES 

SIR    LA 

ROTATION  DU   PLAN   DE  POLARISATION, 

LABSORPTION, 

LES  SPECTRES  EN   SERIES. 


Lettre  non  datee  ä  A.  Cotton. 

Vous  ai-jeditque  les  calculs  quej'aifaits  surles  theories  actuelles 
de  la  rotation  de  la  lumiere  dans  les  liquides  m'ont  montre 
qu'elles  conduisent  toutes  ä  des  differences  entre  les  deux  indices 
d'absorption  de  meme  ordre  qu'enlre  les  indices  de  refraction, 
— i— 5,  c'est-a-dire  parfaitement  inobservables  ?  Si  je  ne  me  trompe 
beaucoup  (je  n'ai  pas  repris  ces  calculs),  le  seul  fait  que  vous 
avez  decouvert  des  absorptions  nettement  differentes  fait  crouler 
tou les  ces  theories,  et  permet  de  preciser  la  nature  du  teriue  de 
frottemcnt  qui  conduit  ä  l'explication  vraie.  Ge  terme  a  precise- 
ment  la  forme  d'une  vitesse  de  rotation,  et  son  influence  asjme- 
trique  sur  les  deplacements  des  charges  electriques  ou  des  atomes 
environnants  est  comparable  ä  celle  d'une  helice  de  bateau.  Les 
theories  connues  jusqu'ici  n'adinettaient  aucune  interprelation 
mecanique. 

Dans  iine  autre  lettre  ä  A.  Colton,  Ritz  enonce  d'autres  contradictions 
entre  la  theorie  et  l'experience  : 

1 1  novenibre  1908. 

J'ai  lu  avec  interet  le  Memoire  de  Natanson.  Je  remarque  qu'il 
ne  sait  pas  que  Drude  a  change  un  peu  sa  iheoi^ie,  d'apres  certaines 
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ohjections  de  A'olgt.  Elle  est  exposee  dans  U  inkelmanns  Hand- 
buch^ 2"  edition.  De  plus,  Natanson  ('),  comine  les  autres,  ne 
remarque  pas  la  conlradiclion  que  j'al  trouvee.  Dans  l'exemple 
qu'il  traite,  sil  avail  calcule  les  pouvoirs  absorbanls  et  Tindice  de 
refraction  separement,  il  aurait  trouve  que,  etant  donnee  la  valeur 
(approximative)  de  ces  pouvoirs  absorbants,  l'influence  de  cette 
bände  sur  Tindice  de  refraction  ne  se  manifesterait  que  dans  la 
^""'"^decimale.  Or,  j'ai  autrefois  observe  eet  indice,  et  je  me  souviens 


d'avoir  constate  une  dispersion  anormale  du  genre  de  cette  courbe, 
aflectant  la  2''""^  ou  la  3"'™''  decimale. 

Pour  decider  si  vraiment  ces  deux  ordres  de  grandeur,  calcule 
et  observe,  sont  aussi  incompatibles  que  je  le  dis  .  il  faudrail 
reprendre  la  mesure  du  pouvoir  absorbant  et  de  l'indice  de  refrac- 
tion en  fonction  de  )..  Vous  voyez,  puisqu'il  s'agit  de  l'ordre  de 
grandeur,  que  ces  experiences  n'auraient  pas  besoin  d'etre  precises. 
L'indice  d'absorption  a  10  pour  100  pres  et  la  constalation  d'une 
anomalie  de  la  dis[)ersion  dans  la  3"""^  decimale  suffiraient.  L'am- 

plitude  ayant  le  facteur  e       '     ,  cest   la   constante  k  =^  fonct.  de  ). 
qu  il  faudrait  calculer. 

Si  j'avais  ce  resultat,  je  montrerais  que  les  conclusions  qui  de- 
coulent  de  la  theorie  et  de  vos  observations  (-)  sont  incompatibles, 
et  dans  quel  sens  la  theorie  doit  etre  modifiee. 

Lettre  ä  P.    Weiss. 

(joeltingue,  9  fevrier  1909. 

II  y  a  dans  le  spectre  de  l'hvdrogene  uue  serie  qu'on  na  encore 
observee  que  dans  les  etoiles.  Une  discussion  des  conditions  oü 
eile  apparait  et  de  diverses  autres  questions  y  relatives  me  con- 
duisent  ä  croire  que  ces  raies  sont  toujours  faibles,  mais  appa- 


('j  Natansijn.  Bulletin  de  l'Acad.  de  Cracovie,  oclobre  1908. 

('-)  A.  CoTTox,  Ann.  de  Cliimie  et  de  Physique.  t.  ^  III,  1896,  p.  347. 
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raissent  luieux  sous  une  grande  epaisseur  de  gaz  lumineux.  De 
meme,  Ha,  Hß  ont  meme  intensite  dans  qiielque  direclion  qu'on 
regarde  le  tube  de  Geissler,  mais  les  nouvelles  lignes  infra-rouges 
n'apparaissent  que  eiid  on,  c'est-ä-dire  sous  une  epaisseur  con- 
venable.  Donc  j'aimerais  regarder  une  decharge  (ou  une  suite  de 
decharges  rectilignes)  aussi  longue  que  possible,  la  densite  du  gaz 
elant  de  quelques  millimetres  par  exemple.  L'hydrogene  eleclro- 
Ijtique  bumide  suffit.  Comme  speciroscope,  un  petit,  Uimineux, 
suffirait  pour  rinslant.  G'esl  surtoul  la  ligne  bleue  4687,88  (') 
qu'il  y  a  esj)oir  de  trouver. 

Lettre  ä  F.  Paschen. 

Zürich,  4-  April   1908. 

...  Besonders  wicbüg  ist  es,  dass  das  Rydbergsche  Gesetz  so 
genau  bestätigt  wird.  Denn  da  die  Wellenzablen  der  von  Ihnen 
beobachteten  Linien  durch  dies  Gesetz  als  DiÜerenz  zweier  bedeu- 
tend gnisserer  Zahlen  bestimmt  werden,  so  bringt  eine  Unsicher- 
heit der  extrapolierten  Grenzen  in  der  6'''-'  Stelle  eine  solche  in 
der  S"*"  Stelle  der  berechneten  Linien  hervor:  die  Unsicherheit 
der  6"^"  Stelle  in  den  Grenzen  besteht  aber,  und  zwar  ist  sie  weniger 
den  Formeln  als  den  von  uns  ja  mehrfach  besprochenen  Beobach- 
tungsfehlern, die  von  Rowlands  Normalen  herrühren,  zur  Last  zu 
liegen. 

Was  nun  die  merkwürdige  Linie  A=  18700  betritTt,  so  möchte 
ich  Ihnen  zwei  Hypotliesen  mitteilen. 

1"  Sie  gehört  zu  Wasserstoß\  Denn,  wie  Sie  wissen,  kann  man 
mit  Grund  vermuten,  dass  neben  der  Balmerschen  Serie 

=  ^(\  —  ~.)  (N  =  109673,0) 


auch  bestehen  kcinnlen  die  Serien 


!  =  N( 

i-         u-J 

-^ih 

-i^)' 

I 

A 

-(P 

-^'     ■■ 

(«=  1, 

,  2,  3,  .. 

•)• 

(1)  Raie  de  la  serie  principale  de  H  qui  n'etail  apparue  jusqu'ici  que  dans  les 
iKibuleuses  et  qui  a  ete  decouverte  recemment  par  Stark  dans  les  tubes  ä  gaz 
rarefie. 
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Nun    Ist    aber   aus  -z=N(A; \)^  A  =  187o6  A.-E.,    und   die 

Linie  , ^  ^  N  (  -^ )  finde  ich  in  Lvnians  extremen  ultravioletten 

A  \  r-      'i^y 

Spektrum.  Man  sollte  also  in  WasserstolFniliren  die  Linie  18706 
und  einige  scliwäcliere  im  Ultrarot  erwarten,  [st  H  in  Ihren 
PKihren  vorhanden? 

2"  Dieselbe  Hypothese  kann  man  auch  machen,  ausgehend  von 
einer  der  zwei  ersten  Nebenserien  von  Helium,  deren  Formel  ist 


—  i,  ,    -  ,  ,  ,  ( £,  a  beide  klein 

A 

Dann  wäre  18-00  eine  We-Linie,  deren  exakte  Berechnung  ich 
Ihnen  erst  von  Gcittinsen  aus  mitteilen  kann,  da  mir  meine  Notizen 
hier  fehlen. 

Lettre  ä.  F.  Paschen. 

Göttingen,  i^.  Juni  1908. 

Sie  können  sich  denken,  dass  mich  das  Ergebnis  bei  Wasserstoll' 
wieder  sehr  gefreut  hat.  Die  Differenz  zwischen  Beobachtung  und 
Rechnung  liegt  hier,  uie  bei  denHe-Linien  daran,  dass  ich  bei  der 
ersten  Berechnung  durchaus  nicht  erwartete,  dass  Sie  eine  so  hohe 
Genauigkeit  erreichen  würden,  und  demnach  mit  fünfstelligen 
Logarithmen  und  ohne  Berücksichtigung  der  Luftrefraktion  ope- 
rierte.   Die  genaue  Zahl,  die  sich  aus  der  \  akuumformel 

,-  =  100670,0   —- — 

ergibt,  ist  in  Lul't  y  =  i8-5  1  , 7,  was  mit  Ihrer  Angabe  18731  ±2 
vorzüglich  übereinstimmt.    Die  nächste  Linie  der  Serie 
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"^''^(^-TI^)         ^''^') 


wäre  A  ^  12818,  5,   die  Sie  vielleicht  noch  finden   können,  wenn 
sie  auch  schwächer  sein  wird  als  die  erste  Linie  ('  ). 


(')  Cetle  r;we  a  aussi  ele  trouvee  par  Paschen  {Ann.  d.  Phys.,  t    XWII,  1908, 
p.  56f))  avec  \  =  12817,6. 
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Sodann  habe  ich  meinen  Formeln  für  das  Sauerstotrspektrum 
die  ersten  infraroten  Glieder  der  Serien  extrapoliert.    Ich  finde: 

Triplets. 

i  ii3oi,C)     (stärkste  Linie) 
Zweite  Nebenserie  ni  =  2,5  a  =     i  1298,2 

'  1 1295,3, 

beobachtet  haben  Sie  ii285zbi4,  die  Diilerenz  mag  sowohl  der 
Formel  als  der  Beobaclitimg  zuzuschreiben  sein. 

I  9267,0     (stärkste  Linie) 
Erste  Nebenserie  /n  =  3  ^  =   .  O-^M^^ 

'9262,0. 

Diiblets  (starke  Komponente). 

,.7  ■       i  /i  =  2,5         X  =  i3i84 

Zweite  j\ebenserie  -         ^        wo 

/   /i  =   I  ,'J  A  =  <S.4  00. 

Letztere  Linie,  gleichzeitig  Grundlinie  der  Haiiplserie,ist  unzwei- 
felhaft Ihr  8446j0  5  'ici  so  weiter  Extrapolation,  da  schon  /i  =:  2,5 

o 

nicht  beobachtet  ist,  ist  ein  Fehler  von  i6  A.-E.  gering;  durch 
passende  Änderung  der  Konstanten  könnte  man  din  zum  Ver- 
schwinden bringen,  ohne  den  Anschluss  der  beobachteten  Glieder 
zu  verschleclileri)  in  merklichem  Alaasse. 

Erste  Nebenserie  n  =  3  a  =  1 1  437. 

Ich  denke,  diese  Linien  w erden  sich  wohl  alle  nachw eisen  lassen. 
Erst  nach  diesem  Nachweis  k(")nnte  ich  die  neuen  Serien  aus  mei- 
nem Kombinationsprinzip  bilden. 

. .  .  Als  ich  in  Tübingen  war,  hatten  Sie  eine  \^  asserstotlrühre  für 
Kanalstrahlen-Liitersuchungen  in  Betrieb. . ..  Ich  möchte  Ihnen  ein 
Problem  vorlegen,  welches  für  die  Frage  nach  dem  Relativitäts- 
prinzip, und  somit  für  die  ganze  Elektrodynamik,  von  grösster 
Bedeutung-  ist.  Nach  der  Lorentz-Einsteinschen  Relativitätstheorie 
muss  nämlich  die  Wellenlänge,  die  ein  bewegtes  Atom  aussendet, 
nicht  nur  in  der  Richtung  der  Bew^egung  nach  dem  Dopplerschen 
Prinzip  sich  verändern,  sondern  auch  bei  Beobachtung  senkrecht  zur 
R^ichtung  der  Geschwindigkeit  v  muss  sich  eine  Verschiebung  nach 
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Piot  im  Betrag     (  -  )    A  ('c=  Liclitgeschwiiidigkeit)  ergeben(' ).  Bei 

o 

Hß  und  r  =  1000  km/sec  wäre  dies  0,02  A.-E.  etwa.  Bei  Beobach- 
tung von  Ranalstrahlen  würde  man  eine  scheinijare  \  erschiebung 
der  Linie  um  weniger  als  0,02  A.-E.  beobachten,  da  natürlich 
stehende  und  bewegte  Intensität  nicht  zu  trennen  wären.  Bei  fei- 
nen Linien,  und  wenn  man  das  normale  und  das  verschobene  Spek- 
trum auf  derselben  Platte  hat,  liesse  sich  diese  Verschiebung  auch 
ohne  grosses  Gitter  nachweisen.  Wäre  es  nicht  jnöglich  zu  machen, 
dass  man  die  Frage  nach  der  Existenz  dieses  Effektes  mit  Sicher- 
heit beantworten  könnte?  Wenn  der  Eft'ekt  besteht,  ist  es  aus  mit 
unserer  universellen  Zeit,  mit  dem  Parallelogramm  der  Geschwin- 
digkeiten und  der  ganzen  Kinematik.  Ich  hoffe,  der  EtTekt  besteht 
nicht,  das  wäre  viel  schöner.  Da  es  sich  aber  um  ein  wirkliches 
Experimentuni  ciucis  handelt,  und  Sie  vielleicht,  trotz  der  grossen 
Schwierigkeit,  ein  Mittel  finden  werden  die  Sache  zu  realisieren, 
wollte  ich  sie  Ihnen  doch  mitteilen. . . . 

Lettre  ä  /•'.  Faschen. 

Gotlingen,   16.  Juli   1908. 

...  Ich  hotfe,  mit  Hilfe  Ihrer  wertvollen  Lntersuchungen  auch 
wirklich  noch  weiter  zu  kommen.  \  orerst  muss  ich  Ihnen  beichten, 
dass  meine  Sauersloflrechnung,  die  ich  nur  einmal,  nicht,  wie  sonst, 
mehrmals  gemacht  habe^  einen  Fehler  enthält,  und  zwar  bei  der 
Linie  1x437.  Diese  ist  falsch,  da  ich  die  Zusatzgrösse  meiner 
Formel,  die  bei  Haupt-  und  zweiter  Nebenserie  stets  positiv  ist,  in 
der  Zerstreuung  auch  hier,  bei  der  ersten  Nebenserie,  addierte, 
wo  ich  hätte  subtrahieren  sollen.  Der  richtige  W^ert,  der  sich  an- 
genähert auch  aus  Ihrer  und  Herrn  Runges  Formel  ergibt,  ist 
1 1  260  (-),  und  ich  zweifle  nicht,  dass  dies  i  1  287  sein  sollte  ;  dieser 
Felller  ist  ganz  normal,  der  andere  war  unmöglich,  i  i  294  und 
I  I  000  halte  ich  für  das  Tiüplett.  Betreffend  He  sind  ja  allerdings 
die  Grenzen  unsicher :  ich  glaube  aber,   dass  die  erste  Nebenserie 


(')  Einstein,  Ann.  d.  Pliys.,  l.  Will,  190;,  p.  197. 

(^)  Das  TripleLt  9260  der  ersten  Nebenserie  hatte   ich  schon  früher  berechnet, 
das  ist  richtig. 
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nur  eine  Grenze  >  29  222^  8  zulässt,  so  dass  29219,69  mir  ausge- 
schlossen scheint.  Vielleicht  ist  auch  meine  Formel  (ni,  /^,  — p^^ 
TT,  —  Tia)  nicht  so  ganz  genau,  es  könnte  sich  doch  die  Unsicherheit 
der  Serienformel  in  der  6^"°  Stelle  bemerkbar  machen,  und  ich 
glaube,  man  muss  die  Frage  offen  lassen  zunächst  und  zufrieden 
sein,  dass  es  so  schön  kla|)|)t. 

Lettre  ä  F.  Paschen. 

Götlingen  (  non  dalee). 

. .  .  Ich  wollte  wissen,  ob  das  Scheina  konstante  Differenzen,  das 
Rydberg  seinerzeit  für  das  rote  Argonspektrum  aufgestellt  hatte, 
auch  einige  Ihrer  Linien  umfasst.  Dies  ist  wirklich  so:  es  treten 
die  charakteristischen  Differenzen  bei  A  =  8522,85;  9123,6; 
9608,90  auf,  und  wenn  man  noch  Ihre  und  Runges  Messungen  im 
Rot  dazunimmt,  noch  bei  einer  ganzen  Anzahl  anderer  Linien. 
Das  Rydbergsche  Schema  hat  so  genau  die  Form,  die  nach  dem 
Kombinationsjjrinzip  zu  erwarten  ist,  dass  mich  dieses  Spektrum 
besonders  interessiert.  Es  wäre  gut,  die  den  Heliumserien  ent- 
sprechenden Argonserien  zu  finden.  Es  müssten  Doppellinien  mit 
dem  Abstand  etwa  100  dabei  sein  (die  Wellenzahlen  in  5  Stellen"). 
Ich  finde  eine  sehr  häufig  auftretende  Differenz  i  1 5, 6,  die  Ihr  Paar 
i3  5o5,6;  iSj  19,9  zeigt.    Ob  das  ein  Paar  der  Serien  ist? 


XXYIII. 


SLR  LES 


SPECTRES  DE  BANDES, 

d'apres  quelques  notes  manuscrites  de  Ritz  et  une  conversation. 
Par  PiERisK  Weiss. 


PRE.MXKRE    PARTIE.     MECA^'ISME     D  EMISSIOA     DES    SPECTRES 

DE     BANDES. 

Dans  le  Memoire  ( ' )  oü  Ritz  etudie  un  mecanisme  electromagne- 
tique  simple  emettanl  les  spectres  en  series,  il  dit  [OEin'res, 
p.  112): 

«  Auf  Bandenspektren  sind  diese  Theorien  nicht  iinwendhar. 
Ich  möchte  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Bemerkung  beschrän- 
ken, dass  man  sie  vielleicht  geschlossenen  Ringen  oder  Polygonen, 
aus  den  hetracliteten  EleinenLarmagneten  bestehend,  zuschreiben 
könnte,  in  der  Annahme,  dass  solche  Gebilde  eine  wiclitige  Rolle 
im  Baue  de^  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregenden 
elektrischen  oder  chemischen  Prozesse  erst  gesprengt  werden 
müssen,  bevor  ein  Serienspektrum  zustande  kommen  kann.  » 

II  a  ete  trouve  dans  les  papiers  laisses  par  Pvitz,  sur  une  petile 
feuille  portant  quelques  equalions  et  quelques  mots  de  texte,  une 
ebauche  de  theorie  de  ce  mecanisme  d'cmission  des  spectres  de 
bandes  que  je  vais  essayer  d'expliciter. 

Rappeions  que  Torgane  d  emission  des  spectres  en  series,  ima- 
gine  d'abord  comme  des  bätonnetsmagneliques  elnonmagnetiques, 
juxtaposes  en  ligne  droite,  peut  etre  realise  de  diverses  facons. 
Ritz  se  representait  volontiers  (  -)  les  bätonnets  magnetiques  comme 


(')  MagneUscke  Atomfelder  und  Serienspektien  {OEuvres,  VII,  p.  98). 
('-)  Loc.  cit.;  (Favres,  p.  loS. 
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foLirnls  par  des  solides  de  revolution  charges  d'electricite  a  leur 
surface  et  animes  d  ua  mouvemenl  rapide  de  rotation  autour  de 
leur  axe.  11  s'elait  rendii  comple,  en  particulier,  que  pour  des 
solides  de  revolution  quelconques  on  peut  trouver  une  distribution 
superBcielle  d'electricite  qui  les  rend  equivalents  ä  des  sjstemes  de 
deux  pöles  magneliques  silues  sur  Taxe.  Lorsque  les  pöles  magne- 
tiques  se  rapprochent  de  la  surface,  la  densite  electriqiie  augmenlf 
iudefininient  dans  leur  voisinage,  et  les  surfaces  portanireleclriciLe 
devienneiit  pratiqueuienl  equivalentes  ä  des  charges  ponctuelles. 
Ges  solides  sout  allernativenient  posilifs  et  negatifs  et  doues  de 
rotation  de  sens  contraire.  lls  sont  fixes  les  uns  aux  autres,  en 
chaine  lineaire,  par  leur  atlraction  electrostatique.  11  avait  pense 
que  les  bätonnets  non  magneliques,  exiges  eux  au?si  par  la  theorie 
des  spectres  en  series,  pourraient  etre  des  corps  electrises  de  meme 
espece  mais  depourvus  de  rotalion,  puis,  faisant  un  pas  de  plus, 
que  releclron  \  djrant  et  le  pule  tlectrique  hbre  a  l'extremite  de  la 
iile  des  bätonnets  sont  une  seule  et  meine  cbose. 

Supposons  que.  supprimant  les  bätonnets  non  magnetiques,  on 
considt-re  une  Iile  de  bätonnets  magnetiques.  On  peut  admettre 
que,  lorsqu'elle  est  soumise  ä  une  tension  a-,  eile  possede  la  pro- 
priete  de  prendre  des  mouvements  vibratoires  analogues  ä  ceux 
dune  corde  ou  plutot  d'une  chaine. 

11  regne  le  long  de  cette  corde  un  cliamp  inagnt'tique  H  dirige 
daus  le  sens  de  la  longueur,  et  eile  porte  des  charges  electriques 
equidistantes.  Supposons  que  ces  charges  executent  des  vibrations 
circulaires  autour  de  l  axe  sous  l'influence  combinee  de  la  tension 
'j-  et  du  champ  H.  (Les  notes  de  Ritz  sont  muettes  sur  la  raison  pour 
laquelle  laction  du  champ  sur  les  charges  positives  et  negatives 
voisines  ne  se  neutralisent  pas.  On  peut  peut-etre  in\oquer  ä  cet 
efTet  une  ditlerence  de  configuration  des  charges  positives  et  nega- 
tives, que  Ton  est  dispose  ä  admettre  par  ailleurs.  Les  unes,  occu- 
pant  un  espace  plus  etendu,  seraient,  par  exemple,  partiellement 
en  deliors  du  champ.) 

L'etat  vibratoire  est  alors  decrit  par 

(  .     .     m~x    . 

l  j'  =  A  s  1  n s  1  n  V  / , 

(I) 

j  ^     .     rmz  X 

I    ^  =  Asin -cosv^, 
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Oll  a  est  la  distance  enlre  deuxntt'uds  consecullfs  pour  la  Vibration 
l'ondamentale  et  v  :  2-  la  frequence.  Les  equalions  du  mouvement 
d'un  element  de  corde  dx^  de  m;isse  \).dx^  et  de  charge  zdx  con- 
liendront  le  terme  d'inertie  et  les  Forces  provenant  du  champ 
magnetique  et  de  la  lension  de  la  corde  : 

IJL  -4   -H  ^  H 7.2  -^^    =  O, 

\  ^  cy/2  (jt  (ix- 

(  -2  ) 

'    ^  ot-  dt  öx- 

d'ou,  en  substituant  ( i ),  deux  fois  la  meme  equation  : 
( 3 )  M^v^  -f-  £v  H  —  '^^^  a2  =  o, 

dans  laquelle  H  peut  aussi  eti-e  remplace  par  —  H,  donc 


14)  V  =  ±  —  ±  —  t /  I  +  \    ,  ;  a-^. 

n\L        lu.  \  E-  H-  a^ 

Les   Solutions    correspondant    aux    deux  signes   +   et    aux    deux 
signes  —  sont  seules  acceptables.  En  posant 

nombre  qui  est  petit  cjuand  la  tension  de  la  corde  a  un  role  subor- 
donne  par  rapport  au  champ,  on  a 

,  , ,  £  H  /  ni- k^         in* k'* 

(  3  )  V   = 


Pour  m  :=  o,  on  retrouve  la  frequence  d'une  charge  decrivanl  un 
cercle  dans  le  champ  H.  Si  l'on  s'arrete  au  deuxieme  terme,  on  a 

la  loi  de  Deslandres  avec  Vü=  - —  pour  la  tete  de  la  bände.  Si  Ton 

\j.   '■ 

coiiserve  le  troisieme   terme,    v   croit  moins  vite,  comme  le  veut 
l'experience  dans  certaines  bandes  ä  raies  nombreuses. 

Ritz  est  amene  ici  ä  choisir  entre  une  file  rectiligne  et  un  anneau 
ferme.  11  donne  la  preference  ä  ce  dernier  dans  les  termes  suivants  : 
«  S"il  y  a  deux  extremiles,  les  lignes  devraient  etre  d'abord  simples 
{ni=  I,  y.,  ...),    puis  ä   in   grand  correspundront  des  vibrations 
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diverses  selon  que  Ion  se  troiive  aux  extremites  ou  au  milieu. 
Donc  anneau  circulaire.    » 

V  croit  avec  m,  la  bände  a  donc  la  tele  du  cöte  du  rouge.  Pour 
oblenir  des  valeurs  de  v  decroissantes,  il  faiit  supposer  a-  negatif. 
L'anneau,  au  lieu  d'etre  tendu,  est  comprime  dans  la  direction  de 
la  Peripherie. 

L'ecartement  entre  deux  raies  consecutives  est  donne,  ä  partir  de 
la  formule  complete  (4),  par 

fl?v         v,i         mk- 
(6) 


dm 


\J  I  -f-  in"^  A"' 


II  croit  plus  lentement  que  la  loi  de  Deslandres  lindique,  et  cela 
est  conforme  a  l'experience.  Mais  Tecart  ne  cesse  pas  de  croitre. 
La  formule  ne  donne  donc  pas  le  maximum  d'ecartement  des  expe- 
riences  de  Kayser  et  Runge  (')  siir  le  spectre  du  cjanogene  (-). 

Sur  une  autre  feuilie  de  notes  de  Ritz  se  trouve  la  trace  de  nom- 
breuses  tentatives  pour  trouver  la  meilleure  formule  empirique  ä 
trois  constantes  represeniant  ces  experiences  de  Kayser  et  Runge. 
Gelte  feuilie  parail  etre  aiiterieure  ä  ses  idees  sur  Torigine  electro- 
magnetique  des  spectres  et  n'est  donc  qu'indirectement  en  rapport 
avec  ce  qui  precede.  II  essaye  notamment 

V  =  a  -4-  bm''-  sj \  -;-  cm* 

et  les  trois  premiers  termes  de  son  developpement 

V  =  rt  -+-  6/n-  -f-  cm'^ 

et  trouve  que  le  terme  en  m^  varie  trop  rapidement.  II  essaye 

v2  =  a  -f-  /;m-  -f-  cm* 
et 

V  =  a  -f-  hm'^  -H  ein* . 

II  trouve  celte  derniere  formule  preferable  aux  autres  et  note  ä  ce 


(')  Kayser  et  Hcxge,   Wied.  Ann.,  i.  XXXVIII,  1S89,  P- ^o. 

(^ )  La  meme  feuilie  de  Notes  porte  encore  l'indication  suivante,  qui  se  rapporle 
ä  une  autre  Solution  possible  du  probleme,  dans  laquelle  n'intervient  pas  la  ten- 
sion  a-  :  «  Outre  le  champ  magnetique  constant  qu'il  produit  dans  toute  sa  lon- 
gueur,  un  anneau  peut  etre  soumis  encore  ä  des  champs  magnetiques  exterieurs, 
variables  de  point  en  point,  faibles  par  rapport  au  premier.  » 

R.  34 
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propos  que  <(  ä  partir  de  la  i6o^  ra/'e  les  fonciions  v  =f(^m)  et 
v-=:/(m)  se  coinportent  d' une  nianiere  non  reguliere  ».  Nous 
allons  revenir  sur  ce  point.  11  essaje  encore 


—  bin'' 


I  —  y.  m  - 


1  erreur  est  uii  peu  plus  grantle  que  ci-dessus. 

Dans  une  conversalion,  Ritz  avait  enonce  une  idee  qui  rattache 
ce  quil  appelle  le  caractere  non  regulier  de  la  fonction  v  pour 
les  raies  d^  ordre  eleve  au  mecanisme  d'emission.  11  setait  exprinie 
ä  peu  pres  de  la  maniere  suivante  : 

On  possede  dans  certaines  bandes  des  nonibres  de  raies  conside- 
rables  dont  la  position  est  determinee  avec  exaetitude,  mais  quelle 
que  soit  la  loi  em|)irique  avec  laquelle  on  clieixhe  ä  representer  la 
distribulion  des  raies  dans  ces  bandes,  il  arrive  un  moment  ou, 
pour  un  nuniero  d'ordre  eleve  des  raies,  cetle  loi  est  en  defaut. 
Si  Ion  a  recours  ä  une  representation  graphique,  la  courbe  tourne 
court  a\ec  une  brusquerie  que  les  formules  habituelles  ne  rendent 
pas. 

Imagmons  que  la  partie  de  1  atome,  dont  les  Mhralions  emettent 
des  spectres  de  bandes,  ait  une  structure  analogue  ä  celle  d'une 
chaine  composee  de  maillons  de  longueur  determinee.  On  concoit 
alors  tres  bien  que  les  vibrations  se  produisent  pour  la  plus  grande 
partie  du  plienomene,  comnie  si  la  cliaine  avait  une  structure  con- 
tinue,  tandis  que,  pour  des  longueurs  d'ondes  voisines  de  la  lon- 
gueur du  maillon  (ou  de  certaines  valeurs  particulieres  en  relation 
avec  eile),  les  nonibres  de  vibrations  sont  influences  par  la  grandeur 
linie  de  l'element. 

DEUXIEME    PARTIE.     STRUCTURE    DES    BAXDES. 

A  la  question  qui  lui  avait  ete  adressee  :  N'est-il  pas  etabli  que 
les  bandes  ont  quelquefois  deux  tetes,  l'une  du  cöte  des  grandes 
longueurs  d'ondes,  lautre  du  cöte  des  petites?  [bypothese  de 
Thiele  (')],  Ritz  avait  repondu  sans  conmientaires  :  «  Cette  idee 
n'est  pas  soutenable.  » 

('_)  TiiiKLK,  Aslropk.  Journal,  t.  ^  I,   i^ig;,  p.  65. 
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Les  Tableaux  de  nombres  tromes  dans  ses  noles  monlrent  quc 
celte  con\  iction  se  i'attache  aussi  ä  Ictude  des  baiides  du  cyanogene 
observees  d'abord  par  Rayser  et  Pvunge  ('),  piiis  |)ar  JungbUilh  (2) 
el  dont  les  tetes  sont  ä  3883,56;  3871,53;  386 1. 85  et  3854,85  A. 

Voici  en  quelques  mols  lelat  de  la  questlon  :  King  (•')  ajanl 
decouvert  de  nouvelles  letes  dirigees  du  cote  des  petites  longueurs 
d'ondes,  a  cru  pouvoirles  considerer  commeles  queues  correspon- 
danl  aux  tetes  anciennement  connues  el  les  a  associees  en  faisanl 
chevaucher  les  bandes  les  unes  sur  les  autres.  Comnie  preuve  de 
Celle  coordinalion,  il  donne  des  relaiions  numeriques  enlre  les 
longueurs  dondes  des  tetes  el  des  queues.  EUes  sonl  contenues 
dans  le  Tableau  suivanl  : 


T„ 

Q„ 

T„ 

Q,. 

3590. 

,  Di 

3-2o3,84 

1,12  069 

3883, 60 

3463, 6g 

1 , 12039 

3385^ 

,09 

3i8o, J8 

r, 12746 

3871,39 

3433,17 

I , 12770 

3584, 

10 

3i6o,3'2 

I , I 3 {09 

38()i  ,91 

34o3,o4 

1,13417 

La  valeur  denionslralive  de  ce  Tableau  nie  parail  faible.  Dapres 
la  loi  de  Deslandres,  qui  est  applicable  ^ux  tetes  de  bandes  d'une 
Serie,  conime  aux  raies  dune  bände,  les  distances  enlre  les  tetes 
successi\es,  niesurees  ä  rechelle  des  frequences,  forment  une  pro- 
gressiou  arillimelique.  Supposons  (}ue  l'ou  associe  deux  series  de 
bandes  tournees  en  sens  contraire  el  obeissanl  Tune  et  1  aulre  ä 
Celle  loi,  niais  entierenient  independanles  quaut  ä  leur  oiigine. 
Si  les  raisons  des  deux  progressions  sonl  voisines,  coninie  cela 
arri\e  frequemmenl  (''),  les  distances  enlre  les  tetes  et  les  queues 
formeront  elles  aussi  une  progression  arilhnietique  et  cela  pourra 
se  produire  suivanl  que  les  raisons  seront  de  nieme  signe  ou  de 
signe  contraire,  quand  on  se  deplace  ä  parlir  des  premieres  bandes 
dans  le  meme  sens  ou  en  sens  contraire  (Criteriuni  de  dependance 
invoque  par  Jungblutli ).  II  en  sera  meme  ainsi  quelles  que  soienl 
les  deux  |)reinieres  bandes  que  Ton  associe  el  que  l'on  se  deplace 
ä  parlir  de  celle-ci  dans  le  meme  sens  ou  en  sens  contraire. 


CJ  Kaysek  eL  Hlnüe,  U  ied.  Ann.,  l.  XWVllI,  1SS9,  p.  80. 
(-)  JuxGBLUTH,   R'egularities  in  the  Structure  of  tlie  third  Cyanogen  Band 
{Astroph.  Journal,  l.  XX,  igo),  p.  287 ). 

(■*)  KixG,  Astroph.  Journal,  t.  XIV,  1901,  p.  323. 

(*)   rW/-,  par  exeriiple,  {•\\bry,  /.  de  Phys.,  4"  serie,  t.  IV,  lyoj,  p.  245. 
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En  premiere  approximation,  le  quotienl  des  frequences  variera, 
Uli  aussi,  en  progression  arithmetique.  C'est  ce  que  troiive  King. 
Eu  egard  ä  la  grande  similitude  des  series  de  bandes  successives, 
on  ne  saurait  atlribuer  une  portee  qiielconque  ä  ce  que  ce  quotient 
passe  deux  fois  approxiinativement  par  les  meines  trois  valeurs. 

Cet  argument  parait  neanmoins  avoir  pese  dun  assez  grand  poids 
dans  la  convictionde  Kavser  (' ),  qui  considere  comme  certain  que 
K-ing  ait  trouve  les  queues  correspondani  aux  tetes  et  que  par 
suite  riijpoiliese  de  Thiele  soit  exacte. 

Jungbluth  sc  propose  de  contröler  cette  hypothese  en  faisant  de 
nouvelles  mesures  sur  une  partie  des  bandes  anciennementconnues. 
Pour  les  discuter,  il  porte  en  abscisses  (-)  les  longueurs  d'ondes  et 
en  ordonnees  l;i  dirt'erence  des  longueurs  d'ondes  de  deux  raies 
consecutives.  Les  courbes  quil  obtienl  ainsi  pour  quatre  des  bandes 
du  cjanogene  partenl  de  leurs  tetes  T,,  T^,  T3,  T^  a\ec  une  allure 
approximativement  parabolique.  qui  correspond  ä  la  loi 

V  =A  — (  Bn-^G)2 

(v  :=  t'requence,  n  =  nombre  entier  )  de  Deslaiidres  ;  mais  pour  les 
raies  de  nuincros  dordre  eleves  la  courbe  est  netlenienl  au-dessous 
de  la  |)arabole  et  Tecartentre  les  raies  consecutives  passe  meme  par 
unmaxiuium.  Ges  courbes  experimentales  sont  continuees  en  poin- 
tille  et  semblent  aijoutir  aaturellement.  dans  le  dessin  original  de 
Jungbluth,  pour  les  trois  dernieres  bandes  ä  des  queues  O^,  ()3,  Q4 
indiquees  par  King.  Pour  la  premiere,  une  tele  de  King  faisant 
defaul  dans  la  region  oii  Jungbluth  Tattend,  il  continue  la  courbe 
par  continuite,  et  detcrmine  ainsi  la  position  de  la  queue  Qi,  dans 
une  region  oü  eile  est  inobservable  par  suite  de  la  presence  d'une 
bände  intense. 

Laissant  celle-ci  de  cote,  nous  avons  : 


Tetes  d'apres 

Tetes  d'apres 

Jungbluth. 

King. 

Queues  supposees. 

T......      3871,53 

4[52,g3 

Q, . . . .      36o3 , 1 2 

T,....     386i,83 

4 I 58,22 

Q3....      3628,98 

T;....      3854,85 

4165,54 

Q; 3658,27 

(')  Kayser,  Handbuch  der  Spektrosk..  t.  II,  p.  4S7. 

(^)  La  figure  donnee  plus  loin  est  celle  de  Jungbluih,  redessinee  en  remonlant 
aux  Tableaux  de  numhres  contenus  dans  son  Iravail. 
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La  coordinalion  des  tetes  et  des  queues  de  Jungblulh  est  donc 
formellement  en  conlradiction  avec  celle  de  Kin^.  En  outre,  chez 
Jungbluth  les  bandes  compleles  de  King  chevauchant  {fig.  i)  les 
unes  sur  les  autres,  sont  remplacees  par  des  bandes  s'emboitanl 
{ßg.  2)  les  unes  dans  les  autres. 

Fig.  I. 

Jungbluth,  qui  Signale  expresseinent  cette  cireonstance,  ne  craint 
pas  d'ajouter  que,  rapprochee  des  relations  numeriques  de  King, 
eile  apporte  aux  idees  de  ce  dernier  une  nouvelle  conHrmation. 

Pour  rechercher  quelle  est  exactement  la  portee  des  experiences 


Fig.  2. 

de  Jungbluth,  j'ai  marque  dans  le  dessin  (fig.  3j  les  points  obser- 
ves.  La  partie  experimentale,  representee  en  traits  pleins,  se  ter- 
mine,  pour  les  quatre  bandes,  ena,  6,  c,  d.  Pour  deux  des  bandes, 


3890 

T  T  T  T 

■V    '2   'j  ■'4 


■^SUO  _  3700 

" Long,  d'onde  cn  A 

Fis-.  3. 


■:i6oo 
Q',      O3      (A     Q> 


en  b  et  en  d,  eile  s'ecarte  de  la  parlie  extrapolee  par  Jungbluth, 
representee  en  pointille,  par  une  plus  grande  courbure,  semblaTit 
donner  raison  a  l'idee  de  Ritz,  et  rendant  impossible  Tattribution 
des  queues  faites  par  Jungbluth. 

Mais  si  Ton  compare  les  experiences  de  Jungbluth  ä  celle  de 
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Kayser  et  Runge,  la  concordance  qui  est  bonne  jusqu'eri  b'  cesse. 
On  se  rend  compte  facileinent  que  Jungbluth  a,  en  b\  passe  par 
inadvertance  ä  des  raies  dune  bände  voisine  placee  jjar  rapport  ä 
Celles  de  la  bände  suivie  jusque-lä  ä  peu  pres  comme  les  traits 
dun  vernier  par  rapport  a  ceux.  de  reclielle  principale.  Dailleurs, 
Jungbluth  suppriine  dans  son  gra|)bique  la  portion  b' b.  En  defini- 
tive, sur  les  qualre  bandes,  la  correlation  enlre  les  tetes  et  les 
queues  est  admlsslble  ä  la  rigueur  pour  deux  dentie  elles  (T.j  —  Q^ ; 
T3-Q3). 

L'idee  de  Ritz  sur  la  nature  non  reguliere  de  la  fonction  |)our  les 
raies  d'ordre  eleve,  qui  repose  sur  la  brusquerie  du  coude  en  b\  a 
donc  en  parlie  comme  origine  une  erreur  de  Jungbluth. 

11  semble  qua  la  suite  du  travail  de  Jungbluth,  la  conviction 
que  l'hypothese  de  Thiele  est  exacte  se  soit  generalisee.  En  igo5, 
A.  Hagenbach  (')  lexprime  dans  une  monographie  sur  les 
spectres  de  bandes.  On  n'a  pas  remarque  qu'en  realite  les  coii- 
clusions  de  Jungbluth  ä  la  fin  de  son  travail  sont  beaucoup  moins 
alfirmatives  que  ses  courbes. 

On  trouve  encore  dans  les  iNotes  de  Kitz  Findication  suis  ante  : 

«  Les  queues  de  King,  en  particulier  ä  36o3,  sont  impossibles, 
parce  qu'elles  sont  composees  de  raies  relativement  intenses  avec 
des  differcnces  presque  constantes ,  tandis  que  les  dilTerences 
devraient  croitre  tres  rapidenient  comme  a  la  tete  de  la  bände.  » 

Gette  remarque  est  tres  probablement  suggeree  par  l'examen  de 
la  planche  de  Kayser  el  Piunge  (-)  sur  laquelle  il  est  aise  de  recon- 
naitre  l'aspecl  decrit  par  Ritz.   On  peut  y  evaluer  la  distance  des 

o 

raies  a  o,  5  A  environ,  ce  qui  porte  i'arc  de  courbe  correspondant 
bien  en  dehors  des  limites  de  la  ligure.  Le  meme  aspect  est  \isible 
sur  la  planche  de  Jungbluth  [loc.  cit.). 

Cet  argumenl  semble  definitivement  detruire  ce  qu  il  reste  de 
probabilite  aux  attributions  faites  par  Jungbluth.  Nous  avons  dejä 
fait  justice  incidemment  de  l'argument  que  Jungbluth  tire  de  ce 
que  les  long  ueurs  des  bandes  varienten  progression  arithmetique. 
Menlionnons  que,  par  contre,  Riiz  note  aver  snin.  roinme  un  fnit 


(')  A.  Haoenbach,   Wullner-Festsclirift,   i<)OÖ.  p.  i33. 

(-)  Akad.  Berlin  {Pkys.  Aili,  nicht  zur  Akad.  gehör.  Gelehrter,  1. 1,  li 
p.  44. 
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xmpor.ant,  la  prugression  arithmetique,  s.gnalee  par  Jungbluth, 
des  ecarlemenl.  maxima  des  raies  des  quatre  bandes  ,^u,2d;  2,00; 
1  -5-,  5A)  Cefailconservesavaleurindependammentdeloule 
Hypothese  sur  l'exislence  d'ane  seule  oa  de  deux  tetes. 

On  peut  donc  conclure  de  la  maniere  suivanle  :  L  hypothese  de 
Thiele  est  appuyee  par  : 

,  o  L'existence  des  tetes  dirigees  dans  les  deux  sens  ; 
.-•  L'existence  d'an  inaxlmum  dans  recartement  des  ra.es. 
Mais  la  demonstratlon  de  cette  hypothese  n'a  pa  etre  contlnuee 
iusqu'ä  present,  ni  par  la  possibüite  de  coordonner  saus  equivoque 
ies  tetes  et  les  queues,  ni  par  la  poursuite  de  la  decro.ssance  de  a 
distanee  des  r^ies  dans  un  intervalle  assez  etendu  au  dela  du  Maxi- 
mum. L'ecartement  des  raies  dans  le  voismage  de  la  queue  o6o3 
y  contredit  formellement.  M.jc  1^« 

L'idee  de  Ritz  n'est  pas  en  contradiction  avec  les  taxts  Mais  les 
indications  en  sa  faveur,  qu.  restent  dans  les  quatre  bandes  du 
cyanogene,  sont  un  peu  diminuees  apres  suppression  de  la  partie 
fautive  6' 6  de  Jungbluth.  . 

II  V  aurait  grand  interet  a  faire  de  nouvelles  determmation.  sur 
des  bandes  cmnposees  d'un  grand  nombre  de  raies  et,  peut-etre, 
ä  la  reprise  de  la  discussion  des  donnees  dejä  connues. 
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